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Pour généraliser les travaux de Gauss sur la
loi de réciprocité quadratique, Kummer
congut |'arithmétique des nombres a + ¢'b,
avec a et b entiers et { un nombre complexe
vérifiant {" = 1. Kummer découvrit des
difficultés majeures pour généraliser
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facteurs premiers pour ces nombres. Il parvint
cependant, en inventant une nouvelle sorte
de nombres, a récupérer a leur niveau une
arithmétique adéquate et a démontrer
certaines lois de réciprocité. Au passage, il
appliqua ces idées au probléme de Fermat.
On peut en effet factoriser I'équation

an +b" = (a+b)(a+ ¢b)... (a+ {™b)
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une famille d'exposants, en particulier pour
tous les exposants plus petits que 100 (sauf

_,cube en somme de deux cubes, une o e e o

&

Princeton.

puissance quatrieme en somme de deux
puissances quatriemes et généralement Z T\

aucune puissance d'exposant supérieur a2 | :
en deux puissances de méme exposant. »

Cette courte annotation d'un magistrat frangais, Pierre Fermat, écrite en marge d'un livre de mathématiques
dans la premiére moitié du 17e siécle, est devenue peu a peu un des théoremes les plus célebres des
mathématiques : une preuve n'en fut en effet achevée qu'en... 1995, par Andrew Wiles de I'université de
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Les nombres complexes tels que {’=1

La démonstration de Wiles repose sur une réinterprétation géométrique. Dés les années 70, Yves Hellegouarch (université de Caen)
avait relié I'équation de Fermat a celle de la courbe

y? = x(x-a")(x+b").
On remarquera qu'ici I'équation de Fermat n'est pas interprétée directement comme celle d'une courbe : chaque solution éventuelle
de I'équation de Fermat définit les coefficients d'une courbe particuliére, qu'on appelle courbe elliptique.

Au milieu des années 80, il fut montré que si le théoréme de Fermat était faux, c'est-a-dire s'il existait une courbe elliptique avec les
coefficients comme ci-dessus, elle contredirait une conjecture trés importante en mathématiques, la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil. Cette conjecture établit un dictionnaire entre les courbes elliptiques et des fonctions dites « modulaires » ; ces
derniéres ressemblent un peu aux fonctions cosinus et sinus, en particulier elles vérifient certaines propriétés de périodicité.

Le lien entre la conjecture Shimura-Taniyama-Weil et le théoréme de Fermat n'est pas du tout facile ; Ken Ribet, qui I'a établi en
1986, a d'ailleurs regu pour cela ... le prix Fermat. Et c’est un cas particulier, suffisant pour le théoréme de Fermat, qu'a obtenu
Andrew Wiles, avec l'aide de Richard Taylor. La théorie développée pour cela a beaucoup d'intérét en elle-méme et donne I'espoir de
mieux comprendre les relations profondes entre des objets issus de la géométrie (algébrique) et d'autres issus de I'analyse (fonctions
modulaires).




