GRAPHES ET LABYRINTHES : DE CHARTRES A KONIGSBERG

Les labyrinthes ont mauvaise
réputation.

Qui n'a révé de se promener, de se perdre dans un
labyrinthe ?

Le premier labyrinthe aurait été construit par Dédale, en
Créte, pour le roi mythique Minos. Dédale se serait inspiré
des é i aux plans si que les
pillards y restaient piégés. Dédale, emprisonné dans son
propre ouvrage avec son fils Icare, ressortit en trichant un
peu, a l'aide d'ailes de sa confection.

Une méthode qui mérite un peu plus d'attention fut utilisée
par Thésée : en dévidant une bobine de fil, il était au moins
s0r de pouvoir repartir par le méme chemin. On notera que
I'idée était d'Ariane, ce qui fait d'elle sans doute la premiére
mathématicienne. Si Thésée avait été mathématicien (ou si
la tache de tuer le Minotaure n'avait pas exagérément
occupé son esprit), il aurait sans doute voulu connaitre tous
les chemins possibles pour se rendre d'un point a un
autre du labyrinthe.

Cathédrale
de Chartres

Il faut ajouter que les représentations traditionnelles du
labyrinthe de Dédale n'incitent guére a ce genre de question
: ol que I'on soit, il n'y a qu'un chemin — trés long -- pour
sortir. C'est le méme type de dessin que I'on retrouve sur le
pavement de la cathédrale de Chartres mais aussi a Amiens,
Bayeux, Guingamp, Saint-Quentin). Ces « chemins de

», du i devaient étre suivis
en priant.
Plus profane, mais du méme type, est le « Labyrinthe » du
Jardin des Plantes : une longue allée qui s'éléve en spirale
jusqu'a un édicule, refuge des amoureux venus profiter de la
vue sur Paris.

Cathédrale
de Saint-Omer

Un peu plus tard, comme dans la cathédrale de Saint-Omer
(ou prés de Londres, a Hampton Court, magnifique
labyrinthe taillé dans des allées d'ifs), on semble admettre
que l'esprit puisse étre distrait par des questions qui sont
déja des questions de topologie : cette fois, il y a plusieurs
chemins et ils demandent un peu plus de réflexion. Les
anglophones ne parlent plus de « labyrinth » mais de
«maze ».

Avant de passer aux mathématiques, notons que les

religieux aussi bien que les paysagistes anglais garderont

toujours une certaine méfiance pour ces constructions qu'ils

firent souvent détruire. Les premiers aprés avoir noté qu'ils
ient plus de dissipation que de itation (en

particulier chez les enfants), les seconds au nom du

« natural landscaping » (le « jardin a I'anglaise »).

Parcours dans les graphes.

En termes de graphes, le probleme du
labyrinthe devient le suivant :

Trouver un itinéraire menant de I'entrée a
un point donné ou « centre » du
labyrinthe -- et retour.

Il'y a méme deux problémes différents, selon
que I'on dispose ou non d'une carte du
labyrinthe. Avec un plan du métro, on passe
heureusement moins de temps a trouver
comment aller de Bercy & Jussieu que dans
le labyrinthe de Hampton Court !

Nous allons considérer ce second cas du
labyrinthe sans carte.

Rappelons que dans un graphe les
carrefours sont appelés nceuds et les
chemins sont appelés liens. Si un nombre
pair de liens aboutit & un nceud, ce dernier
est appelé un nceud pair. Si le nombre de
liens est impair, le nceud est dit impair. Un
cul-de-sac (comme le point C) est un nceud
impair puisque un seul lien y méne.

Les graphes ont été étudiés
systématiquement pour la premiére fois par
le mathématicien Leonhard Euler (Bale,
1707-- St Petersbourg, 1783). Euler,

hors norme, icien et
physicien extraordinairement fécond, a laissé
son nom & maintes notions encore utilisées
aujourd'hui (angles d'Euler, constante
d'Euler, développements d'Euler-Maclaurin,
formule d'Euler sur les polyédres, intégrales
eulériennes).

Monsieur Plus et le Petit Poucet :
cacahuétes et miettes de pain.

La méthode suivante est un algorithme (une série d'instructions) qui
permet d'explorer complétement le labyrinthe. En particulier pour
aller de I'entrée au centre et retour.

Munissez-vous d'un paquet de cacahuétes et d'un morceau de pain.
Semez des etes et lai aussi aux Cela vous
indiquera si vous étes déja passé par un carrefour ou une allée
auparavant. Si vous passez sur une allée pour la deuxiéme fois,
semez des miettes de pain.

Nous prendrons comme régle de ne jamais emprunter un chemin
avec des miettes de pain. Si nous rencontrons un carrefour sans
cacahuéte, nous I'appelons un nouveau nceud -- et y déposons une
cacahuéte : il devient un ancien nceud. De méme, un chemin sans
cacahuéte que nous parcourons pour la premiére fois (en y semant
des cacahuétes) est appelé un nouveau chemin. Un chemin qui en a
déja et que nous parcourons pour la deuxiéme fois (en y semant des
miettes de pain) est appelé un ancien chemin.

Voici maintenant I'algorithme.
1. Prenez n'importe quel chemin a partir de I'entrée.
2. Si vous arrivez a un nouveau nceud, prenez n'importe
quel nouveau chemin.
3. Si vous arrivez a un ancien nceud, ou a la fin d'un cul-de-
sac, et que vous étes sur un nouveau chemin, reprenez le
méme chemin dans I'autre sens.
4. Si vous arrivez a un ancien nceud et que vous étes sur
un ancien chemin, prenez un nouveau chemin si c'est
possible.
5. Ne prenez aucun chemin une troisiéme fois.

Avec cet algorithme, vous arriverez au centre du labyrinthe et

pourrez retourner a l'entrée. Par exemple dans notre labyrinthe, la

méthode peut vous donner ['itinéraire
A—B—C—B—D—E—-F—-E—-G—-I-M-l->J-l-K-L-K-D
—K—l-G—-H—-G—E—~D—-B—A.

Mais tout ceci n'est bien sdr que le début de I'histoire : appliquer la
théorie des graphes, telle que commencée par Euler, au probléme
du labyrinthe ne produit ici qu'une solution trés longue. Il faut
d'autres si on veut les iti ires les plus courts

comme sur Internet ou dans le métro...
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