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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Duirée - 4 heures

Le zujer @5t composé de dewx exercices ef un probléme.
Le premier exercice porte sur les séries de Fourier,

Le deuxigme exercice a pour obfer la résolution d une éguation différentielle du dewdéme ordre,
lindaire.

Le probiéme a pour but la déterminarion des poinrs & coordonnées entigres d une hyperbole.

La clarté et la précizion des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour une
part importante dans Uappréciation des copies.

Luzage des calcwlarrices de poche est awlorizé (conformément aux directives de la circulaie
w86 du 16 novembre [995),




PREMIER EXERCICE

Soil f la fonction définie sur I'ensemble IR des nombres réels, 4 valeurs dans R, périodique de
périnde 2n, telle que flx)=0si —a<x<0el fix)=1si0<x<m.
- Tracer la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté & un repére orthonormal
{unité graphique : 1 cm).
2- a4 Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f

- . (=)
b, Démontrer que la série E

e =M

el convergente et calculer sa somme.

DEUXIEME EXERCICE

Soit (£)) I'équation différentielle 3* 3" - 5xy + 9y = 0, ol v désigne unc fonction de la variable
réelle x, & valeurs dans I"ensemble IR des nombres réels.
I- Déterminer I'ensemble des fonctions polyndmes solutions de I"équation différentielle (E,).
2-  Soit I un intervalle ouvert de IR, ne contenant pas 0.

a. On désigne par ¥ une fonction de I dans IR, deux fois dérivable sur .

Pour tout x appartenant 4 [, on pose y(x) =  ulx).

Vérifier que la fonction ¥ est solution pour tout point de / de 1'équation différenticlle (E)) si et
seulement si la fonction w est solution pour tout point de [ de 1'équation différentielle (£:):
by =0

b. Déterminer I'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur /, solutions de 1"&quation
différentielle (E,).

3-  Déterminer 'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur I, solutions de 1"éguation
différentielle (£, ).



PROBLEME

On se place dans le plan affine euclidien, rapporté & un repére orthonormal (ﬂ;?,})_
On considére | hyperbole 4, d"équation «° —6y° =1.
On désigne par § et £ les points de & de coordonnées respectives (1,00 et (—1,0).

On note & "ensemble des points de A dont les coordonnées sont des nombres entiers relatifs.

L objet du probléme est de déterminer I'ensemble &,

FARTIE I
Dédfinivion et ftude d’une loi de compasition inteme sur I, notée +.

I- e Vérifier que A est symétrique par rapport i chacun des axes de coordonnées, ainsi que &,
b. Déterminer des équations des asymptotes de &,
. Réalizer une figure, représentant & et ses asvmpiotes

2- A tous poinits M, et M, de X, de coordonnées respectives (x, v ) et (x;,¥;), on associe le
point M, * M, du plan, de coordonndes (xx;, + 6y, ¥; . X ¥ + 55 1)

a. Veérifier que, pour tous points M, et M, de &, le point M, + M, appartient & &

b, Montrer gque A7, muni de la loi #, est un groupe commutatif (on admettra " associativitg),

¢, Déterminer 'ensemble des points M de A telsque M +* M = 5.,

PARTIE I
Interpréfation géométrique de la loi de compogition *,

On désigne par M, et M, des points de &, de coordonnées respectives (x, v} et (4. ¥, 1.

I-  Onsuppose que M, # M, etonnote M, le point M, = M.

a. Démonirer que les vecteurs FLH; &l ﬁh sont colinéaires.
k. En déduire une construction géométrique de M, .
Préciser le cas particulier o M, =§.
2- Onsupposeque M, =M,, M, # S et M, 2 5",
a. Vérifier que xx -6y y-1=0 estune équation de la droite &, tangente & 4 en M, .

b. Démontrer que M, + M, appartient & 1a droite paralltle & & et passant par 5.



PARTIE M
Détermination de "ensemble &,

On considére |"ensemble & des points de & dont les coordonnées sont striciement positives,

On note A le point de & dont 1"abscisse est minimale et £ 1'ensemble & privé du point A,

Om considére 1'application ¢ , de & dans ¥, qui, & M, associe le point (M) = A+ M .
1-  a Prouver que les coordonnées du point A sont (5,2)

Veérifier que A est le point de &™ dont 1’ordonnée est minimale.

b. Démantrer que 1" application @ est une bijection de JF sur .

. Vérifier que, si M’ est un point de #, de coordonnées (', ¥"), alors les coordonnées de
I'antécédent de M” par Iapplication @ sont (5x"—12y"-2x"+ 5y),
2-  a Vérifier que si M est un point de &°, alors @(M ) est un point de &%

b, Soit M’ un point de £, de coordonnées (1, ¥") . dont "antécédent M par @ est différent de A.

Prouver que le coefficient directeur de la droite (SM”) est strictement supérieur 4 o :

V6

En utilisant le résultat de la question 1-a de la partie 11, démontrer que M appartient & &,

. Démontrer que la restriction de I"application @ i 'ensemble £ est une bijection de & sur &
3~ Soit (A} la suite de points de ¥, définie pour tout nombre entier naturel » non nul par A4, = A
el A, =@id,).

Pour out nombre éntier naturzl n non nul, on désigne par a, ["abscisse de A, .

i. Prouver que, pour tout nombre entier naturel 1 non nul, A, appartient & &

b, Démontrer que la sutte {a,} est strictement croissante.

En déduire que cetle suile n'esl pas majords,
4- o On considére des points M, et M, de &7, d'abscisses respectives x el x,. el on nole
respectivement x] et x5 les abscisses des points @(M ) ot @{M,).

Viérifier que si x 5 x,, alors X < x%.

b. Prouver gue, pour tout nombre entier naturel n non nul, il n'existe aucun point de &' dont
I"abscisse appartient 3 Iintervalle Ja,,a_,,[.

¢. Déterminer |'ensemble &°.

5 Déterminer 'ensemble .



