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L'usage des calculatrices de poche est mutorisé
(conformément aux directives de la cireulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999),

Lusage des calculatnices de poche est autorizé
feoryformérment ey directives de o creulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999)

Le sujet et composé de dewx exveraces ef dun probléme.
Le premier exercice porte sur des calculs d'aires de domoines délmités par une parabole &
différentes drodtes,
Le deuxidme exercice, de probabilités, met en ceuvre le caleul matriciel ef permet d'Studier
Pévohution, a long terma, de 'utilization de trois margues d'un produit.

Le prabléme parte sur l'étude d 'une fonction dont il faut montrer gu'elle est Funique solutio
d’'une équation différentielle dorinde. somnen

La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rtdaction tnferviendront pour une part
importante dans [apprdciation des oorkes,



FREMIER EXERCICE

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct (O : 7, J ), on considére la parabole &7
d*équation y = x*.

Solent @ et b deux nombres réels tels que @ < b. On désigne par 4 et B les points de la
parabole 57 d’abscisses respectives g et b.

1. Déterminer une équation de la droite (4B).

2. a) Exprimer en fonction de a et b I"aire.+ du domaine limité par la parabole 52 I"axe
des abscisses, la droite d*équation x = a et la droite d*équation x = b.

b) Exprimer en fonction de a et b I'aire % du domaine limité par la droite (4B)etla
parabole 57

3. Les tangentes 4 .?f'cn:i et B sont respectivement notées A et A, Elles se coupent en €,
Déterminer les coordonnées du point C.

4. Caleuler I"aire . du triangle ABC (on rappelle que dans une base orthonormée directe
dét(a, V) =J @l || ¥ || sindd ¥ )).

3. Quclle est la valeur du rapport %?

DEUXIEME EXERCICE

L'objet de cet exercice ext 'étude de I'évolution, au cours du temps, de P'utilisation de trois
margues de dentifrice pour une population donnée de consommateurs.

L’ensemble des couples de réels est noté RP,

Trois marques X, ¥ et Z d'un dentifrice occupent un secteur de consommation, Chagque mois,
les consommateurs de la population étudiée utilisent une et une seule de ces marques.

Suhummﬁumml,mmmnmmmmpdsaulm:am,mdﬁim par X
(respectivemnent ¥, et Z ) I'"événement : « La marque X (respectivemnent ¥ et Z) est utilisée au
cours du r-idme mois ».

Les probabilités des événements X, ¥, et Z, sont respectivement notées x_, y, etz .
Aum.'u‘s::lumuisd’mi[n=ﬂ},manhsﬂwél¢s\raJeminiﬁnles::ﬂ=ﬂ,1 Yo ™ 0,2 et
z,=0.7.

D’auw:pa:tm&pudﬁwmwpmmndugulesium&mdmmmmmquel’m
SUPpOsSEra constantes :
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* la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la marque X an cours du mois n,
d’adopter la marque X (respectivement ¥ et Z) au cours du mois suivant est 0.4
(respectivement 0,3 et 0,3) ;

* la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la margue ¥ au cours du mois n,
d’adopter la marque X (respectivement ¥ et Z) au cours du mois suivant est 0,3
(respectivement 0.4 et 0,3) ;

* la probabilité, pour un consommateur ayant utilisé la marque Z aw cours du mois »,
d’adopter la marque X (respectivement ¥ et Z) au cours du mois suivant est 0.2
(respectivement 0,1 et 0,7).

Pour tout entier naturel »
a) exprimer x_ ., y et z_, enfonctiondex_, v, etz

b) vénfierque x +y +z =1.

On considére | i -a-[ﬂ'z 0,1] u—[x"] =%
e85 matrices : 02 03 ) %= . | —{U).

Montrer que, pour tout entier naturel m,ona: Ly=A U + B

1 0
Om désigne par [ hmlrine!.lﬁlé:!=[u I ]

a) Montrer que la matrice J — 4 est inversible.
b) Déterminer une matrice C telle que C=4 C + B.

Pour tout entier naturel 7, on pose ¥V, = U - C.

Démontrer que, pour tout entier naturel n, V=A"F,.

a) Déterminer I'ensemble des valeurs propres de la matrice A, ainsi que les sous-espaces
propres associés respectivement & chacune des valeurs propres.

b) Préciser pourquoi 4 est diagonalisable et déterminer une base & de R, constituée de
vecteurs propres de 4.

¢) Déterminer la matrice P de passage de la base canonique de R? 4 la base % ainsi que
son inverse P

d} En déduire, pour fout entier naturel » non nul, I"expression de la matrice 4"
Exprimer x_, v_et z, en fonction de n.

CQue conclure de utilisation, 4 long terme, des marques X, ¥, Z 7



PROBLEME

Notations et rappels

L’ensemble des nombres réels est noté R,
La fonction tangente réalise une bijection continue de - %; g[ sur R. La bijection réciprogue
de cette fonction est notée arctan,

La fonetion arctan est dérivable sur R, Sa dérivée est la fonction ¥ +-> ] 'x,_
+
Pour tout entier naturel n, le développement limité en 0 & I'ordre n de la fonction arctan est:

FLE

X ¥l
2n+1 +£{P >

arctan(x) = x — g et (1)
PARTIE A

f{:):@m;m

Soit f I'application de R dans R définie par :
F0)=1
1.  Montrer que la fonction § est paire.

2. Etudier la limite de fen +m.
3. a) Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer /(0).
b) Justifier que f est dérivable sur R* et caleuler £'(x) pour tout réel x non nul,

a) Pour tout réel x positif, on pose Ni(x) =x —(1 + x*) arctan(x).
Emdier les variations de la fonction N et préciser son signe sur 'intervalle [0; +af.

b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur R.

3. Tracer la représentation graphique de la fonction f dans le plan rapporié 4 un repére
orthogonal d'unités graphiques 2 cm sur I'axe des abscisses et 10 em sur Iaxe des

PARTIE B

1
On considére la fonction F définic sur R par : {7 )= ¢ L /0t pour x20
F(0)=1
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1. Montrer que la fonction F est continue sur R et qu’elle est paire.

2. Montrer que, pour tout réel x, f{x) < F(x) £ 1. (On pourra etiliser la question 4-b) de la
partie A).
3. a) Ftahlir que F est dérivable en 0 et préciser la valeur de F°(0).

b) Justifier que F est dérivable sur R™ et montrer que, pour tout réel x non nul,

. 1
Frixy= . { fix) - F(x)).
¢) En déduire le sens de variation de la fonction F sur R.
d) Montrer que hml ]T_a'"{r]-:ﬂ' =. En déduire la limite de la fonction F en oo,
E=py 3

4. Tracer la représentation graphique de la fonction F dans le plan rapporté au méme repére
que celui utilisé pour tracer la représentation graphique de la fonction f

PARTIE C
Dhans cette partie, on s"intéresse 4 1"équation différentielle (E) : x* "+ xy = arctan(x).

On note (Eg) I'équation différentielle associée : 5% 3" +xy = 0,

gr[J:'_l=E six=0
1. a) Onappelle g la fonction définie sur R* par *

Zilx)= _—1 six <0
X
La fonction g est-elle solution de (Eg) sur R* 7
b) Résoudre |’équation différentielle (Eq) sur chacun des intervalles |-oo; O] &t |0 ; 4o2| .

2. A toute fonction y de classe C " sur B®, on associe la fonction u définie pour x = 0 par
u(x) = xy(x).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur la fonction = pour gue la
fonction y soit solution de 1"équation différentielle (E).

3. En déduire, sur chacun des intervalles |- ; Of et 0 ; +oof, les solutions de 1'équation
différentielle (E).

4. Montrer que la fonction F définie dans la partic B est I'unique solution sur R de 1*équation
différentielle (E).



