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Note importante : Ce sujet est adapté à partir du sujet du CAPES externe 2000. Ce dernier était en
effet beaucoup trop long et déstabilisant. Nous avons choisi les parties abordables, même si le sujet
reste un sujet difficile. Nous vous conseillons de tenter de faire la partie I au moins jusqu’au début
de I.4. Le but de la première partie est de caractériser des plans partageant un tétraèdre quelconque
en deux parties dont les volumes sont 1/8 et 7/8 du volume de ce tétraèdre. La seconde partie est
consacrée au tétraèdre régulier et étudie quelques aspects du groupe de ses isométries ainsi que des
fonctions définies sur une sphère, invariantes par ce groupe.
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Partie II

On suppose E rapporté à un repère orthonormé direct (O,~ı,~,~k). Soit A, B, C et D les points de coor-
données respectives dans ce repère (0, 0, 3), (2

√
2, 0,−1), (−

√
2,−
√

6,−1) et (−
√

2,
√

6,−1).

1.a Montrer que le tétraèdre T=ABCD est régulier. Quel est son volume V ?

1.b Soit ρ appartenant à Σ. Montrer qu’il existe une isométrie de E unique, notée t telle que t(A) =
ρ(A), t(B) = ρ(B), t(C) = ρ(C) et t(D) = ρ(D). On désigne par ψ l’application qui à ρ associe
t. L’application ψ est-elle un homomorphisme de groupes ? L’application ψ est-elle injective,
surjective, bijective ?

2 Montrer que Σ′ = ψ(Σ) est l’ensemble des isométries de E qui conservent globalement le tétraèdre
T.
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