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concours externe
de recrutement de professeurs certifiés
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Calculatrice électronique de poche - y comypris programmable, alphanumérique ou & écran
graphique -, a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la

circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.
Tout document et tout autre matériel électronique sont inferdits.

La qualité de la rédaction, la clarté et-la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans I’appréciation des copies. Les résultats indiqués dans [’énoncé peuvent étre utilisés par les

candidats pour la suite du probléme.
Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation compléte des

questions de [’énoncé.
Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére te qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale dans
sa copie et poursuit sa composition en indiquant les initiatives qu'il est amené & prendre de ce fait.
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Notations et objet du probléme

On désigne par :

N l’ensemble des entiers naturels;

N* l’ensemble des entiers naturels non nuls;
Q le corps des nombres rationnels;

R le corps des nombres réels;
R* le sous-ensemble de R constitué des nombres réels positifs ou nuls;

R+* le sous-ensemble de R constitué des nombres réels strictement positifs.

C(R+) I’espace vectoriel des fonctions continues de R* dans R.
Pour tout réel z, on note [z] la partie entiére de x. On rappelle que c’est l'unique entier relatif

défini par :
[z] <z < [z]+1.
Dans la premiére partie, on étudie I’équation fonctionnelle f (z +y) = f(z) f (y) sur RT.
Cette équation fonctionnelle est utilisée pour donner une caractérisation des variables aléatoires

dites sans mémoire dans la partie I1I.
Dans la partie I, on étudie quelques propriétés du produit de convolution des fonctions continues

sur R*. Le produit de convolution intervient dans | ’6tude de variables aléatoires dans la partie IT1.
Les trois derniéres parties sont consacrées & la modélisation probabiliste d’un probléme de récep-

tion de messages par un réseau informatique. Dans les parties IV et V, on étudie le comportement

asymptotique d’une suite de mazrimum de variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de

Poisson.
Les parties IL.1. et IL.2. sont indépendantes des parties III, IV et V.
— I — L’équation fonctionnelle f(z+y) = f(z) f(y) sur Rt

Pour cette partie, on désigne par f une fonction définie sur R* a valeurs réelles et vérifiant
’équation fonctionnelle suivante :

V(z,y) e Rt xRY, fz+y)=r(z)f®)- (1)

1.1. Vérifier que la fonction f est & valeurs positives ou nulles.
1.2. Montrer que si f (0) = 0, alors la fonction f est identiquement nulle.

Dans ce qui suit on suppose que f est non identiquement nulle.

1.3. Déterminer la valeur de f(0).

I.4. Soient x un réel positif ou nul et n un entier naturel non nul. Exprimer f(nz) et f <lx) en
n

fonction de f (z) et de n.

I.5. Soient z un réel positif ou nul, r = P un nombre rationnel ou p et g sont deux entiers strictement

positifs. En calculant f (g (rz)) de deux maniéres, exprimer f (rz) en fonction de f(z) et de .

1.6. Pour cette question, on suppose qu’il existe un réel o strictement positif tel que f (a) = 0.

I.6.1. Construire une suite (Tn),cy de réels strictement positifs convergente vers 0, telle que
f (zn) = 0 pour tout entier naturel n.

I.6.2. Montrer que la fonction f est nulle sur R**.

Dans ce qui suit on suppose que [ est & valeurs réelles strictement positives.

I1.7. On suppose que la fonction f est continue a droite en tout point de R*. Montrer qu'’il existe un
réel a tel que f (z) = e*® pour tout réel = positif ou nul.
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1.8. On suppose que la fonction f est continue a droite en 0. Montrer qu’elle est continue & droite en
tout point de R™ et conclure. :

I.9. On suppose qu'il existe deux réels A et B vérifiant 0 < A < B, tels que . f soit majorée sur
intervalle [A, B].

1.9.1. Montrer que sur I'intervalle [0, B — A], la fonction f est bornée de borne inférieure stricte-
ment positive.

1.9.2. Montrer que la fonction f est continue a droite en 0.

En conclusion de cette partie, le résultat suivant a été montré :
Si une fonction f & valeurs réelles définie sur RY :

— vérifie ’équation (1),
— est non identiquement nulle sur R+,

— est majorée sur un intervalle de longueur strictement positive,
alors il existe un réel a tel que f(x) = e%* pour tout réel z positif ou nul.

— II — Produit de convolution

On admet le résultat suivant : Si R est un réel strictement positif et t une fonction a& valeurs réelles
définie et continue sur le carré Cr = [0, R)?, alors :

/OR (/()Rzp(t,w)dt) dx:/OR (/dvnzp(t’x)dx) dt..

II.1. Soient R un réel strictement positif et ¢ une fonction a valeurs réelles définie et continue sur e
triangle Tr défini par :

Tr = {(t,x) eR?*|0<t <z < R}.

Le but de cette question IL.1. est de montrer I’égalité suivante :

./OR (/Omgo(t,x)dt)dxz_/f(/tho(t,x)dx)dt. @)

I1.1.1. Montrer que la fonction ¥ définie sur Cr =10, R]2 par :

Wea) e O Wik ={ §ED OO0 T (t.2) € T

est continue sur Cr. -

I1.1.2. Soient R un réel strictement positif et k une fonction & valeurs réelles définie et continue
sur intervalle [0, R] . Montrer, & ’aide de dérivations, que :

vz € [0,R], /0 (/Oxk(t)dt) da:-——/o-z ([k(t)@) dt.

I1.1.3. Montrer 4 l’aide de ce qui précéde 'identité (2).

I1.2. Pour toutes fonctions f,g appartenant d C (R1), on définit la fonction f*g par:
L
vz e RY, fxg(z)= / f(z—1t)g(t)dt
J0
I1.2.1. Montrer que la loi * est une loi de composition interne sur C(RY).
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On admet que la loi * ainsi définie est commutative et assoctative.

On suppose, dans les questions qui suwvent, que f et g sont deuz fonctions appartenant a C (R*) a
valeurs positives ou nulles dont les intégrales impropres sur R* sont convergentes.

11.2.2. Montrer que pour tout réel R strictement positif on a :

I/OIRf*g(a:)dac:/O'Rg(t) (_[..R_tf(x)dm) dt.

I1.2.3. Montrer que pour tout réel R strictement positif on a :

/ff(x)dx/ogg(t)dtS/OR'f*g(x)da:S/oRf(:r)dx/oRg(t)dt_

IL.2.4. Déduire de ce qui précéde que l'intégrale impropre de f * g sur R est convergente et que :
‘ +oo +co +o0
fro@do= [ f@ds [ g
0 Jo
I1.3. Pour tout réel \ strictement positif, on désigne par fy la fonction définie par :
Vi e RY, fa(t) = de .
On définit la suite (fy"),cn- des puissances de convolution de la fonction f) par f;l = f) et

pour tout entier naturel non nul n, ;("’H) = X" * fi.

11.3.1. Calculer f}2. '
11.3.2. Calculer f3™ pour tout entier naturel non nul n.

— III— Variables aléatoires sans mémoire et temps d’attente

On rappelle que :

_ si X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (§2, B, P), alors sa fonction
de répartition est la fonction notée Fx définie sur R par :

Vz € R, Fx(z)=PX <1x);

_ la fonction de répartition caractérise la loi de la variable aléatoire réelle X ;
_ une variable aléatoire réelle X suit une loi exponentielle s’il existe un réel A strictement positif

tel que :

0 siz <0,
v R, F = £
T € R, X (l') / fr (t) dt siz>0,
0

ot f est la fonction définie en I1.3.
On dit alors que X suit une lot exponentielle de paramétre A.

IIL.1. Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de parametre .

III.1.1. Expliciter sa fonction de répartition.



I11.1.2. Montrer que :
V(s,t) eRT xR, P((X>s+1t)| (X >1)=P(X >s), (3)

ot la notation P (A | B) représente la probabilité conditionnelle de I’événement A sachant
que Pévénement B de prdbabilité non nulle est réalisé. On rappelle que :

P(ANB)

P(41B)=—F 5

La propriété (3) se traduit en disant que la variable aléatoire X est sans mémoire.

IIL.2. Soit T une variable aléatoire réelle sans mémoire. On note Fr sa fonction de répartition.

[11.2.1. Montrer que la fonction G définie’'sur R* par :

Vr € R+, GT(x) =1- FT(:B)

vérifie ’équation fonctionnelle (1) .
II1.2.2. Montrer que la variable aléatoire T suit une loi exponentielle.

II1.3. Pour cette partie et les suivantes, on s’intéresse & la modélisation probabiliste d’un probléme

concernant ’arrivée de messages vers un réseau informatique.
On désigne par Ty le temps d’attente pour le réseau d’un premier message & partir de l’instant
initial t = 0 et, pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2, par T} le temps d’attente du

k-ieme message o partir de larrivée du (k — 1)-iéme.
On suppose que les Ty, pour k > 1, sont des variables aléatoires suivant une méme loi exponen-

tielle de paramétre X strictement positif et que pour tout entier n > 2, les variables aléatoires

Ty,--- ,Tn sont indépendantes.
Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par Sp la variable aléatoire réelle définie par :

Sy = ZTk.
k=1

On admet que la fonction de répartition Fs, de Sp est donnée par :

0 si <0,
v ER, E =P(S, < = T
z 5, (2) = P (Sn < 7) /of;n(t)dt siz>0.

I11.3.1. Donner une interprétation de la variable aléatoire S,.
Pour les cing questions suivantes, t est un réel strictement positif fizé. Pour les solutions, on pourra
utiliser les variables de type S; (i € N*) et leur fonction de répartition.
I11.3.2. Calculer la probabilité pour qu’aucun message ne soit arrivé entre les instants O et .

I11.3.3. Calculer la probabilité pour qu’au plus un message soit arrivé entre les instants 0 et ¢.

Soit n un entier naturel.
IIL.3.4. Calculer la probabilité pour qu’au plus n messages soient arrivés entre les instants 0 et ¢.

I11.3.5. Calculer la probabilité pour qu’exactement n messages soient arrivés entre les instants 0 et t.

I11.3.6. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire N; indiquant le nombre de messages

recus entre les instants 0 et 7
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— IV — Comportement asymptotique d’une suite de variables aléatoires

Dans ce qui suit, Y est une variable aléatoire réelle, suivant une loi de Poisson de paramétre p
réel strictement positif. On rappelle que cette lot est déterminée par : ’
e ruk

vkEN, P(Y=k)=—F

Sa fonction de répartition, dont la définition est rappelée au début de la partie 111, est notée Fy. On
note Gy la fonction définie sur l’ensemble des entiers supérieurs ou égauz a —1 par :

vm e Nu{~1}, Gy (m)=1-Fy(m).

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par A, le nombre de messages arrivés dans linter-
valle de temps [n — 1,n[. On suppose que les An, pour n > 1, sont des variables aléatoires suivant une
méme loi de Poisson de paramétre p strictement positif et que pour tout entier n > 2, les variables

aléatoires Ay, - , An sont indépendantes.
Le réseau informatique ayant une capacité limitée de réception de messages sur chaque unité de

temps, il est intéressant d’étudier la suite de variables aléatoires (My), cn~ définie par :
Vn € N*, M, =max{4;, --,An}
(On admet que les Mp sont des variables aléatoires réelles).
IV.1. Que représente la variable aléatoire M,, pour le modéle proposé.

IV.2. Montrer que :
vn e N*, VmeN, P(Mnsm)::(l_GY(m))n’

Iv.3.
IvV.3.1. Montrer que, pour tout entier naturel m strictement supérieur & 4 — 2, on a :
e—“pm"’"l —u#’m+1 1
—————— <Gy (m) <
G I e y e

m 4+ 2

IV.3.2. En déduire un équivalent de Gy (m) pour m tendant vers P’infini.

Gy (m+1)

IV.3.3. En déduire un équivalent de pour m tendant vers U'infini.
Gy (m)

IV.4. On définit la fonction G¢ sur [—1, +oof par :

_ . z—[z]
Vz € [-1,+00[, Ge(z) =Gy ([z]) (G_gi[_(][{])_ll>

[V.4.1. Montrer que la fonction G¢ est continue sur {—1,+oo|.
IV.4.2. Montrer que la fonction G¢ est strictement décroissante sur [—1,+o0[.

IV.4.3. Montrer que la fonction G¢ définit un homéomorphisme de [—1, +oo[ sur ]0, 1].

IV.5. On définit la suite de réels (Qm)men POT

vmeN, oy =



IV.5.1. Montrer que :

Go(m+1)

o = Go(m+1) _
™\ Ge(m) Gc(er%)

IV.5.2. Montrer que la suite (m)n ey €St convergente et déterminer sa limite.

vm € N,

IV.6. En notant Gal lapplication réciproque de Gc, on définit les suites (an)pens €6 (In)pens PaT -

1
vn € N*, anzGE.l (—), I, = [an—l-%}.

n

IV.6.1. Etudier les limites éventuelles des suites (an), en €6 (In)pens -
IV.6.2. Montrer que :

0<Ge(ln+1) < 2,

n
vn € N*, 1

Gc (In - 1) Z ———,
, ne(I,—1)
IV.7. On définit les suites de réels (Pn)nen+ €6 (@n)nen- PAT -

pn=P (M, <I,+1),

VnEN; {anp(MnSIn_l)-

Montrer que ces suites sont convergentes et déterminer leurs limites.

IV.8. Montrer que :
lim (P(M,=1IL)+P(M,=1I,+1)) =1

n—-+00

IV.9. Application numérique. On utilisera la table numérique suivante, pour p = 0,4 :

E

P(Y =k)

Fy (k)

Gy (k)

0,67032005

0,67032005

0,329679954

0,26812802

0,93844806

0,061551936

0,0536256

0,99207367

0,007926332

0,00715008

0,99922375

0,000776251

0,00071501

0,99993876

6,12433E-05

5,7201E-05

0,99999596

4,04268E-06

3,8134E-06

0,99999977

2,29307E-07

<lolalalwlivi=lo

2,1791E-07

0,99999999

1,13997E-08

IV.9.1. Calculer I ps.

IV.9.2. Calculer P (Mjgs = Iips) + P (Mips = Iyos + 1).

1V.9.3. Commenter ce résultat.

— V — Etude des suites P (M, =

On définit les suites de réels (Tn)nen- €t (Sn)pens POT

vn € N, {

ot M, est la variabl

Tﬂ:P(anIn—*‘l),
Sn:P(Mn:In)1
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I,) et P(My =I,+1).

e aléatoire définie au début de la partie IV et le réel I, est défini en IV.6.
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V.1. On définit la fonction H sur [~1,+oo[ par :
: 1 v
VCIIE[—l,+oo, H(Ij = -,

L H@)= 5o

o G est la fonction définie en Iv.4.
V.1.1. Montrer que la fonction H est dérivable sur ’ensemble Rt \ N des réels positifs non entiers.
V.1.2. Calculer, pour tout entier naturel m :

By = inf H'(z)
z€jm,m+1(

ot H' désigne la fonction dérivée de la fonction H. Montrer que :

lim hpy = +o0.
m—+00

V.2. Soit (an) ey~ lo suite définie en IV.6.
V.2.1. Montrer que :

lm H(an+1) — H (as) —

n—-+00 Qpi1 — Qn

+00.

V.2.2. En déduire que :
lim (an+1 - a"n.) =0.

n—-+o00

V.3. Montrer que l’ensemble :
A={I,—an|neN"}

est dense dans l'intervalle [——5, %] .

V.4.
V.4.1. Montrer que pour tout entier m non nul tel que :
1
Im - am < "'Z,
ona:

1
Go (L) > ———
d)>mﬁﬁ’

ol (an),en est la suite définie en IV.5.

V.4.2. Montrer qu’il existe une sous-suite (T‘g(n))n o de (Tn)pen- Qui converge vers 1, soit :

lim P (Mg(n) = Ign) + 1) =1.

n—+4oco

V.4.3. Montrer que pour tout entier 7 non nul tel que :

Im"‘am>z,
on a !

Geo (Im). < _____Vau"‘_l)‘
m

V.4.4. Montrer qu'il existe une sous-suite (si(n))neN* de (8p),en- Qui converge vers 1, soit :

Lm P (Mg = Iem) = 1.

n—-+o0



