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NOTATIONS ET OBJECTIF

On note :
M l'ensemble des nombres entiers naturels et N® 'ensemble des nombres entiers naturels non nuls,

Z |'ensemble des mombres entiers relatifs,
w2 l'ensemble des multiples entiers du nombre «,
R l'ensemble des nombres réels et R* 'ensemble des nombres réels non nuls,
L l'ensemble des nombres complexes,
D'autre part, si A et B sont des parties quelconques de B, on note
AN B 'ensemble des récls appartenant & A mais n'appartenant paa & B, autrement dit AHEIB,

Toutes les fonctions considérdes dans ce probléme sont & valeurs dans C ou dans K.

On note o la composition des applications.
On note respectiverment 3 ot % les applications “partie réelle” st “partie imaginaire” de C vers B.
On note cot la fonction cotangente.

L'entier naturel n, I'intervalle J de R, d'intérieur non vide, et U'application f de J vers C (ou vers R)
n fois dérivable étant donnés, on note f) la dérivée n® de f sur J. (En particulier, fi% = f.)
On utilisera la notation usuelle f' pour désigner {1, .
L'entler naturel n et 'intervalle J de R, d'intérieur non vide, étant donnés, on note :

D®(J) I'ensemble des applications de J vers C an moins n fois dérivables sur J.

D*{J,R) l'ensemble des applications de J vers R au moins n fois dérivables sur J.

™I l'ensemble des applications de J vers T de classe £ sur J.

LI R) 'ensemble des applications de J vers B de classe O sur J.

C=(J) l'ensemble des applications de J vers C de classe 0™ aur J.

C=(J, R} l'snsemble des applications de J vers R de classe £™ sur J.
On dtend ces nobations au cas ot J est I'union de dewx intervalles disjolnts et d"intérieurs non vides.
8i J contient I'intervalle [d'intérieur non vide) K, s f est une application de J vers T [respectivement
vera R), et ai la restriction de f & K appartient b C"(K) (respectivement & C™(K,R)), on pourra
considérer que f appartient & {™(K') (respectivement & ChE,R) ).

Soit = un nombre complexe fixé. On rappelle que Fapplication = — =¥ = ¢*182 dg |0}, 400 vers C, est
dérivable sur |0, +0a|, de dérivée "application x — 2x*~? de |0, +00] vers C.

On considére dans ce problime un intervalle fixé I de R, d'intérieur non vide et stable
par 'appllieation :nr—-% de B vers R, aingi que par sa réciprogque = — 2x.

L'intervalle T est en conséquence - ou |0, +oa], ou [0, 400, ou |-oo, 0], ou |—oa,0], ou B lul-mima.
Ce probléme vise essentiellement 'obtention de résultats simples relatifs & "équation

B(D):  f@)=2f(3)

d'inconnue f appartenant a I'ensemble DY(I).
Une solutien de E(J) est done un élément f de DU(I) vérifiant, pour tout réel z de I, f(z) = I_,@_
On nete 5(J) 'ensemble des solutions de I'squation E().

Dans certaines parties, on s’intéresse plus spécialement aux solutions de "équation E(I)
t & l'ensemble D'(I,R). On note alors Eg(l) ce probléme “restreint” et Sg(I)
I"ensemble de ses solutions.

La partie I, trés courte, concerne essentiellement |'interprétation graphique de I'équation Eg(I).

La partie IT, d*une longueur moyenne, traite des péndralités relatives A 'équation E{I et en recherche
des aolutions possédant certaines propridtés particulibres.

Dans la partie I, plus longue, use lnterrogation sur la dimension de Vespace S{J0, +0o) condult & la
diseouverte de solutions inattendues,

L parthe IV, assez courte, demande de repérer et de traiter des errenrs dans un texte mathématique.
La partie ¥, longue, propose d’établir un théoréme de Borel et donne une idée de Fespace 5(]0, +oc[) .

Ces ring parties sont largement indépendantes, On utilise (ILB.1) dans ([ILA.1), (ILC.1) dans (IILB).



Partie I
I.1. Dans le caz ott [ ne contient pas 0, proposer, en 'sccompagnant d'une fllustration graphigque, une
interprétation péométrique simple du probléme Eg(f]).
L2. Soit (a,b,c} un élément de C¥ et solt p: F — C l'application définie par la relation :
) =ar®+brte
A quelle condition nécessaire et suffisante sur be triplet (a. b, c) l'application p sppartient—clle & S(I) 7

L3. Dans cette question, sauf mentlon contraire, J = |0, +-eof.
Parmi les ppplications dont les courbes sont dessindes ci-dessous, quelles sont celles qui ne vérifient pas

'équation Eg(l) ? On se conteniera de dresser lo liste des numdros des reprdsentations graphigues de
ces applications cf on ne justifiera pas les réponses donndea.

¥ Fi ¥ Y4
)
¥ I-.I a 1 =.1.- o 3 I;_: cr r
Fig. 1 : demi-droite Fig. 2 : demi-drolte. Fig. 3 : demi-droite, Fig. 4 : demi-paralole
Yhorizontale", d'acce {Ohy).
L ri ¥y ¥l

- [ A 1 ::.:
G = O T 0 |

Fig. 5 : arc de parabole Fig. 6 : demi-parabole  Fig. 7 : courbe coincidant sur  Fig. & ; une sinnscide
d'nace “vertical”. d'ae (O:x). |0, 1] avee un are de cercle. (I =R).
Partie II
— A

II.A.1. Montrer que, pour les lois usuelles, S[I) est un espace vectoriel sur O, non réduit & {0},

De manitre analogus, de quelle structure algébrique peut-on munir Sg(I) 7

I.A.2. Soit une application f: I — C. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
i}y fesd);
() RofeSell) et YofeSell);
(i) l'application = — f(z), de T vers C, appartient & S{I).

— B —

ILLB.1. Soit f un élément de S(J). Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, [ est
{m+ 1) fois dérivable sur I {0} et que, pour tout élément = de T4 {0},

1= 1 1049(5) 4 2 19)

II.B.2. On suppose que lintervalle T contient 0,
Mantrer que tout élément f de S(I) wérifie f{0) = 0 et appartlent & C*(I).
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— O —

I1.C.1.  Etude d'upe fonction awxiliairs.

II.C.1.a. Etudier les variations de Papplication »: ¢t — ¢2'"% de R vers R.

I1.C.1.b. Montrer que 'ensemble des solutions de I'égquation ¢2'~* = 1, d'inconnue réelle t,
eat Pensambla {1,2}.

I1.C.2. Recherche des solutions polynomiales.
Quelles sont les fonctions-polyndmes appartenant & S(I) 7

II.C.3. HRecherche des solutions plusieurs fois dérivables au point 0.
On suppose que l'intervalle T contient 0.
Soit n un entier supérieur o dgal & 2 et aoit f un dment de S(J) n fols dérbvable au polnt 0.

I1.C.3.a. En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer que, pour tout entler p compris
entre 1 et n, fP0) =0 on p2'~F=1.
II.C.3.b. En déduire qu'il existe des complexes o ef b bels que, quand = tend vers O dans T,
fiz) = az + bz? + o(z™)
II.C.4. Recherche des solutions développabdes en série entiére au point 0.
On suppose que | = K.

On considére une application f: R — C développable en afrbe entlbre au palat 0 : |l exiate dobe par
définition un réel strictement positlf, noté B, ainsl qu'une suite complexe, notée (a,].en, tels que:

+oo
We e |-R, R, fiz)= Z Oy T
n=i
Montrer que, si f appartient & S(R), alors f et polymomiale sur Vintervalle |- R, B|, puia aor R.

II.C.5.  Recherche des solutions exponentialles,
Montrer que, quel que soit le complexe o, Papplication z — ¢**, de [ vers T, n'apparticnt pas & S([).

II.C.8. Recherche des solutions périodiques.

On suppose que T = R,

Montrer qu'il n'exiate pas de solution de "équation E(K) qui soit péricdique ot non identiquement nulle,
O considérera un Sdment [ de S(R), périodique; on montrerg que f' fend vers 0 en 400, on en
déduira que [ esl nulle sur B of on concler,

Partie IIT
On suppose dans toute cette partie gque I = ]0, 400,

IILA.1. Montrer que, s l'application f: I — C appartient & §(I), alors, pour tout enther naturel k,
I'application = — = f1¥){z), de T vers C, appartient anssi & 5(J).

II1.A.2. On suppose dans estte guestion que S(I) est de dimension finie.
Soit une application f appartenant & ST}, non identiquement nulle.

IILA.2.a. Montrer que f est solutbon sur T d'une dquation différentielle linéaire homogéne
dont I'erdre, noté g, est compris entre 1 ot dim S(7T). ’

MILA.2.b. En déduire que I'application y: ¢ = f(e'), de R vers T, est solution sur R
d'une équation différeatielle lindaire homogéne d'ordre g & coeffickents constants.

II1.A.2.c. Rappeler la forme générale des applications de B vers C solutions d'une équation
différentielle lindaire homogine d'ordre ¢ & coefficients constants.
En dédulre que f est combinaison lindaire d'applications de [a forme @ — (Inz)*z®%, a éant un compleze
el 1 oun endier noturel,

IIT.A.2.d. Peut-on affirmeer o priori, c'est-a-dire sans justification, que les applications de
la forme x - (Inz]¥z" dent f est combinaison linéaire appartiennent & S{I) 7



— B —

ILB.1. Recherche des éléments de S(I) de la forme z v (Inz)"z*, (a,») appartenant & C x N*.
Sojant a un nombre complexe et ¢ un entler naturel fnon ol
On suppose que I'application y: =+ (Inx)*z*, de T vers C, appartiont & S(1).
IILB.1.a. Montrer que, pour tout réel ¢, 22~ 1% —a(t —In2)" — v (¢t = In2)*-! = 0.
IILB.1.b. Montrer que 27! = 4.
IILB.1.c. Montrer que, si » 2 2, alors (In2]* =0, et que, si # = 1, alors aln?2=1.
IILE.1.d. Montrer que Jes résultats préicédents sont contradictaires et conclure,

IILEB.2. Bolt a un nombre complexs,
Montrer que 'application x v+ 2%, de I vers C, appartient & S(I) al et seulement si 2°<! w a.

III.B.3. Recherche des déidments de () de la forme x — 1, a appartenant 4 R,
Cruels sont les réels o tels que I'application =~ x®, de I vers C, appartiesne & S(1) 7

ITL.B.4. Recherche des dldments de S(f) de la forme x — 2, a appartenant 4 C\ K.
Dans cette question, on congidére Uapplication g: B xZ — R définle par la relation :
g(#) = 26 — (In 2)(sin §) e¥ o=t ? :
On recherche lea complexes aon réels a tels que P'application h: [ — C définie par la relation ;
hiz) =z*
appartienne & (1),
On note respectivement o ef o les parties réelles ot imaginaires du complese non réel a,
On note anssi g le module de a et ¢ la détermination appartenant & |-, 7] de argument de a.

II.B.4.a. Pourquoi suffit-il de n'envisager dans cette recherche que le caa off w est
strictement positif T
On suppose dans la suite de la prdsente question (IILB.4) que w est strictement positif.
On remarque que ¢ est donc dlément de 0, wx[.

HI.B.4.b. Exprimer sur les réels o ot w une condition nécessaire et suffisante d’apparte-
nance de & & S(I).

IMI.B.d.c. Montrer que h appartient & S{I) si e seulsment 5°i] exigte un enkber relatif n et
un réel § appartenant & |2nw, (2n+ 1) w[ tels que: $pm @ —Inr, 2599 = 05 ot a(ln2)sind =4,

1.B.4.d. En déduire que h appartient & S(J) ai et seulement 'l existe un réel & appar-
tenant b l'ensemble | |2k, (2 + 1) x| tel que

k=N oot d #

gif)=0 o o= i3 e w=

NI.B.4.e. Montrer que, pour tout réel @ appartenant & |0, =], InTE g;ﬂ ot -,
On rappelle que, pour tout réel & appartenant & [0, #/2[, alnf < 8 < tan .

En déduire que I'équation & : g{#f) = 0, d'inconnue & dans R\ #Z, n's avcune solution sur |0, x|,

IIL.B.4.f. Montrer que, quel que soit 'entier nature]l non ool n, l'équation § définle en
(IILB.4.e) posside une et une seule solution dans V'intervalle |2nx, (2n + 1) 7).

On pourra étudier le signe de g'(9) sur |2nm, (2o 4+ 1) n|.
On note 8, cette solufion, on note respectivement o, of wy les rdels o el w sblenus pour = 0,
et on note enfin hy, Uspplication h correspondante, )

ITI.B.4.g. Maontrer que les réels de la famille (o) oye sont denx & deux distinets.

En dédulre que la famille [y, ), gx est libre.
Mous avons supposé dans ba section (TTLA) que S(J) éait de dimension finie. Qu'en est-il au juste 7
De méme, l'espace vectorel sur B Sy(l) est-il de dimension finie ?

ILB.4.h. Calculez (& I'side du programme de recherche de solutions approchées d'une
égpuation numérigque & une variable dont votre caleulatrics eat pourvoe) une valour approchée de 8, , de
et de wy, et reportes sur votre cople les valeurs approchées décimales par défaut et par exchs i 104
prés de ces trois nombres.

Reproduisez sur votre cople la courbe représentative de ® o by aur |0, 1] obtenue sur votre calculatrice.
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Fartie TV

—_ A —
Cette section comporie une sewle guestion, situde au bas de ceble page.
Imaginons que vous posics Pexercice suivant & I'un de vos Elives ;
[Début de ezercice proposé.|
1. Soit v la fonction définie par P(t) = e~V sl t > 0, (1) =0 s ¢ < 0.
Montrer que 1 appartient & O, R).
2. En déduire qu'il existe dans (K", ) une fonction , positive et dont le support soit
la boule unité de I'espace vectoriel euclidien E®. [On pourra prendre @(z) = (1 — ||=||*).]
3. Montrer qu'étant donnés deux intervalles compacts [a,d] et [b, ¢] strictement amboités
(avec a < b < c < d), il existe dans C*(K, R) une fonction & de support [a,d], de valeurs
comprises entre 0 et 1, ot constante de valeur 1 sur [b,¢].
|Fin de lezercice proposd.|
Imaginons dgalement que cet dive vous remetts la solution sufvante :
[Délnst de la solution rédigde par Véléve. |

1. Pour £ > 0 et k= M on a, par une réeurrence facile, ™% (t) = .Fil{ :] '1-",-:1‘:P*munpu|:n&m=
de degré 2k (avee Py (X) = X3(F(X) - F{(X))).

Par suite ¥!*}{t) tend vers 0 lorsque t tend wvers 0 & droite (et & gauche, évidemment). De I'égalité
classique des accroissements finis on déduit que + est dérivable & tout ordre & V'origine, svec dérivées
nlles,

/f}" ; /le:w_ﬂ]
wit) =~

0 1 TR i 3
Courbes reprisentatives des fonctions 4 et &

2. Rappelons que le support d'une fonction est 'adhérence de "ensemble des points o elle ne s'anmale
pas, c'est-A-dire le complémentaire da plua grand ouvert sur beguel elle est identiquement nulle,

Lainnnﬂnnmmpﬂaé-a-p[m}-\t{l }mtdaclmcf‘”mﬂ“,mﬂhsiﬂwulamuntul:ﬂ?l
gon gupport est done la boule unité {h:méaj.
8. Soit (z) = ¢(1 — %) la fonction ci-dessus (pour n = 1). La fonction définie par
1 T=bh
-ﬁq}[m} potE a < x < b

#[x) =
1 ‘!} pour c<x<d

ﬁ'ﬂ:d—c
et a{x) = 1 sur [b.o], 2(z) = 0 hors de |a,d| est alors O sur R, puisque les dérivées & gauche et &
droite sont toutes nulles en a, b, ¢ et d; elle & donc les propriétés voulues.

[l X

d ] & 4 X
Courbe représentative de la fonctlon &

|Fin de la solution rédigée par ["éléve.)
Question : les dessins de "élbve sonk corrects mais ses réponses comportent des erreurs ; en trouver dews,




- 7 =

—B —
IV.B.1. Mettre en forme la réponse 1 de I'éléve cité dans la section (TV.A), En particulier, préeiser
la preposition de récurrence utilisée ainsi que 'usage qoi v est fait do théarkme des accroissements finls,

IV.B.2. Cuelle est la norme sur B® considérée dans la question 2 de l'exercice elté section (TV.A) 7
Pourquoi Iapplication ¢ est-elle de classe 0™ gur B® 7

Soit x un élément de K™, Quealle est la valour de w(z) =i ||z =17

Pourquei le support de  est-il la boule unité farmée de B™ pour la norme considénge ?

IV.B.3. Om s'intéresse maintenant & la question 3 de l'axercics cité dans la section (TV.A).
IV.B.&a. Montrer que I'spplication de R vers R

J::r—*{ezﬁ'ﬂ g Dzl

0 Finon

est de classe C™ sur R et de support le segment [0, 1.
On peurre utiliser ls fonction o définie dans la question 1 de V'ezercice eité dans la section (TV.A).

IV.B.3.b. Montrer que l'intégrale i = IIJ{E}{]! est strictement positive.
(On n'essoiera pas de calenler n.) o
IV.B.3.c. Montrer que l'spplication A: x— %j:d{#}ds, de R vers R, eat de classe 0%
sur R, strictement monotane sur [0,1], constante de valeur 0 sur |0, 0] et de valeur 1 sur {1, +oa].
IV.B.3.d. Répondre & la guestion 3 de I'exsrcice cité dana I section (IV.A).

On pourre considérer 'application 5: 1 ﬂ.{; _:} +.ﬂ.{:::] -1.

Partie V

—
En appliquant le résultat établi en (TV.B.3.d) au cas oft d = —a = 1 ot ¢ = —b = 1/2, on constate
qu'il existe une application de B vers R, de classe €% sur R, constante de valeur 0 sur R\ ]-1,1],
constante de valeur 1 sur [~1/2,1/2|, strictement monotome sur [~1,-1/2] ainsi que sur [1/2,1].
Dans lo swite, on se donne une telle application et on la note £,

Une suite rédelle 0 = (a,)nen tout & foit quelcongue étant donnde, on note, si 0 exl wn enfier naburel
tnla) (ou simplement g, 3% n'y o pas d'artiyuite) le nombre max(1, (2.}, ains que ., [ou
simplement pn 3 n'y o pos d'ambiguité) Vapplication de B vers B définie par la relation :

Panlz) = 72 Elaz) 2
AT est clair que g, o appartient 4 C=(R, R).
V.A.l, On considére une suite réelle a = (i g -

V.A.l.a. Montrer que, pour tout réel T et tout entier n vérifiant n > 1 et palel <1,

mn=]
[t < L

Que peut-on dire de 2q(x) si le réel = et Pentier n vérifient n = 1 et Ualt] 217
V.A.Lh. Montrer que, pour tout réel =, la série de terme général pq(2) converge.
in note By (ou & 2% n'ly o pas d'embiguftd) Uapplication de B vers R définie par la relation

-0
tn{IJ . Z '-:lﬂn[:}
=il

CQue peut-on dire de ®(z) i le réel © vérifie x| 217
V.A.l.c. Justifier, pour sout entler naturel j, 'existence du réel Tﬁ‘ [E5 ()], naté m;.
Si j appartient & N, on note M; = max({mg,my, ... ).
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V.A.L1d. Soit § un entier naburel. Montrer que, pour bout entier i > 7 + 1 et tout réel =,
27 M, 1 1

|qp"-f{.-:}|1§--—-7— O distinguera les cas |I|{E el h‘|};-

V. A l.e. En déduire que 'application ¢ est de clasge 07 gur B eb que, pour tout entier
naturel j, $U0) = a;.

V.A.1.E. Enoncer le théoréme (dii & Emile Borel) qui vient d'#tre établi. Quel vous parait
éfre son intéres T
V.A.2. On considére maintenant dewux suites réelles a = (ap)nen 86 b= [by)pen .

V.A.2a, Ondéfinit l'application T de R vers R par la relation : 9(z) = $,(x)+ iz - 1).
Montrer que Papplication & est de classe €™ sur B et que, pour tout entier maturel n, lif“'{ﬂ} =y
et V(1) = by,.

V.AZDb.  Le réel strictement positif A Stant fiocd, mootrer qu'll existe une application F de
R vers R, de classe £ sur R ot telle que, pour tout entier naturel n, FI™(0) = a, et F(A) = b,.

— B —
ln2

Dns toute lo suite, la letire ¢ représenie le réel =
V.B.1. Solt f une application de |0, +oc| vers R. Ls réel ¢ étant quelconque, on pose fit) = fle™).
Montrer que, ab f _Appartient B Spll, -I-m[] alors I'application f: B — R est de classe £ sur B et
pour tout réel £, {:] =fle+8).
On note T {‘ensemble des ééments g de DYR,R) vériflant, pour fout réel x, ¢'(z) = gz + (),

H Vensemble des éléments f de ([0, £ R) tels que, pour tout entier naturel n,

FOHE) = fAN0), o
K Uespace des éléments de C(R, R) de support inclus dans [0, 4],

La notion de support o &4 définie dans lo réponse 2 de la section (IV.A),
On note enfin RY 'eapace vectoriel sur R des swites rdelles,
V.B.2. Montrer que T est un sous-espace vectoriel de C%(R, R] isomorphe & Sg(j0, +0a() .

V.B.3. On s donne un élément v de M.
V.B.3.a. On considére |'application v, : £ = [z = £}, de [£,2{] vers R. Moatrer que la
fonction g, @ [0, 2¢] — R, coincidant avec =y sur [0, #] et avec y, sur [£,24], est dérivable sur [0, 2¢].
w4
V.B.3.b. Soit application y_, : x =+ {0} +f (e} dt, de [—£,0] vers K. Montrer que la
i
fonetion g_ @ [—£, 4] — R, coineidant avec -+ sur [0, 4] et avec y_, sur [<£,0f, est dérivable sur [—£, 4.
V.B.3.c. On ne demande dans cette guestion gue le plan de la démonstration : on
n'entrera dans aucun détail et on s'en tlendra aux idées essentielles et & leur articulation.
Montrer qu'il existe un et un seul Slément g de T dont la restriction au segment [0, £] est -y,

V.B.3.d. Onnote p Papplication de T vers # qui, & Pélément g de T, associe la restriction

de g & [0,f]. Montrer que p est un isomorphisme d'espaces vectoriels sur K.

V.B.4. V.B.d.a Montrer que 'spplication d: f — {j‘:“]{ﬂJ;IFEH.. de H vers BN, est dne application

linéaire surjective.

On supposa que I'espace Kerd admet un supplémentaire dans W et I'on en choisit un, que Pon note &,
V.B.d.b. En utilisant le sous-espace 14, montrer que S, (|0, +00[) est isomorphe & B¥ » K.
V.B.d.c. Est-il vrai que S(]0, +ocf) est isomorphe & C% x K, {CM étant 'espace vectoriel

sur T des suites complexes et K, 'espace des éléments de C*°(R) dont le support est inclus dans [0, 4]) 7





