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deuxiéme composition de mathématiques

Cocwiatice dlecironigues de poche = ¥ compns programmable, olohanuméngue ou & éoran
graphique - @ fonctiocnnement autoname, non imorimanta, auforsdée conformément & la
circtcine n® #0184 du 14 novembre 1909,

Tout document et tout aufre maténel slecfronique sont inferdils,

La gualité de la rédaction, la clarté et la précizion des raisonnements interviendront pour une part
importante dans 'apprécianon des copies. Les résultars indigués dans U"énoneéd peuvent tre utilisés par lex

candidats pour la suite du probléme.
Las candidatx daivent reparter sur leur cople, devanl leurs réponses, la numérotation compléte dex
guestions de énoncé,

Si, au cours de I"épreuve, un candidat repére ce qui lui semble éire une erveur d"énoncé, il le signale dans
5@ copie ef poursuil sa composition en indiguant les initiatives qu'il est amendé 4 prendre de ce fair.
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Polynfmes & valeurs entid¢res sur les nombres premiers

Objectsf. Le but de ce problime ezt Pétude d'ensembles de polynémes prenant
sur certaines parties des valeurs particulidres el, nolamment une caracléri-
sation des polyndmes prenant des valeurs enlitres sur tous les nombres pre-
Mcra.

NOTATIONS.

Si A et B désignent 2 ensembles, B étant inelus dans A, on note
A\B={z€A;z ¢ B}.

On note :

N l'ensemble des entiers naturels, N* l'ensemble N {0} ;

Z I'ensemble des entiers relatifs ;

Q l'ensemble des nombres rationnels, Q4 'ensemble des rationnels positifs

ou nuls, Q* I'ensemble Q {0} ;

R I'ensemble des nombres réels, By 'ensemble des réels p-u-mnfs ou nuls ;

F I'ensemble des nombres premiers.

Paur tout nombre premier p, on note &) l'ensemble des rationnels dont une
représentation irréductible a un dénominateur non divisible par p.

Pour tout réel x, on appelle partie entiére de x et on note [z] 'unique entier
k vérifiant k <z < k+ 1.

On note :

Q[X] l'ensemble des polyndémes en 'indéterminée X i coefficients rationnela,
R[X] l'ensemble des polyndmes en l'indéterminée X & coefficients réals et
pour tout entier naturel n, R, [X] le sous-ensemble de R[X] formé des poly-
nimes de degré inférieur ou égal 4 n,

Pour tous sous-ensembles E ot F de E, on note
P(E,F)={PeR[X]; P(E)C F},

& savoir, l'ensemble des éléments de R[X] dont la valeur en chaque élément
de E appartient 4 F.

Les parties A, B, C sont indépendantes, la partie D utilise des notiona et
résultats de la partie C uniquement, la partie E utilise des résultata antérieurs
qui seront en général précisés dans le cours de I"énoncé.



A - EXxEMPLES ELEMENTAIRES : P((Q,Q), P(R. Ry ), P(Q,Q4).

A - I. Caractérisation de P(Q, Q) 4 'mide des polyndmes de Lagrange.

Soit m un entier naturel. Pour tous les entiers 1 et j compris entre 0 et m,

on note &; ; le symbole de Kronecker défini par : §;; =0si i # jet §;; = 1.

Sotent g, §g,--- « Gme T4 1 réels distincts.

A -1. 1. Expliciter, pour j = 0,1,... ,m, le polyndme L; de B, [X] vérifiant :
Li(gi) = é;j pouri=0,1,... ,m.

A - 1. 2. Montrer que la famille {L;)p<j<m forme une base de 'espace vec-

toriel réel B, [X).

A -1 3. Pour tout polyndme P de R, [X], exprimer F dans la base

(Lj)ogicm en fonction des réels (Plg;))yejem:

A - L. 4. Comparer "ensemble P(Q, Q) avec 'ensemble Q[X].

A - II. Caracidrisation de Uensemble P(R, R4 ).

A =11, 1. Montrer la propriété suivante :
(*) Wia,be.d) € RY, 3z, y) e R? (a® + ) (c® + &%) = 2® +p*.
On exprimera ¢ et y en fonction de a, b, ¢, d. (Pour tous réels { et x, on pourra
interpréter ¥ 4 2! comme le carré du module d'un nembre complexe.)
A - 11 2. Soit A un anneau commutatil unitaire {on note 0 et 1 les &léments
neutres de 'addition et de la multiplication).
Montrer que la propriété (*) reste valable lorsqu'on remplace B par A.
On note :
S={z€eAdA|3zcAdycAd z=2"+p}
Meontrer que S contient 0 et 1 et est stable pour la multiplication.

A - 11 3. Soit P un élément non nul de P(R, R ).

A -1L 3. 1. On rappelle que P est le produit d*une constante par des facteurs
de la forme (X — a)™ et (X% 4 bX 4+ £)f o a,b, ¢ sont des réels, o ot @ des
entiera positifs ou nuls et X%+ bX 4 ¢ un polyndme irréductible dans R[X].
Montrer que P est de degré pair. Donner le signe de la constante et préciser
la parité des entiers .

A -1IL 3. ii. En déduire que P est la somme des carrés de deux polynfmes
de R[X].

A - 11. 3. 1. Donner une caractérisation de 'ensemble P(R, R.).

A - IIL. La caractérisation précédente n'est pas valable pour P, Q).

A - TIL 1. Montrer que P}, Q) est contenu dans P(R, R, ).

A -TIL 2. i. Donner dewux décompositions du polynéme 2X% £+ 4 en la somme
des carrée de deux polyndmes de R[X].
A= MO 2. §i. Solent a, b, e, d des réels tels que l'on ait :

2X% 4 4 = (aX + )% + (eX + d)*,
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Maontrer que la matrice

(3 1)

posséde une propriéié remarquable i préciser. En déduire que les réels
a, b, ¢, d ne peuvenl pas tous étre dana Q).

A - 111 2. iii. Le polyndme 2X? 4 4 peut-il &tre la somme des carrés de deux
Eléments de Q[X] T

B - ETupe pE P(Z,Z)

Pour tout entier naturel n, on note I'y le polyndéme défini par :
X(X =1)...{X —n+1)

n!

Fo{X) =1 et, pourn >0, TafX)=

B - I. 1. Montrer que, pour tout n, le polynéme Iy appartient i 'F'{E.I.-}.
(Pour k élément de Z, on distinguera selon que 0 <k < n, k> net k < 0.)

B - I. 2. Montrer que, pour tout entier naturel m, la famille (Iy)ocnem
forme une base de 'espace vectoriel réel B, [X].

Soit P un &ément de B [X]. On écrit :

P= E d.T'y avecdg,dy,....dn eR.
0<n<m
B - 1. Ecrire, & l'aide des valeurs (P{n))ocagm, un systéme linéaire dont la
famille (dy)ocn<m @8t solution. Caleuler le déterminant de ce systéme.

B - [II. Montrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes

(i) P € P(Z,Z),

ﬁi} 'i]'r dhl“ |dm € z‘1

(iii) P(0), P(1),...,P(m) € Z,

{iv) il existe m 4 1 entiers conséeutifs en lesquels les valeurs de P sont des
entiers.
B - IV. 1. Dans cette question, m = 5 et

P(X)= X*=15X4 + 85X - 2256X7 + 274X — 120.

Déterminer les entiers (dy)ocacs tels que P = 377 d.[',. Montrer que P
eat scindé sur Q.

B - V. 2. Pour m > 0 arbitraire, déterminer les zéros du polyndme

. P=% o a(=1)"Ca.
En déduire la décompaosition de P en produit de polynémes irréductibles sur
Q. Exprimer F i "alde du seul polynéme Iy,. .



C - ErunE DE P(E, &)

Dans toute cette partic, p désigne un nombre premier fizé,

C - 1. 1. Montrer que, pour tout rationnel non nul z, il existe un unigue
entier relatif & tel que x s%écrive sous la forme p*§ ot a et b sont dea entiers

non multiples de p.
Cet entier k est noté vp(z). On pose de plus vg(0) = +oco. On définit ainsi
une application v, de ) dans LU {+o00}. On adopte les conventions usuelles :
k + (+00) = (+2¢]) + k = +oo et k £ +oo pour tout k de ZU {4}
- L 2. Montrer que :

(i) L'application v, est surjective,

(if} Pour tous z, y de @, vp(zy) = vy(z] + va(y),

(iit) Pour tous z, y de Q, vy(z + y) = min{v,(x]), ve(y}}.

C-1. 3. Que vaut vg(1) 7 Que vaut vy(=1) 7 Pour tout (z,y) de @ = Q~,
exprimer vy | ¥ | en fonction de vy(z) et vply).

C -1 4. Vérifier que  Zgy = {z € Q| t(z) = 0} et que Ty, est un sous- -
anneau de . Caractériser les dléments inversibles de Zy, & aide de v,

C - L. 5. i. Montrer que, pour [k, n) dana N* x N*, le cardinal de I'ensemble
{(FENI1<5<n, uylj) =k} est égal & [3] - [3]-

C - [ 5. ii. Justifier la formule suivante due & Legendre :

VneN, win)=3" [f_.-] .

k>0
Nans la suite de cetle partie, £ désigne une parfie infinie de Z.
C - 1I. 1. Montrer que
C - I1. 2. Vérifier que
P[E,z'} = I"I,!ErP{E, z“:,}.

C = II1. On dit gu'une suile (1 )pen d¢léments distincts de E est p-ordonnée
dans E s elle vérifie :

n—1 n—1

Vo€ N* o, (]]{u“ _u,,]) = min v (H{:— u,,J) :
k=0 k=0

C - II1. 1. Dans cette question unlquement, on suppose que p= 3,

E = {1}u{3k | k € N} ot (u,)nen est une suite 3-ordonnée de E ol ug = 0.

Lualles sont les valeura possibles pour wy et uy 7

C - 111 2. Montrer que si E = I, la suite (n),ey est pordonnée.

C - III. 3. Montrer par récurrence que, pour tout a dans E, il existe au
moins une suite (i, )aey, pordonnée dans E et vérifiant wy = a. Y a-t-il en
général unicité d'une telle suite 7
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C - IV, Dans cette guestion, on considére une suide (g )nen p-ordonnée dans
E. On lul associe la suite de polyndmes (Fy)aen définie par :

n=1
RBp(X)=1 et,pourn>1, F(X)= ;E] i:li
C - IV. 1. i. Montrer que les polyndmes F, appartiennent & P(E, ;).

C - IV. 1. ii. Montrer que, pour tout entier naturel m, la famille {F; Jocnzm
est une base de I'espace vectoriel réel R, [X].

C - IV. 1. iif. Préciser les valeurs P (ug) pour n dans Net 0 < &k < n.

Mans la suite de cette parfie, m désigne un entier naturel of P un élfment
de B[ X]. Ecrivons :

P(X) = caPulX) aveceg,er,... cm € R.
=il

C - IV, 2. Montrer que les assertions suivantes sont dquivalentes :

(1) P € PLE L),

{ii] ﬂ:hc:lrl Y E z{p:h

(ii) P(ug), Plur), - , Pltm) € Ziy)-
C-IV. 3. On pose wi0) = 0 et, pour tout &ément # de N*, on note win)
I'entier v, [:H::;I:u.., - uk}) . Montrer que si F appartient 3 P(E, &), alors
les coefficients de g™ P appartiennent i Zyyy. Verifier que P(E, Z, ) est
un sous-annean de Q[X].

[ - CARACTERISATION DE P(NY\ pN, Zy,)

Dans toute cetie partie, p désigne un nombre premier.

On note pN 'ensemble des entiers naturels multiples de p et N pN 'ensemble
des entiers naturels non multiples de p. Pour tout entier naturel n, on pose :

] mn
sormasiefe] « e [c5a]
-1 1. A l"aide de la division euclidienne par p = 1, montrer que :

][] woemm

D- 1. 2. En déduire que :
(i} 4 n'est autre que la bijection crolssante de M sur N\ pi,

(i} pour tout entier naturel n, vy (wp(n)!) = wp(n).
(Pour cette derniére gquestion, on pourra utiliser en le justifiant le fait que,

pour 2 dans R, a et bdans N*, on a [£] = [Lﬂ] )




D - 1. 3. Veérifier que pour n entier naturel :

(1) wo(n) < 2n,
(i) si n < p— 1, alors wy(n) = 0.

[ - IL 1. Montrer que, pour (r, s) dans pN » M, o,(r - .(5)) = 0.
D - II. 2. Justifier, pour n > 0, les égalités :

u,, (Lﬂ;(ﬁiﬂj - %rt})) =u, (ﬁﬁ_l(w{n} - ]) = v (ippm)).

F=i}
D - II. 3. Justifier, pour 0 < 1 < 5, les égalités :

’ (E(ﬁm i “’{H)) o (Wﬁ_l(""":”’ - )) = (o mmm)

r=0

D - 11. 4. En déduire que la suite (py(n))aen est une suite pordonnée dans
N\ pi.

D - III. Sadit P un #ément de E..[X].

D - IIL 1. Montrer que P appartient 4 P(N ', pN, Zz)) sl et seulement. si
Plpy(k))appartient & Z;,y pour k=0,1,... ,m.

D - HI. 2. Montrer que si P appartient & PN\ pN, Z;,y) alors les coefficients
de p+(™) P sont dans Zyy.

E - UN ALGORITHME POUR DETERMINER LES ELEMENTS DE PP, E)

E - I. Montrer successivement que @
q
(i) RIS pp gy

{il} ;x—lHI:ﬂ!;x--ﬂ-! & .p[P.z}’

(iii) P(Z, Z) # P(P, Z).

E - 11. Dans cette question p désigne un nombre premier fizé.

On utilise le théaréme de Dirichlet suivant {que I'on ne cherchera pas i
démontrer) :

5i @ et b sont deux entiers naturels premiers entre eux, alors il existe an
moing un entier naturel & tel que a + 8 =oit un nombre premier,

E-1IL. 1. Seit @ un éément de P(P, Zis)-

Soit @ un entier naturel tel que les coefficients de P appartiennent & Zp,.
E-1I. 1. i. Soit a un entier naturel. Montrer que, pour tout entier relatif k,
Qa + kp”) — Q(a) appartient & Zy,.

E-IL 1. ii. Soit a un élément de N\, pN. Montrer qu'il existe un entier
naturel k tel que Q{a + kp”) appartienne & .

E - II. 1. iii. En déduire que ¢ appartient & PN, PN Z).
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E - II. 2. Pour tout nombre premier [, on pose B = {1} U (N IN).
E - II. 2. i. Montrer I'inclusion F C E,.
E - IL. 2. ii. En déduire que ;
PP, Zyy)) = P(Ep, Iyy)-
E - 11 2. iii. A "aide de C - 1. 2, montrer que :
PP, Z) = MigpP(Ep Zypy).

Pour la fin du probléme on considére wn entier nafurel m.

E - III. Montrer que si Q est un &ément de P[P, Z) de degré < m alors
XI™Q(X) appartient & P(Z, ).
{On pourra utiliser E-IL 1. iii ; D-ML 2;D-L 3. 1;C-1. 1et B-IIL)

E- IV. On suppose dans cette question que 'élément Q de R, [X] vérifie :
VkeN (u <k<Imtl) = (K QUK e 3}),

E-IV. 1. A l'aide de I - [IL. 1, montrer que :
VpeEP Q& PN\ pN Zy).
E-1IV. 2 Alaide de D- IIl. 2 et D - L. 3. §i, montrer que :

Vpe l‘({p}m+l] = Q{p}ezm)-

E - V. Caractérisation de P(P, E).
Soit §) un &lément de R,,[X]. Montrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(2) Q appartient & P(P, Z),
(b) Pour tout nombre premier p < m+ 1, @(p) appartient & &,
el, pour tout entier naturel k < 2m + 1, E*™Q(k) appartient & Z,

E - V1. Appliquer la caractérisation précédente pour prouver :
guel que soit le nombre premier p, on a la congruence suivante

(p4+1p-Ulp—-20p-3){p-5)p—-THp—193) =0 (mod 2903 040).



