Notations et objets du probléme

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels, par R le corps des nombres réels et par Rt l’ensemble des
réels positifs ou nuls.

Pour tout entier naturel n et tout entier k compris entre 0 et n, on note C’ff le coefficient binomial défini
par :

avec la convention 0! = 1.
Si A, B sont deuz ensembles, avec B inclus dans A, on note A\B [’ensemble :

A\B={zcAl|lxz¢B}.

On rappelle que si E est un espace vectoriel réel, une famille B = (e;);cr de vecteurs non nuls de E est une
base si pur tout vecteur x dans E il existe une unique famille de scalaires (l’j)j ot L est une partie finie de
K, telle que x = ijej.

jEL

Sauf indication contraire, on désigne par a et b des réels tels que a < b et par I lintervalle fermé borné |a, b].

On note C(I) l’espace vectoriel réel des fonctions définies sur I a valeurs réelles et continues.

On note F l’espace vectoriel réel des fonctions définies sur R a valeurs réelles périodiques de période 27 et
continues.

Pour éviter les répétitions dans les définitions qui suivent, on désigne par H 'espace C(I) ou F et par J
Uintervalle I dans le cas ot H est Uespace C(I) ou l'intervalle R dans le cas ou 'H est l’espace F.

Pour toute fonction f appartenant a H, on désigne par |f| la fonction définie par :

lfl:J — R
z = |f(z)]

L’espace H est muni de la norme de la convergence uniforme définie par :

VieH, |flle=supl|f(z)]
zeJ

eL’

On munit U'espace H de la relation d’ordre partiel notée < et définie par :
V(f,9) eHxH, (f<g)e= zel [flr)<g).

On dit qu’une fonction f appartenant a H est positive et on note 0 < f, si 0 < f(t) pour tout t dans J.

On désigne par L(H) espace vectoriel des endomorphismes de H. Un élément de L(H) est aussi appelé un
opérateur linéaire sur H.

On dit qu’un opérateur linéaire u sur H est positif s’il transforme toute fonction positive appartenant o H
en une fonction positive.

On note Rlz| Uespace vectoriel sur R des fonctions polynomiales d’une variable a coefficient réels. Cet espace
est muni de la base {ey | k € N} définie par :

VkeN, VzeR, ey(x)=2a"

On note P le sous-espace vectoriel de F formé des polynémes trigonométriques a coefficients réels, c’est a
dire des fonctions de R dans R de la forme :

n
T ag+ Z(ak cos(kx) + by sin(kz))
k=1
ou n est un entier naturel, le coefficient ag et les coefficients ay, by, pour tout entier k compris entre 1 et n sont
réels. Cet espace est muni de la base {cy | k € N} U{sy | k € N\{0}} définie par :

Vk € N, ck(x) = cos(kx),

Vr € R, { vk € N\{0}, sp(z) = sin(kz).



On remarquera que ¢y = eq.
Pour toute fonction f appartenant a F, on désigne par (ar(f))gso €t (bk(f))g>1 les coefficients de Fourier
de f définis par :

VEeN ai(f) = % i f(t) cos(kt) dt

Wk e N\{0}  bi(f) = % " () sin(kt) di
On note :
so(r) = ey )

et pour tout entier n strictement positif, on désigne par S,(f) le polynome trigonométrique défini par :
ao(f) -
0
Su(f) = — ot > (ar(f)en + br(f)se) (2)
k=1

La partie I est consacrée aux opérateurs linéaires positifs. Cette partie est utilisée par les parties 11 et T11.
La partie I1 est consacrée au théoréme suivant sur l’approzimation uniforme des fonctions continues sur un
intervalle fermé borné et a valeurs réelles :

Théoréme 1 (Korovkin) Si (u,),cy est une suite d’endomorphismes positifs de C(I), ou I est un intervalle
fermé borné de R, telle que pour toute fonction f appartenant a {eg,e1,ea} la suite (un(f)),cn converge
uniformément vers f sur I, alors pour toute fonction f appartenant a C(I) la suite de fonction (un(f)),cy
converge uniformément vers f sur I.

La partie 111 indépendante de la partie I1 est consacrée au théoréme suivant sur l’approximation uniforme
des fonctions périodiques, continues sur R et a valeurs réelles :

Théoreme 2 (Korovkin) Si (uy),cy est une suite d’endomorphismes positifs de F telle que pour toute
fonction f appartenant a {co, c1,s1} la suite (un(f)),cn converge uniformément vers f sur R, alors pour toute
fonction f appartenant a F la suite de fonction (un(f)),cn converge uniformément vers f sur R.

I Opérateurs linéaires positifs. Propriétés et exemples

1.1 Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Montrer que :
VieH Ju(f)l <u(lf])
1.2 Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Montrer que u est ’endomorphisme nul si et seulement si
u(eg) = 0.
1.3 Montrer que tout opérateur linéaire positif sur H est continu.

1.4 Soit u un opérateur linéaire positif sur H. Justifier ’existence de :
[u(f)]
ull o = sup 2
rernvgoy Il

et exprimer cette quantité en fonction de u et de eq.

1.5 Pour cette question, on se place dans H = C(I) avec I = [a,b].

Soit n un entier strictement positif. Etant donnés n + 1 points (7, 1)<, deux a deux distincts de I et

n + 1 fonctions (Unk)ycp<, de C(I), montrer que I'opérateur linéaire u,, défini sur C(I) par :

VI eC() un(f)= Z [ (@nk) unk
k=0

est positif si et seulement si toutes les fonctions uy, , pour k compris entre 0 et n, sont positives.



1.6 Pour cette question, on se place dans H = C(I) avec I = [0,1] et on se donne un entier n strictement
positif.
On note @, la fonction définie sur R? par :

2 Y n
V(.ZU,y) eR Spn(xay) — (ZC@" —|—1—.ZU>
Pour tout entier k compris entre 0 et n, on désigne par By, i la fonction polynomiale définie par :
Vol By =Chab(—a) 3)

et By, est Uopérateur linéaire positif défini par :

viecn) Buf) =Y f (S) B (1)
k=0

I.6.1 Pour tout réel y, on désigne par f, la fonction définie sur R par :
VeeR fy(z) =e™

Montrer que :
Veel B, (fy) (IL‘) = Qpn($7y)

1.6.2 Montrer que pour tout entier naturel j, on a :

B (¢)) (z) =

5o (.0

1.6.3 Exprimer B, (e;) dans la base {ej | kK € N} pour j =0,1,2.

1.7 Pour cette question, on se place dans H = F et on désigne par K un polynéme trigonométrique. On
associe a ce polynome lopérateur linéaire w défini sur F par :

VieF Ve eR wu(f)(z) = Wf(x—t)K(t)dt

—T

1.7.1 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F, on a :
s
Ve e R wu(f)(z) = FOK(x—t)dt
—T

1.7.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F, u(f) est un polynéme trigonométrique.

1.7.3 Montrer que 'opérateur linéaire u est positif si et seulement si la fonction K est a valeurs positives
ou nulles.

1.8 Pour cette question, on se place dans H = F, on se donne un entier naturel n strictement positif et on
considére l'opérateur linéaire T, défini par :

n—1
ViEeF Tu(f)= > Si(f) (5)
k=0

ot Sy désigne l'opérateur linéaire défini sur F par (1) et pour tout entier naturel k non nul, Sy désigne
Vopérateur linéaire défini sur F par (2).

I.8.1 Montrer que, pour tout entier naturel p strictement positif, la fonction 6, définie sur R\Zx par :

. sin(pz)
sin(x)

se prolonge en une fonction continue et périodique de période 27 sur R. On note encore 6, ce
prolongement.



1.8.2 Montrer que pour tout réel x, on a :

sm<)<+z)wm>:—$<%;%> (6)

1.8.3 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F, on a :
) at
1.8.4 Montrer que pour tout réel x, on a :

s1n< )Zsm(2k+1 )-sm (%) (7)

1.8.5 Montrer que pour toute fonction f appartenant a F, on a :

Ve eR Sy /f 92n+1<

VieR Tu(f)@) = [ fOKn(o—t)dt

ou K, est un polynoéme trigonométrique.
1.8.6 Montrer que 'opérateur linéaire T}, est positif.

I.8.7 Calculer S, (¢;), Ty, (¢j) pour tout entier naturel j et Sy (s;), Ty, (sj) pour tout entier naturel j non
nul.

IT Théoréme de Korovkin sur C(I)
Pour cette partie on se place dans H = C(I) avec I = [a,b].

I1.1 Soit f un élément de C(I). Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver un réel n
strictement positif tel que :

V(t,x) € I |f(t) — f2)| < e +2 (t—x)? (8)

[ 1l oo
772

I1.2 Pour toute fonction g appartenant a C(I), pour tout entier naturel k et pour tout réel x fizé dans I, on
désigne par g — g(x)ey la fonction de I dans R définie par :

t— g(t) — g(a)t"

Soit f appartenant a C(I). Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver un réel n
strictement positif tel que :

HN

Ve el |f— f(x)eo| < eeq+ 2752 (eq — 2z + x2ep) 9)

I1.3 Soient u un opérateur linéaire positif sur C(I). Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut
trouver un réel 7 strictement positif tel que :

Veel |u(f— f(x)ey)| <euleg)+2 (u(e2) —2zu(e1) + z2u (e0)) (10)

[ oo
772

I1.4 Soit (uy),cy une suite d’endomorphismes positifs de C(I) telle que pour toute fonction f appartenant a
{eo, e1, €2} la suite (un(f)), ey converge uniformément vers f sur 1.



I1.4.1 Montrer que la suite de fonctions (gn),,cy définie par :
Vn e N g, =uy(e2) — 2e1up(e1) + eaun(eg)

converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

I1.4.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a C([), la suite de fonctions (h,),, .y définie par :
VneN Ve el hy(z)= (un(f— f(x)eo))(z)

converge uniformément vers la fonction nulle sur I (on peut utiliser 'inégalité (10)).

I1.4.3 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a C(I), la suite (un(f)), ey converge uniformément
vers f sur [.

IL.5 Pour cette question, on prend [a,b] = [0, 1] et on considere la suite d’opérateurs linéaires (By,),,», définie
par (4).
Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I), la suite (Bn)n>1 converge uniformément vers f
sur [0, 1].

I1.6 Pour cette question I = [a,b] est a nouveau un intervalle quelconque.

Montrer que le sous-espace vectoriel R[x] des fonctions polynémiales a coefficients réels est dense dans
I'espace vectoriel C(I) muni de la norme de la convergence uniforme.

I1.7 Pour cette question, on prend I = [0, b] avec b réel strictement positif. Si f est une fonction continue sur
I, on la prolonge en une fonction continue sur R™ en posant f(z) = f(b) pour x supérieur ou égal a b.

I1.7.1 Montrer que pour toute fonction f appartenant & C(I) et pour tout entier naturel n strictement
positif on peut définir une fonction u,(f) appartenant a C(I) en posant :

7na:+oo k nk k
Veel wup(f)(z)=ce Zf<ﬁ> o
k=0 ’

I1.7.2 Montrer que pour toute fonction f appartenant a C(I) la suite de fonctions (un(f)),>; converge
uniformément vers f sur I.

I1.8 Pour cette question I = [a,b] est a nouveau un intervalle quelconque.
Soient 6y, 01, 0 trois fonctions appartenant a C(I) pour lesquelles on peut trouver des coefficients réels
agp, a1, ag non tous nuls tels que la fonction 6 = agfy + a101 + a26s admette au moins trois racines réelles
deux a deux distinctes, zg, x1, 5 dans I.

I1.8.1 Montrer qu’on peut trouver trois réels \g, A1, A9 non tous nuls tels que :

IAe] <1 (kE=0,1,2),
au moins deux des A sont positifs ou nuls,
)\090(1‘0) + )\191($1) + )\2(92(2132) =0 (k =0,1, 2).

En modifiant si nécessaire la numérotation des racines de la fonction 0, on peut supposer que :
—1<)\0<)\1§)\2<1 A =0

Pour tout entier n strictement positif, on désigne par 6, la restriction a l'intervalle I de la fonction
affine par morceaux définie sur R par :

1 1
x & [mo—ﬁ,mong] = Op(x) =0,

5n(x0) = ]-7
1 1
On affine sur |xg— —, x| et sur |zg,xo+ —|.
n n
On associe a oy, lopérateur linéaire u,, défini sur C(I) par :

VfeC) un(f)=(eo—0n)f + ((1+ o) f(z0) + M f(21) + Ao f(22))0n



I1.8.2 Montrer que, pour tout entier n strictement positif, 'opérateur linéaire u,, est positif.

I1.8.3 Montrer que, pour tout entier & compris entre 0 et 2, la suite de fonctions (un(Hk))n>1 converge
uniformément vers 6y sur [a, b].

I1.8.4 Montrer qu'on peut trouver une fonction f appartenant a C(I) telle que la suite (uy,( f))n21 ne
converge pas uniformément vers f sur I.

IIT Théoréme de Korovkin sur F

Pour cette partie on se place dans H = F.

ITI.1 Montrer que toute fonction f appartenant a F est uniformément continue sur R.
Pour tout x fixé dans R, on désigne par 1, la fonction définie par :

VtEeR  1,(t) = sin? (t ; “’)

IT1.2 Soient f appartenant a JF. Montrer que pour tout réel € strictement positif, on peut trouver un réel n
dans 'intervalle 0, 7| tel que 'on ait :

2 1) — fo) < ot 2l
V(t,x) e RT[f(t) — f( )|<6+2wo(n)%(t) (11)

Pour f appartenant a F et x fizé dans R, f — f(x)co désigne la fonction définie sur R par :
t— ft) = fz)

IT1.3 Soit f une fonction appartenant a F. Montrer que pour tout réel e strictement positif, on peut trouver
un réel n dans 'intervalle |0, 7[ tel que l'on ait :

Ve eR |f — f(z)co| < eco+ Qm(co — cos(z)cy — sin(x)sy) (12)

Yo(n)

IT1.4 Soit u un opérateur linéaire positif sur F et f une fonction appartenant a F. Montrer que pour tout réel
e strictement positif, on peut trouver un réel n dans 'intervalle |0, 7| tel que l'on ait :

[ f1l oo
Yo(n)

ITL5 Soit (un),cy une suite d’endomorphismes positifs de F telle que pour toute fonction f appartenant a
{co,c1, 81}, la suite (un(f)),cn converge uniformément vers f sur R.

Ve e R |u(f — f(x)eo|) < eulep) + 2 (u(co) — cos(z)u(cy) — sin(z)u(sy)) (13)

ITI.5.1 Montrer que la suite de fonctions (gy),,cy définie par :
VneN g, = un(c()) - Clun(cl) - Slun(sl)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R.

ITI.5.2 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite de fonctions (h,), ¢y définie par :
VneN Ve eR hy(z) = (un(f — f(x)co))(x)

converge uniformément vers la fonction nulle sur R (on peut utiliser (13)).

IT1.5.3 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (u,(f)),cy converge uniformément
vers f sur R.

IT1.6 Montrer que, pour toute fonction f appartenant a F, la suite (75, ( f))n>1 définie par (5) converge uni-
formément vers f sur R.





