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repére 3 reporter sur la copie

concours externe
de recrutement de professeurs certifiés
et concours d'accés a des listes d'aptitude (CAFEP)

deuxieme composition de mathématiques

Calculatrice électronique de poche -y compris programmable, alphanumérique ou & écran
graphique - & fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.

Tout document et tout autre matériel électronique sont interdits.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans I’appréciation des copies. Les résultats indiqués dans 1’énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

Les candidats doivent reporter sur leur copie, devant leurs réponses, la numérotation compléte des
questions de 1’ énoncé.

Si, au cours de Iépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale dans
sa copie et poursuit sa composition en indiquant les initiatives qu’il est amené a prendre de ce fait.
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RAPPELS ET NOTATIONS

o M;3(R) est la R-algébre des matrices & coefficients réels et & trois lignes et trois colonnes. Si A cst
une matrice de M3(R), on note Az, ]] le coefficient de A dont lindice de ligne est égal a 7 et I'indice
de colonne est égal a j.

» M3(Z) est le sous-anneau de M3(R) des matrices dont les coefficients sont entiers.

1. Dans tout le probléme, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est noté (u,v). La norme euclidienne d’un vecteur vest
notée ||vl|. La distance associée & cette norme est notée d. Si u et v sont deux vecteurs de E, on a donc
d(u,v) = [lu —v|.

E est rapporté A une base B orthonormée directe.

On note S? la sphére unité de E :

={veE] |vf=1} )

On note Idg Papplication identiqﬁe de E.
O(E) est le groupe des automorphismes orthogonaux de E.

Si f et g sont deux éléments de O(E), on note f g au lieu de f o g 'automorphisme compos¢ de g
ct de f.

On rappelle que:
e Le déterminant d’un automorphisme orthogonal est égal 4 1 ou & —1.

o Les rotations vectorielles (ou plus simplement les rotations) sont les éléments de O(E) dont le
déterminant est égal 4 1. Leur ensemble noté SO(E) est un sous-groupe de O(E) .

e D étant une droite vectorielle de E, on appelle demi-tour d’axe D la symetrlc oxthogonale par
rapport & D; il s’agit d’une rotation vectorielle.

o SO(3) est le groupe des matrices orthogonales de M3(R) dont le déterminant est ¢gal & 1. Rappe-
lons que I’application qui 4 toute rotation de E associe la matrice qui la représentc dans B est un
isomorphisme de SO(E) sur SO(3).

2. Ensembles dénombrables
On rappelle que:

e Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

e L'image d’un ensemble dénombrable par une application est encore un ensemble dénombrable.

e Tout sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

3. Partitions

Soit A un ensemble non vide. On rappelle que la famille (A;),.; de sous-ensembles dc A constitue
une partition de A si:
(i) Aucun des sous-ensembles A; n’est vide.

(%) UiGI A=A
(iii) (i, 5) € I%, i # j = AN A; = 0.

4. Groupes, sous-groupe engendré par une partie

o Etant donné un groupe (G,.) dont la loi est notée multiplicativement, g étant un élément dc G,
'application de G dans G : h — g h est bijective. Si Hest un sous-ensemble de G, on note

gH={gh|he€H} |

e Etant donné un groupe (G,.) dont la loi est notée multiplicativement et S un sous-enscmblc
de G, on appelle sous-groupe engendré par S le plus petit sous-groupe de G contenant S; c’cst
lintersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent S.



5. Déplacements

On note Dep (E) P’ensemble des déplacements de E lorsque ce dernier est muni de sa sructurc
canonique d’espace affine euclidien sur lui méme. On rappelle que (Dep (E), o) est un groupe.

PRELIMINAIRES

Soit £ un ensemble quelconque non vide. A et B étant deux sous-ensembles de ©, on note A\ B
'intersection de A et du complémentaire de B; en d’autres termes:

A\B ={zeX|ze€Aetz ¢ B}

S () désigne le groupe des bijections de §2 sur lui-méme.
Soit f appartenant & & (f2); si A est un sous-ensemble de €2, on note f(A)le sous-ensemble de §
dont les éléments sont les images des éléments de A :

flA)={ye|Ize 4, f(z) =y}

On rappelle que:
(i) f (A) =0 si et seulement si A = 0.

(ii) Si A et B sont deur sous-ensembles de X, on a:
ACB& f(A)C f(B).

(i) Si (Ai);c; est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par 'ensemble I, on a:

f (Uiel Ai) - Uieff(A’)

(iv) Si (Ai),c; est une famille quelconque de sous-ensembles de X indexée par lensemble I, on a:

f (ﬂiel Ai) - miezf(A‘)

(v) Si A et B sont deux sous-ensembles de X, on a:

f(A\B)=f(4)\ {(B)
1. Démontrer les propriétés (i) et (v).

2. Prouver ensuite que (A;),; est une partition de § si et seulement si (f(A;)),c; est une partition
de Q

PARTIE I: QUELQUES PROPRIETES DES ROTATIONS DE L ESPACE E

1. Soient p, et p, deux rotations vectorielles de E.

a) On suppose que p; et p, ont le méme axe.

Prouver que p, p; = p; 0o

b) On suppose que p; et p, sont deux demi-tours d’axes respectifs D; et D, orthogonaux. Prouver
que py p; = Py P, €t déterminer cette rotation.

2. Réciproque:

Soit p une rotation vectorielle distincte de Idg, d’axe D = Rw ot ||w|| = 1. -

a) Soit A une droite vectorielle distincte de D et telle que p(A) = A. Prouver que D et A sont
orthogonales et que p est un demi-tour. ‘

b) Soit p, et p, deux rotations vectorielles distinctes de Idg dont les axes respectifs Dy et D sont
distincts. Montrer que si p, p; = p; p,, alors Dy est une droite invariante par p,. En déduirc que p, ot
po sont deux demi-tours dont les axes sont orthogonaux.

c) Conclure en donnant une condition nécessaire et suffisante pour que deux éléments p,, p, de
SO(E) commutent (c’est-a-dire p; p; = py ps)-
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Soient p, et p, deux rotations vectorielles de E et G le sous-groupe de SO(E) engendré par p, et
Pa2-

3. On suppose que p; et p, sont les rotations d’angles respectifs oy, a2 autour de la droite D dirigéc
ct orientée par le vecteur unitaire w.
2

a) On note H = {p7* pj
H=G.
b) On suppose de plus que 1’égalité

(n1,m2) € Z?}. Montrer que H est un sous-groupe de SO (E) et quc

Ty +yos+z2zr=0

ol T, v, z sont des entiers relatifs n’est possible que si z = y = 2 = 0. Démontrer que pour tout r € G,
il existe un unique couple (ny,ny) € Z2 tel que r = p}* p5?.

4. On suppose que p; et p, sont deux demi-tours dont les axes sont orthogonaux . Démontrer que
G contient exactement quatre éléments que ’on explicitera. On donnera la table du groupe de G.

5. On suppose que p; et p, ne commutent pas. On note H le sous-ensemble de SO (E) formé des
¢léments de la forme s3's3% -+ s2», ot n € N*, (81,82,...,8n) € {p1,02}", (a1,02,...,a,) € Z™
a) Démontrer que H est un sous-groupe de SO (E) et que H = G.

b) Soit g € G — {Idg}. Démontrer qu'il existe un entier n € N*, une famille (sy, s2,...,3,) appar-

tenant & {p,,p,}", une famille (a;,as,...,a,) appartenant & Z*" tels que:
g=s9's552--8% et Vie[l,n], s # sip1 (1)

Cette décomposition n’est en général pas unique (si p; est un demi-tour, alors p; = p3). Dans la
partie suivante on construit un exemple ot cette fois la décomposition sera unique.

PARTIE 11: ETUDE D’UN SOUS-GROUPE DE SC(3)
On pose dans ce qui suit a = arccos (2).

I3, R et T sont les matrices de SO(3) définies par:

1 00 cosa —sina 0 1 0 0
I3=]10 1 0],R=]sina cosa 0|, T=]0 cosa —sina
0 01 0 0 1 0 sina cosoa

p et T sont les rotations de E de matrices respectives R, T dans la base B.

G est le sous-groupe de SO(3) engendré par {R,T}. G est le sous-groupe de SO(E) engendré par
{p,7}. Il est manifestement isomorphe & G.

On rappelle que la relation p = q mod 5 ot p et q sont des entiers relatifs, signifie que 5 divise ¢ —p.

1. Pour tout cntier relatif n, on pose
an = 5™ cos(na) et b, = 5" sin(na)
a) Factoriser cos(n + 1) + cos(n — 1)a. En déduire que pour tout entier n supéricur ou égal & 1:
an4+1 = 60, —25a,_1
b) Prouver que pour tout entier n supérieur ou égal a zéro :
bp+1 = 3b, +4a,

¢) Prouver que pour tout entier relatif n, a, et b, sont des entiers relatifs.
d) Montrer que si n est différent de zéro, alors a, = 3 mod5.
€) Montrer que si n est un entier strictement positif, alors b, = 4 mod5.

Montrer que si n est un entier strictement négatif, alors b, = 1 mod 5.




2. On note = la relation définie sur M3 (Z) par M = M’ si et seulement si pour tout couple (i, ;)
de [1,3]%, on a:
M i, j] = M'[i,j)mod 5

On vérifie aisément qu’il s’agit la d'une relation d’équivalence sur M3 (Z). On ne demande pas de
démontrer ce résultat.

a) Démontrer que cette relation est compatible avec le produit matriciel, c’est-a-dire si A B.C,D
sont des éléments de M3 (Z) tels que A= B et C = D, alors AC = BD.
b) Démontrer que pour tout entier k, 5/*| R et 5!¥IT* appartiennent & M (Z) et que

3 & O 0 0 0
VkeZ,5WRF=| —e, 3 0| et 5FT* =] 0 3 ¢
0 0 0 0 —ex 3

oler=1sik>0ete,=-1sik<0
Existe-t-il un entier relatif k¥ différent de 0, tel que R* = I3 ou T* = I3?

c) Démontrer que

0 0 0
¥Y(m,n) € Z2*2, 5mHRlTmRr = | 2¢, 4 0
En€m 26m 0

d) Soient (a1,as,...,an), (b1,b2,...,b,) appartenant & Z*" et B appartenant & Z*. On posc g =

59T* R ...T*»Rb» = { ]

“ -

n

3” (lai] + |b;]). Démontrer que

i=1

o 8 O
[SU )
OO

ol a, b, c,d sont des entiers relatifs qui ne sont pas congrus a4 0 modulo 5.
e) En déduire que '
TR ... TR £ I3 (2)
TR ...T*RTP 4 I, (3)
3. Soit (a1,a2,...,as), (b1,b2,...,b,) appartenant 4 Z* ™ et 3 appartenant & Z*. Déduire des égalités
précédentes que

RMT™ ... RoTP £ [ (4)

ROTY ... RenToRA £ [, (5)

4. Conclure que pour tout g appartenant & G \ {Idg}, il existe de fagcon unique un entier n strictement
positif, une famille (s1,52....,,) de {p,7}" et une famille (a;, as,...,a,) de Z*" tels que:

g=s7's5%- 5o et Vie[l,n—1], s; # siq1

On appelle terme de téte de g l’élément s, lorsque a; > 0 et s7 ! lorsque a; < 0. Ce terme de téte
sera noté t(g).

5. Démontrer que G est un ensemble dénombrable.

6. Pour tout élément o de {p,p,7,77'}, on note L (0) 'ensemble des ¢léments g de G\ {Idg}
pour lesquels t(g) = 0.
a) Vérifier que
G={ldg}UL(p)UL(p~YUL(r)UL(r™})
ct que l'obtient ainsi une partition de G.
b) Veérifier que:
L(p) = {p} UpL(p) UpL(T) UpL (r™*)

ct que 'obtient ainsi une partition de L(p).
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De la méme maniére on a

L™y ={pYup L(p~ Y up tL(r)Up'L (=

L(r) ={r}urL(r)UTL(p) UTL (p™ ")

Lr Yy ={r"YurlL(rHYurLp)ur-lL (1)
On ne demande pas de démontrer ces trois égalités.

c) En déduire que
G=L(p)UpL(p~') =L(r)UrL (==

et que, dans les deux cas, on obtient ainsi une partition de G.

PARTIE 111: ETUDE DE SOUS-ENSEMBLES DE S2

Les données et les notations de cette partie sont celles de la Partie II. G est le sous-groupe de SO (E)
engendré par {p,T}.

On considére 1’ensemble
F={ves? | dge€ G\ {Idg}, g(v) = v}
et son complémentaire dans S, soit X = S2\ F.

1. Démontrer que I’ensemble F'est un sous-ensemble dénombrable de S?. En déduire que X n’est
pas vide.

2. Vérifier que pour tout g € G et pour tout v € X, g(v) € X.

3. Démontrer que si g et h sont deux éléments de G tels qu'il ekiste v appartenant & X vérifiant
g(v) = h(v), alors g = h. ¥

4. a) Démontrer que pour tout g appartenant & G, la restriction de g & X induit une bijection de
X sur lui-méme que 'on notera gx.
b) Démontrer que 1'application

G - 6(X) J
g — 9x
est un homomorphisme injectif de groupes. Cela permet d’identifier G & un sous-groupe de & (X).

5. On consideére la relation ~g définie sur X par
a~gbeIgeG,a=gb)

Prouver qu’il s’agit d’nne relation d’équivalence.

On sait que les classes d’équivalence de ~g forment une partition de X. On admet alors en utili-
sant l'aziome du choiz l'existence d’un sous-ensemble M de X dont Uintersection avec chaque classe
d’équivalence contient un et un seul point.

6. Prouver que la famille (9(M)) ¢ constitue une partition de X.
7. On pose

Xo=M, X;= |J gM), X2= |J oM), Xa= |J o), Xo= |J oM)
g€ L(p) 9€L(T) 9€L(p—1) geL(r-1) -

a) Prouver que (Xg, X1, X3, X35 X4) constitue une partition de X.
b) Prouver que

i

X1Up(X3) et XaNp(X3)=0 (6)

X
X XouUr (X4) et X, nT(X4) =0 (7)

B 11RO A o (B W T



8. On note A = {(u,v) € F x F | u # v}.
a) Vérifier que A est un ensemble dénombrable.

b) Si (u,v) € A, on considere ', , = {w € 8?| jjw — u|| = ||jw — v||}. Quelle est la nature géométriquc
de cet ensemble?

c) Soit ' = |J T4u.. Démontrer que I' UF est symétrique par rapport & l'origine et que TU F
(u,v)EA :
est strictement inclus dans S2. :
Indication: on pourra considérer I'intersection de I'U F avec un cercle tracé sur S? qui ne soit pas
centré a l'origine. -

d) Démontrer qu’il existe un élément r de SO(E) dont I’axe ne rencontre pas T'U F et tel que
Vp e Z*, r? £ Idg

e) Soit (u,v) appartenant & F' x F. Montrer que pour tout entier k strictement positif, r*(u) est
différent de v. On distinguera les cas: u = v et u # v.
En déduire que si m et n sont deux entiers naturels distincts, alors

r"(F)yNr™(F) =0

f) On pose
Y=|Jr(F) et Z=8*\Y
neN

g) Démontrer que
rV)NZ=0et S2\ F=r(Y)UZ

PARTIE 1V : EQUIDECG.\IPOSABILITE

Soient A et B deux parties non vides de E. On dit que A est équidécomposable & B s’il existe une
partition finie (A;);c; de A, une partition finie (B;),c; de B et une famille finie (g;),¢; , de déplacements
de E telles que

Vi€ I, B; = gi(A;)

(les trois familles sont indexées par un méme ensemble fini I). On écrira alors A ~ B.
1. Les notations étant celles de la question III. 8, vérifier que S? est équidécomposable a S2\ F

2. Soient Ay, Ag, By, B, des sous-ensembles non vides de E tels que:
A10A22310B2=0, Al "’Bl, A2~B2

a) Vérifier que A; U A ~ By U Bs.
b) Généraliser.

3. Démontrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur I’ensemble des partics non vides
de E.

Pour démontrer la transitivité, on observera que si (4;);c; et (A;)j6 ; sont deux partitions de A4, ct
que si 'on pose
K={(Gj4)elxJ|AnA+0}

alors la famille (4; N A;) () est encore une partition de A.

€K

4. On suppose que A ~ B. Démontrer qu’il existe une bijection % de A sur B telle que pour tout
sous-ensemble non vide C de A, on ait:

C~9(C)
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Soient A et B deuz sous-ensembles non vides de E. On posera A < B lorsqu’il existe un sous-
ensemble non vide B de B tel que A~ B . En particulier, si A~ B, alors A< B.

La relation < est une relation réflexive et transitive sur l’ensemble des parties non vides de E. Les
preuves sont analogues & celles des questions précédentes. On observera par ailleurs que si A et B sont
des sous-ensembles non vides de X tels que A C B, il est évident que A < B.

On admettra dans la suite du probléme le théoréme de Banach-Schrider-Bernstein, qui s’énonce de
la maniére suivante:
Si A et B sont deux sous-ensembles non vides de E tels que A < Bet B< A,alors A~ B.

PARTIE V: ENSEMBLES PARADOXAUX

Les définitions et les notations sont les mémes que dans la partie précédente.

 Un sous-ensemble A de E est paradoxal s'il existe deux sous-ensembles non vides B, C de A tels que
B~A C~Aet BNC=90 (3)

1. Les notations étant celles de la partie IIL, vérifier que X est paradoxal.

2. Soient A et B deux sous-ensembles non vides de E telles que A ~ B. Démontrer que si A cst
paradoxal, alors il en est de méme de B.
On pourra utiliser le résultat de la question 4 de la partle Iv.

3. Soit A un sous-ensemble paradoxal de E, B, C deux sous-ensembles de A non vides vérifiant les
relations (8).

a) En utilisant le théoréme de Banach-Schréder-Bernstein, démontrer que (A \ C) ~ A.

b) En déduire qu'il existe une partition (A3, A2) de A telle que:

‘A1~A et A2~A

4. Démontrer que S? est paradoxal.
5. En déduire que si £; et I; sont deux sphéres disjointes de rayon 1, alors

S2~ T UL,

~ D‘aprés documents fournis.
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