ENONCE DE LA PrReMIERE COMPOS I TION

DU CAPES EXTERNE 1993

NOTATIONS ET OBJECTIFS DU PROBLEME

On désigne par E 'espace vectoriel constitué des fonctions ¢ réclles, continues et bornées sur [0, + «], ct

g e e M 2\ .
telles que, pour tout réel strictement positif x, 'intégrale J —2-%_(—%—2 d¢ soit convergente.
o X :

On convient de désigner, en abrégé, par C* I'espace vectoriel des fonctions réelles indéfiniment
dérivables sur |0, + oof. : ‘ :

L'objet du probleme cst 'étude de application linéaire S qui, a tout élément ¢ de E, fait correspondre la
e (s
: .__ﬂ)_(_z__ d['

fonction S¢ définie sur J0, + [ parS¢ (x) = J T 2
0 Xt tr

Les deux premicres partics sont consacrées a la détermination de quelques transformées S¢ et a la
prcuve de lappartenance de S¢ a C®, pour tout ¢iément ¢ de E. Les deux autres partics étudient une suite
d’endomorphismes L, dc C= telle que, pour tout €lément ¢ de E, et pour tout x strictement positif, on ait :

lim(L,Sé (x)) = ¢ (x).

PREMIERE PARTIE
1.1. Appartenance a E.

a. Lafonction constante, égale & | sur{0, + oo, est-clle élément dc E ?

b. Montrer que la fonction ¢, , définie sur [0, + o[ par ¢, () = T3 appartient 2 E.

¢. Soit ¢ unc fonction continue sur [0, + |, qui admet une limite finic £ en + . Montrer que  cst
bornée sur [0, + oo[. -

Montrer que, si £ n'cst pas nulle, ¢ n’appartient pas a E. ¢ appartient-clleaEsi =07
1.2. EtudedeSo,.

a. Déterminer deux nombres récls a et b tels que, pour tout couple de réels (x, £) # (0, 0), on ait :

2l -x) 0 a bx?

= + .
(x2+ (1 +¢8)  L+12 x4+ 12

En dcduire, pour x # 1, la valeur de S¢, (x).
b. Calculer S¢, (1) (on pourra fairc une intégration par parties ou utiliser le changement de variable défini

parf=tan, 8 € [0, g—[ ).

¢. Vérificr que S¢, appartient a C*.




[.3. Appartenance de S¢ a C*,

Dans cette question ¢ est un élément quelconque de E, & est un entier strictement positif. Pour tout entier

n+ 1
n 2 0, on désigne par u, la fonction définie sur 0. + «of par 1, (x) = J ¢+ de.

n

+ '
a. Montrer que la série de fonctions > 1, converge simplement sur J0, + o vers S¢.

n=1

b. Montrer que, pour tout entier 1, la fonction w, appartient 3 C*.

¢. Déterminer deux nombres complexes a et § tels que, pour tout couple de réels (x, 1) # (0, 0), on ait :

t a §]
2 2 = . + i
x>+t x—-u x+u
. -y 9* t s .
Utiliser cette égalité pour calculer 35t 24 g2 et en déduire que, pour tout couple de réels
Xt \x-

k!
T (k2 + R

(x, ) # (0,0),0ona:

t
la x*\x? + tz)
d. On note u'¥1a dérivée k-ieme de la fonction u, .

Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une constante A telle que, pour tout x > a et tout

entier », on ait :
ds

(a + phst

n+ 1
(9 < A

n

+ o
En déduire que la série de fonctions 5 ¥ converge normalement sur [a, + o[,
n=1{0

e. Prouver que la fonction S¢ appartient a C* et que, pour tout entier k > 0,ona:

(S)*¥ (x) = Lw é% (;—;’r—;) ¢ (1)dr.

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie on étudie un exemple de détermination de S¢ a I'aide d’une équation différentielle.

1I.1. Définition d’'une fonction ¢, , élément de E.

Soit ¢, la fonction définie sur [0, + o[ par ¢, () = sin ¢.

Montrer que, pour tout nombre positif T, on a:

J" tsin ¢ dr —TcosT+J" x? = t? tde
—dt= —— et 0 )
0 X2+ 12 x2+ T2 o (X + 22

En déduire que ¢, appartient a E.

[1.2. Détermination et intégration d’une équation différentielle dont S¢, est solution.

a. Prouver que, pour tout couple de réels(x, 1) # (0,0),0na:
02 t 9 t
P + ==
0 x?2 (xz + tz) FYE (x2 + tz) 0.

b. En déduire que, sur J0, + o], la fonction S¢, est solution de I'’équation différentielle y" — y = 0 (0"
utilisera I.3.e. et on fera deux intégrations par parties successives). ‘

c¢. Déterminer I'ensemble des fonctions solutions de I'équation différentielle précédente sur J0, + [



- [1.3: Détermination explicite de S¢, .

a. Prouver que, pour tout x > O,ona:

r"" t sin
2 2
o X+

11
g —

2x
(on pourra utiliser 'égalité obtenue en I1.1.). En déduire la limite de S¢, {x) lorsque x tend vers + <.

e T osint
b. Montrer que l'intégrale j . dr est convergente et que, pour tout x > (), ona:
0
*e rsint e osint = sin(¥A)
g dl — s df —_ - e et
O X_+[_ 1 t 0 )\.()\."1‘ l)
e tsint ‘
Déduire de cette égalit€ que l’intégralej IR df a une limite finic lorsque x tend vers () par
X’ :
. 0
valeurs supericures.
. vz, [T sint i\ - :
¢. On admet sans démonstration I'égalité: —l— dr=--. Expliciter 1a fonction S¢, .
[#] bl

TROISIEME PARTIE

On désigne par T I'endomorphisme de C® qui & un élément fde cet espace associe I'élément Tfdéfini,
pour x > U, par Tf(x) = — xf' (x). Loidentité de C* est notée | et les puissances successives de T sont définies
parT'=T.T:=ToT,...., T" = To T

Soit G l'espace vectoriel des fonctions réelles de deux variables (x, 1) définies sur J0, + | X [0, + o]
et indéfiniment dérivables par rapport a la premiere variable. On désigne de méme par T, Pendomorphisme de
G qui a un élément g de G associe I'€lément T,g défini, pour (x. 7} € J0, + o[ x [0, + oof, par

ag

gl )= = x22 (x1).
T T T s
Pour toutentier n = 1,onposeL, = To (I - —Li—\) o (I - 2—2—2) o... (I -Z”3) et on définit L, , en

remplagant dans cette formule T par T .

1I1.1. Commutation de L, et de I'intégrale.

. Soit k un entier strictement positif. Montrer qu'il existe k réels A ;, 1 < i £ k, tels que, pour tout
élément fde C* et pour tout x > 0, onait:

T* f(x) = i A X (x) .

i=1

En déduire que pour tout éiément ¢ de E et pour tout x > O,ona:

T Sé (x) = rw T (— d —) o (4 dr.

0 x2+ 12

b. Montrer que, pour tout n > 1, pour tout élément ¢ de E et pour tout x > (,ona:

L, S (x) = J L. ( : —) o (1) dr.

o 3
0 x- + 1

[11.2. Détermination de L,S¢.

a. Soit fun élément de C*. Montrer que, pour tout x > O,ona:

- ) o= st - T L)




b. Déduire de I'égalité précédente L, | (;—;_{_—[,) et prouver que, pourtout x > (,ona:

L, So (x) = 12J+w X dr
l e X2+ '
II1.3. Déterminationde L, So.
Soit «la fonction définie sur |0, + o[ X [0, + o[ paru(x, () = —’\—:

X<+ t-

a. On suppose ¢ fixé. Montrer que, pour tout entier n 2 1 et pour toutx > Q,ona:

Tl‘ 2n - 2 tz u '-’kg

. T, u?" . N )
Montrer ensuite que (I + 5““) (_-;_t—) s'exprime simplement a I'aide de net de 1>"*2,
2nl \x- -

-

hl

En déduire I'expression de (I -7 /;3) (t*")aTlaide de ¢, de net de u*"*2,

b. Etablir, pour tout entier n > 1, pour tout x > 0 et pour tout élément ¢ de E, les formules:

2Q2n+ 1) [t s s
L,S¢(x) = ——L(-” I ) L (2t 2 (x0) 6 (0) de

_2(2/1+1)!J””( A )2~+' prx) .
(

{(n 1) 1+ A I +a

}

QUATRIEME PARTIE

Dans toute cette partie x est un nombre réel strictement positif fixé.

. (2n+ 1!
Pour tout entier n 2 O on pose K, = —2_7.”7_')_,_
20 (1)

IV.1. Etude d’une suite d’intégrales.

. . o e (2
a. Prouver, pour tout entier n > 0, I'existence de I'intégrale I, = J (T (—'*W
0 AT

)Zn +1

dx.

b. Montrer que, pour tout ,0na:

1
n In+l - mL.-&l

(on pourra utiliser le changement de variable défini par A = tan (%) 8 € [0, n[ et faire une inté-

gration par parties).




V.2

IV.3.

V4.

¢. Calculerl,, I .eten déduirelavaleurdeK, I

(s *n n fne

Pour I'étude de la limite de L, S¢ (x), on écrit la formule obtenue  la fin de la troisieme partie sous la
forme:
+ o ( 2 )\'—)Znﬁ-l 0 (Ax) — ¢(x)

2Tl + .
1 + )\2 d K”I,,¢(X)

L,S¢(x) = K,,J Y

Q

u 27 2n+1
Comportement a 'infini de K,,J (—--"1) f(h)dh.

[\]

Soit @ un nombre réel, 0 < a < 1, et fune fonction continue sur [0, al.

a. Montrer que, pour tout réel 6 € J0, 1] , §2"*! K, a une limite nulle lorsque n tend vers + =

(on pourra considérer la série de terme géneral v, = 021+ 1 K, et étudier la limite du rapport -ardy,

H

o 2 A 2nt i
b. En déduire la limite de K,,[ (———— ) f(x)d\ lorsque n tend vers + .

o \1 + &-

+ @ o] 2+l
Comportement a l'infini de K, [ (— :;——_) g(A)da.

b

+

Soit b un nombre réel, b > 1, et gune fonction continue sur [0, + [ telle que l'intégrale‘[ lg (M) di

+ 2 )\' 2n+1 0
(-- _,____) g (\) d\lorsque ntend vers + @ .

soit convergente. Déterminer la limite de K,,J T

b

Détermination de lim L, S¢ ().

Montrer, en utilisant notamment les deux résultats précédents et la continuité de ¢ en x, que

+ ©
K” J
(1

a une limite nulle lorsque # tend vers + «.

ER LI Tt

En déduire le résultat annoncé dans les objectifs du probleme.



