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premiéere composition de mathématiques

L'usage d'instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice électronique de poche
- éventuellement programmable et alphanumérique - & fonctionnement autonome, non
imprimante, est auforisé conformément & la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Documents interdits.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans l'énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.
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OBJET ET NOTATIONS DU PROBLEME

Soit f une fonction numérique réelle, définie et continue sur un intervalle I = Ja, B[, ou
a ER U {-} et B € RU {+}. On suppose que ’ensemble ()= {xe 1| f(x)=x} des points fixes de
fest non vide. On appellera suite récurrente, ou, s'il faut éviter une ambiguité, suite récurrente associée 2 f,
une suite (x,), < y de points de I vérifiant la relation de récurrence :

VrnEN, ,'v“l:f(xn).

L’objet du probléme est I’étude de quelques propriétés de ces suites.

I. EXISTENCE ET CONVERGENCE DES SUITES RECURRENTES

I.1. On définit par récurrence des parties I, de I par :
Il = I
Vp=1, L,,=f'd).

L.1.1. Montrer que I, est ouvert dans R, qu’ona 1,,,C I, pourtoutp = letque A= ﬂ I, est une partie
non vide de I, stable par f. p=1

I.1.2. Montrer que, quel que soit I’entier naturel p = 1, toute suite récurrente associée a f prend ses valeurs
dans I,. En déduire qu’on définit une suite récurrente associée a4 f par la donnée de la valeur
initiale x, si et seulement si x, appartient 2 A et qu’alors tous les éléments de la suite appartiennent
aA.

1.1.3. Vérifier qu'on définit par récurrence des applications continues f” de I, dans R par :

f'=f
Vp=1,Vxel,,, o=/ (fw).

Montrer que pour toute suite récurrente associée  f et pour tout entier p=1, ona:
V=0, 5= ().

[.1.4. Déterminer les parties {) et A pour chacun des exemples suivants :
i 10,2 et Vx€10,2[, f=Vx
ii. 1=]0,2[ et Vx€]10,2[, f(=x’
iii. 1=10,2[ et Vx€]0,2[, f(&x)=2x-1.

1.2. On suppose que f est croissante.

Soit x, un point de A tel que x, < f(x,). Montrer que la suite récurrente de valeur initiale x, converge
vers un point de I si et seulement si x, est majoré par un point fixe de f; caractériser alors la limite de la
suite. Préciser le comportement de la suite quand elle ne converge pas vers un point de I.

Etudier de méme le cas ot x, = f (x,).
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Soit r un point fixe de f. On suppose que la fonction f estde classe C' et que |f'(r) l <1. Un tel point

fixe sera dit attractif.

I.3.1. Montrer qu’il existe une constante k<1 etun réel £>0 tels que V.= Jr—€, r+ €[ soit inclus
dans I et que :

Vxeyv,, If(x)—rl = k!x—-rl .

1.3.2. Montrer qu’une suite récurrente (x,), c n converge vers r si et seulement si il existe un indice N tel
que xy €V,.

En déduire que le sous-ensemble A, des points de A qui sont valeur initiale d une suite récurrente
convergeant vers r est ouvert dans R [on pourra montrer que 1’image réciproque de V., par une
application f” est incluse dans A]. '

Soit r un point fixe de f. On suppose que la fonction f estde classe C' et que | ) | >1.Untel point
fixe sera dit répulsif.

L.4.1. Montrer qu’il existe €>0 tel que V,=1r—¢, r + €[ soit inclus dans I et que :
VxeV,, If(x)—rlzlx—rl .

1.4.2. Montrer qu’une suite récurrente (x,), < x converge vers r si et seulement si elle est stationnaire de
valeur r, c’est-a-dire s’il existe un indice N tel que x, = r pour tout n = N,

On considere la fonction f définie sur I=]0, 2[ par :
1
Vxe]o,2[, f(x):*-\/- 4 -x?.
5

L5.1. Montrer que f a un seul point fixe et qu’il est répulsif.
L.5.2. Déterminer les points fixes de f o f.

1.5.3. Préciser, suivant la valeur initiale, le comportement des suites récurrentes associées f-

II. VITESSE DE CONVERGENCE EN UN POINT FIXE ATTRACTIF

On se propose d’étudier la vitesse de convergence d’une suite récurrente (x,), e x DON stationnaire,

convergeant vers un point fixe attractif r.

IL.1. Montrer qu’il existe une constante k<1 etun entier N tels que :

Vn=N, lx,,—rlsk”‘N'xN—rI X

En déduire que Ix,, -rl=0 (k") .

IL2. On suppose que la fonction f est de classe C? et que f'(nN#0.

IL.2.1. Montrer, grice a une formule de Taylor, qu’on a :
VieN, Xia=r=f (N x-r+R)

7

avec R; = O (k’) . En déduire que :

n-1
Vnz1, x-r=(f(O)(o-N][] A+R)."
j=0
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11.2.2. Montrer que la série de terme général In ( |1+R j | ) est définie et qu’elle converge. En déduire que

la suite de terme général H (I +R)) est convergente et que sa limite est non nulle. Conclure
j=0

qu’il existe une constante @ (x,) # 0, dépendant de la valeur initiale x, de la suite, telle que

x,—r soit équivalent a ® (x,) (f'(r))" quand n tend vers I’infini.

I1.3. On suppose que la fonction f est de classe C? que f'(r)=0 etque f"(r) # 0.

I1.3.1. Montrer, grice a une formule de Taylor, qu'on a :

ViEN, x~+1—r=f—;r)(xj—r)2(1+5j)

7

avec lim S;=0 . En déduire que pour tout n=2 ona:

Joes

7 n-—-2 . n

—r = 2r (fz(’) (o] |1+Sj|2"")2 (1+58,.,).
j=0

n

-2
. . -1 -
I1.3.2. Montrer que la suite de terme général H | 1+5; |27 est convergente et que sa limite est non
nulle. j=0

I1.3.3. On pose m,= lim n 11+ S, | 2" Montrer que 2" In m, tend vers O quand n tend vers

m— + oo jen-1
I’infini. En déduire qu’il existe une constante X (x,) € ]0, 1[, dépendant de la valeur initiale x, de

(A (x,))”" quand n tend vers I'infini.

la suite, telle que x,— r soit équivalent a

IIl. UN EXEMPLE : LES SUITES DE HERON

Un nombre réel a>0 étant fixé, on associe a tout entier nature]l p = 2 la fonction f, définie sur

1=10, + o[ par f,(x) =— ((p—l)x+ c )
p et

X

HI.1. Vérifier que la fonction f, satisfait aux hypothéses de la partie II, question H.3.
Montrer que, quelle que soit la valeur initiale x, > 0, la suite récurrente associée a f, existe, qu’elle

vérifie x, = a'’ pour tout n = 1 et qu’elle converge vers a'” .

Etant donné une suite récurrente (x,),cy NoN stationnaire associée a f, , on notera A, (x,) la constante,

2
N(xo)
7y

dépendant de la valeur initiale x, de la suite, telle que x, —a'? ~

P u N oo
[I1.2. On suppose que p =2 . Montrer qu’on peut écrire x, sous la forme —, ot u, et v, sont définis par
Uy =x,,v,=1 etlarelation de récurrence : Vn

Uy = U +av,
vn+1=2unvn

Exprimer u, + \/Zv,, , Up— \/E v, puis x, en fonction de x,, \/c; et n.

‘Xo—\/a|
X)=——"7=.
x0+\/2

En déduire que
Aa (
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1.3, Un nombre réel r>0 étant fixé, on associe a tout entier naturel q>1 lafonction g, définie sur

2
10, + o[ par g, (x) = B (xq . ’—)} :

IIL.3.1.

1I1.3.2.

II1.3.3.

1134,

Iv.

x4

Montrer que, quelle que soit la valeur initiale Yo =0, la suite récurrente (y,), <y associée i g,
existe ; donner I’expression de Y. en fonction de y,, r et n.Montrer que, si cette suite n’est
pas stationnaire, il existe deux constantes non nulles u, et C, qu’on explicitera en fonction de
r»q et y,, telles que y, —r ~ C(p, )" .

On pose r=qa'”. Montrer qu’on a alors Jo ) < g, (x) pourtout x=a' (on pourra, apres
p
— \p-1
I"avoir justifiée, utiliser la concavité de la fonction ¢t — (p -1 +1 2(11-1)) sur I'intervalle 10,11 ) .

On suppose que x, >a . Soit (), en €t (1), en les suites récurrentes de méme valeur
initiale x,, associées respectivement 2 J» et g,_, . Montrer quona a " <x, <y, pour tout # .
En déduire une majoration explicite de '\ (x,) .

On suppose maintenant que 0<x,<a " . Montrer quiona A, (x;) = (N, (x,))*. En déduire une
majoration de A, (x) .

VITESSE DE CONVERGENCE EN UN POINT FIXE NON ATTRACTIF

On suppose que f est de classe CP*+! que 7 est un point fixe tel que | f/ml=1et que p est le plus
petit entier naturel supérieur ou égal a | tel que f¢*" (r) # 0. On se propose d’étudier la vitesse de convergence
d’une suite récurrente (*,)n e n» NON stationnaire, convergeant vers r .

IV.1. On suppose que f'(r)=1.

IV.I1.1.

Iv.1.2,

Etudier, en fonction de la parit¢ de p + 1 et dusigne de f*" (r), I'existence et, s’il y a lieu, le
comportement d’une suite récurrente non stationnaire convergeant vers r .

Montrer que dans tous les cas ot une telle suite existe, on peut se ramener par un changement de
variable simple au cas ot r=0, f¢*" (0) <O et ot il existe un réel €,> 0 et un entier
naturel N tels que f soit définie et croissante sur 10, & [ et que la sous-suite (X,)» =N, prenne
ses valeurs dans 10, g, .

IV.2. On se place dans le cas particulier décrit au IV.1.2.

IV.2.1.

Iv2.2.

Iv2.3,

Etant donné un nombre réel a >0, montrer que les suites (V)n e n définies pour tout o >0 par :
VrnEN, y,=(an+ o)™

sont les suites récurrentes associes 3 une fonction croissante g, , définie et continue sur
10, + e[, que I’on explicitera.

Montrer que, si a et b sont deux réels strictement positifs vérifiant
—L__pren )< —p,
p+ 1!

il existe un nombre réel € >0, avec &< £, tel que :
Vxelo e, g Ssf<g®.

—-—a <

En déduire qu’il existe un entier naturel N tel que :
VKEN, (ak + x )" < xy,, < (bk + )

Montrer que n' x, aune limite, que I’on explicitera, quand n tend vers infini.
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IV.3. On suppose que r est quelconque, que f'(r) =1 etque f¢*"(r) # 0.

Montrer qu’il existe une constante non nulle D, que I’on explicitera, telle que x, — r soit équivalent
D

n]/p ’

~

IV.4. On suppose que r est quelconque, que f'(r)=—1 etque f7*P(r) # 0.
IV4.1. Existe-t-il toujours des suites récurrentes non stationnaires convergeant vers r ?

IV.4.2. Quand une telle suite existe, que peut-on dire de sa vitesse de convergence ?



