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concours externe
de recrutement de professeurs certifiés
et concours d'acces a des listes d’aptitude (CAFEP)

L'usage d’instruments de calcul, en particulier d’une calculatrice électronique de poche
- éventuellement programmable et alphanumérique - & fonctionnement autonome, non
imprimante, est auforisé conformément & la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

Document inferdits.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans ’appréciation des copies. Les résultats indiqués dans 1I’énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.
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NOTATIONS DU PROBLEME

& désigne un plan euclidien orienté rapporté 2 un repére orthonormé direct et ér espace vectoriel associé
a .sﬂ On note x - y le produit scalaire de deux vecteurs x et y de 6.

Siy est un endomorphisme linéaire de % on note {* I’ ndomomhlsme adjoint de s, c’est-a-dire ’'unique

endomorphisme tel qu’on ait x- (y y)=y* (x) y quels que soient x et y dans €. Un endomorphisme s est
dit symétrique si et seulement si Y* = .

On réservera le nom de triangle aux triangles non dégénérés, c’est-a-dire dont les trois sommets sont
distincts et non alignés.

On appelle coordonnées barycentriques d’un point M relativement 2 un triangle ABC, les trois nombres
réels A\, p et v telsque A+ p+v=1 et que M soit le barycentre des points A, B et C affectés des
coefficients A, w et v.On rappelle qu'un point M est intérieur au triangle ABC si et seulement si ses
coordonnées barycentriques relativement au triangle sont strictement positives.

Les parties I et II sont indépendantes.

0. PRELIMINAIRES

0.1. Montrer qu'un endomorphisme linéaire { de € est symetrlque s’il existe une base {u v} de € telle que
u- (V) =d(u)v.
~0.2. Montrer que I'inverse d’un automorphisme linéaire symétrique de € est symétrique .

0.3. Smt ABC un triangleet M un point du plan. Montrer que si A, w et V ne sont pas tous nuls et vérifient
AMA + pMB+vMC 0, alors ona A p+vEQ

I. POINTS ISOGONAUX RELATIVEMENT A UN TRIANGLE

Soit ABC un triangle du plan 4. On note a, b et ¢ les affixes des points A, B et C, et P le polynome
unitaire ayant a, b et ¢ pour racines. Deux points M et N, distincts ou confondus, sont dits isogonaux (resp.
strictement isogonaux) relativement a ce triangle s’ils sont distincts de A, BetCetsiona:

(AB, AM) = (AN, AC) [mod =] (resp. [mod 27]);
(BC, BM) = (BN, BA) [mod w] (resp. [mod 27]);
(CA, CM) = (CN, CB) [mod 7] (resp. [mod 27]).

I.1. Soit M et N deux points distincts ou confondus, d’affixes respectives m et n, et soit Q le polyndéme
Q(2) = (z—m)(z-n). Montrer que M et N sont isogonaux relativement au triangle ABC si et seulement
si il existe des nombres réels non nuls o, B et v tels que Q(a) =a P'(a), Q(b) =B P'(b) et Q(c)=vFP(c)
et que ces points sont strictement isogonaux si et seulement si o, 3 et y sont strictement positifs.

1.2. On suppose que les points M et N, d’affixes m et n, sont isogonaux relativement au triangle ABC.

Q@

P(z)

1.2.1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

En déduire que les nombres o, B et y de la question précédente vérifient a + B+ vy=1.

122. Btablirque —%—+—P 4 ¥ o o % L B ¥ _g
m-a m-b m-c n-a n-b n-c
1.2.3. Exprimer les coordonnées barycentriques des points M et N relativement au triangle ABC. En
déduire que ces pomts appartiennent au complémentaire dans A de la réunion des droites (AB),

(BC) et (CA) et qu’ils sont strictement isogonaux si et seulement si ils appartiennent a I’intérieur
du triangle ABC.
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[.3. Soit a, B et y trois réels non nuls, de somme égale a 1. On pose :

L.4.

Q@=a@z-b)z-c)+PB-a)(z- o) +vy(@z—-a)z-Db).

Soit m et n les racines de ce.polyn(‘)me, avec éventuellement m = n. Montrer que les points M et N
d’affixes respectives m et n sont isogonaux relativement au triangle ABC.

Soit M un point du plan ${. Onnote m son affixe et (A, p, v) ses coordonnées barycentriques relativerent
au triangle ABC.

14.1.

142.

14.3.

1.4.4.

1.45.

Montrer qu’une condition nécessaire pour qu’il existe un point N tel que M et N soient isogonaux
relativement au triangle ABC est que I’on ait :

A#£0, p#0, V#O0 (C1)
Mm-al?+plm-bl2+v|m-c|?# 0. (C2)

Montrer que si M vérifie ces conditions, il existe un point N et un seul tel que M et N soient
isogonaux relativement au triangle ABC.

Justifier que tout point M de I'intérieur A du triangle ABC vérifie les conditions du 1.4.1. et que
le point N associé a8 M appartient 2 A. Montrer que I’application g qui associe N a M est un
difféomorphisme involutif de A sur lui-méme.

Montrer que la condition (C2) est équivalente a :

m-a m->b m-c

det| m—a m->b m-c # 0.
Im-al? |m-b]? |m-c|?

Développer ce déterminant [on pourra, pour alléger les calculs, supposer que 1’origine est en A,
¢’est-a-dire faire a =0].

Décrire I’ensemble des points & vérifiant les conditions du L4.1.

II. TRIANGLES ORTHOLOGIQUES

Etant donné deux triangles ABC et A’B’C’ du plan &, on note :

- 3,, 3y et 3. les droites passant respectivement par A, B et C et perpendiculaires respectivement
aux droites (B’C’), (C"A’) et (A'B’);

~ 8,, 9y et 8. les droites passant respectivement par A’, B” et C’ et perpendiculaires respectivement
aux droites (BC), (CA) et (AB);

— f P’application affine de s dans lui-méme transformant A en A, B en B’ et C en C’" et ¢
1’application linéaire associée a f.

On dit que le triangle A’B’C’ est orthologique au triangle ABC si les droites 3,, 9 et 3c sont
concourantes.

I1.1. Soit ABC et A’B’C’ deux triangles du plan 4.

II.1.1. Montrer que I’application @ de s dans R définie par:

®M)=AM-B'C +BM-CA +CM-A'B’

est constante sur .

I1.1.2. Montrer que cette constante est égale a CA- ([ ¢ - ¢*] (ﬁ)).

Tournez la page S.V.P.
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I1.1.3. On suppose que le triangle A"B’C’ est orthologique au triangle ABC et on note O le point de
concours des droites d,, 8 et 8. Montrer que @ (O) = 0. En déduire que ¢ est symétrique.

II.1.4. Réciproquement, montrer que si ¢ est symétrique, alors le triangle A’B’C’ est orthologique au
triangle ABC.

I1.2. Montrer que si A’B’C’ est ofthologique au triangle ABC, alors ABC est orthologique au triangle
A’B’C’. Quelle relation y a-t-il entre le point de concours O des droites d,, 8, et d. et le point de
concours O’ des droites 3,,, 8y et 8- 7?

Larelation « A’B’C’ est orthologique au triangle ABC » est donc symétrique. On dira désormais : « Les triangles
ABC et A’B’C’ sont orthologiques ».

I1.3. Soit ABC un triangle et soit A", B’ et C” les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].
Montrer que les triangles ABC et A’B’C’ sont orthologiques. Préciser les points de concours des
droites d,, Oy et d. et des droites 8, 3y et d. . Identifier I’application affine f transformant les
points A, B et C en les points A", B’ et C’.

HI. ISOGONIE ET ORTHOLOGIE

Etant donné deux points distincts X et Y du plan, on note oy la symétrie orthogonale par rapport a
ladroite (XY). Soit ABC un triangle et M un point n’appartenant pas aux droites (AB), (BC) et (CA). On
pose A" =gy (M), B’ =0, (M) et C' =0, (M).

IIL.1. A quelle condition les points A’, B” et C’ forment-ils un triangle ? Cette condition étant remplie, montrer
que les triangles ABC et A’B’C’ sont orthologiques.

On suppose dans ce qui suit que A’B’C’ est un triangle. On note N le point de concours des droites 3,, 8,
et dc. :

IIL.2. Quelle est la nature de I’application affine o, o 045 ? En déduire que le point N est le centre du cercle
circonscrit au triangle A’B’C’.

II1.3. Montrer que Oap ° Oy © Oac = Gay . En déduire que M et N sont isogonaux relativement au _

triangle ABC. Que peut-on dire du centre du cercle circonscrit et de 1’orthocentre d’un triangle ?

IIL.4. On suppose que M est intérieur au triangle ABC et onnote I, J et K les points d’intersections
respectivement des droites (NA”) et (BC), des droites (NB”) et (CA) et des droites (NC’) et (AB).
Soit r le rayon du cercle circonscrit au triangle A’B’C’.

II1.4.1. Montrer que MI+IN = r. En déduire qu’il existe une ellipse I" de foyers M et N qui passe
par les points I, J et K.

II1.4.2. Montrer que I' est tangente aux trois c6tés du triangle ABC.

IIL.5. Réciproquement, montrer que les foyers d’une ellipse tangente aux c6tés d’un triangle ABC sont
strictement isogonaux relativement a ce triangle.

UIMPRIMERIE NATIONALE



