CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT : CAPESA
DE L’'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE ‘

SESSION 2000
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~ PREMIERE EPREUVE'ECRITE D’ADMISSIBILITE

- Premiére composition

(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 heures)

Définitions - notations : Soit 7 un entier naturel non nul ; on désigne par £ 'l’espaCe vectoriel
euclidien R". On notera ¢ le produit scalaire usuel et |l = ¢(x, x). Si C est une partie de £,
on notera C,son adhérence; C, son intérieur et Fr(C) = E \C‘ , la frontiere de C. R

Soit x=(xi,.... xa) € R", ety=(p,..., yu) € R’, si Vi, x;2 y; (resp. >) on noterax > y.

“(resp. > ). . 7 } ot 5 _ -
Si 4 et B sont des parties de £, un élément z de £ appartienta 4 - B, (resp. A + B)
s'ilexiste a & Aetbe Btelque, Vi 1<i< n, zi=a;-b.(resp. a;+ b;).

Soit Xune partiede E. SiV (x, ) e X*, V ae [0, 1), ax + (1 - @).y € X, on dira que X:est

convexe. _ ,
Soient a et b deux points de £ ; le segment d’extrémités a et b, et on note [ab], est ’ensemble des

barycentres des points pondérés (a, t) et (b, 1-t) out € [0; 1].
Une partie X est un sous espace affine de E si X est'l’imége par une translation d’un sous-espace
vectoriel ' de E, appelé direction de X ( on rappelle que F est unique) ; Si v est le vecteur de cette

translation, on a donc X= {v} + F, ce qu’on notera X = v+ F; la dimension de Fest ia
dimension de X. Si dim(X) =»n- 1, on dit que.X est un hyperplan affine de £.

L Exemples de Parties Convexes.

L1. Soitr un réel positifet D= {x e E / “x“ <r}.
Montrer que D est une partie convexe de E.

[.2. Soit I un ensemble non vide, et (X, }),-E ; une famille de parties convexes de E.
Montrer que o X est une partie convexe de E.
=
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1.3. Montrer que ’adhérence X d’une partie convexe X est convexe.
1.4 Montrer que, tout sous-espace affine de E est une partie convexe de £.

s Soit p un élément donné non nul de £ et c un réel ; on pose
H={xeE/gx p)=c} '
1.5.a. Montrer que H est un hyperplan affine de £ ; on précisera une base de sa
dlrectxon et un vecteur normal asa dlrectlon
On dit que r hypcrplan H a pour equatlon cariésienne : ¢x, p) e
15b. Montrer que H={xeE/ go(x, p) <c } est une partie convexe fermee de E

L.6. On dit qu'une parne S de E est « stable par demx-somme » si
+
pour tout (x, y) e F? (xeS et yeS):( 2v ES),_. :

I 6.a. Montrer qu’une telle partle S n’est pas necessaxrement convexe.

1.6.b. Si en outre S est fermee montrer que S est convexe.

18 En_veloppes Convexes.

Définition - notation : Pour toute pame X de E, on appelle enveloppe convexe de X, et on note
conv(X ), I'intersection de toutes les parties convexes de £ contenant X ; et <X> le sous espace
affine engendré par X l.c. intersection de tous les sous espaces affmes de E contenant X

I1.1 Montrer que, pour toute partie X de E, conv(X ) est la plus petite partie (ausens de
Pinclusion) convexe de £ contenant X et que conv(X ) c <X >. '

[1.2. Montrer lesvprvopriétés suivantes .
I1.2.1. Pour toutes parties X, Yde £, (X < Y ) = ( conv(X') = conv(Y)).
IL.2.2. X est convexe si et seulement si conv(X ) = X.

11.2.3. conv(cogv(X )) = conv(X ).

I1.3. Soit X une partie non vide de E.

10.3.1. Mont‘rerque, st X est convexe, tout barycentre & poids positifs {a,..., a,)
d’une famille finie (ai,..., a.) de points de X est dans X

11.3.2. Montrer, dans le cas général", gue conv(X) est égal a ’ensemble des
barycentres des familles finies de points de X affectés de poids positifs.

[1.4. On suppose n=2. Soit X={gq, b, c} unensemble de trois points de E.
Deéterminer I’enveloppe convexe de X.
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Définition : Soit C une pame convexe de E et m e C. On dit que m est un point extremal S :
YV (ab) e C?, (me[ab]):(m—aoum b). :

II 5. On suppose que = 2. Detenmner les pomts extremaux des parnes convexes
suivantes : : o ~
I1.5.1. Un segment d’extrémités distinctes.
15.2. Un disque fermé. : |
I1.5.3. Un dxsque ouvert e
LS. 4 Un carré ( mterleur et bord)

 ILS5. Lapartie X, oi X = {(x y)e R2 x>0€ty>0}

H 6 SoxtX un convexe compact de E aé¢ X _ _ .
II6 L Montrer qu 1lexfsre un pomt bde X tel que - VxeX lla - x|| < I|a bH
I1.6.2. Montrer qu’un tel pomt b estun pomt exfremal de X '

E II 7. Soit C un convexe de E Montrer quexe C est un pomt extremal de C s et
seulement 51 C \ {t} est convexe. ' o

I1.8. Soit S une partie non v1d’e_E et C= coriv(S ). :
Montrer que tout point extrémal dc Cest ,nécessa_ircmcnt dans S.
I1.9. Soit X une partle finie de E
Démontrer que conv(X ) est égal & l’enveloppe convexe de r ensemble de ses

pomts extrémaux. ( on pourra falre un raxsonnement par récurrence sur card(X ).

I11.10. Montrer que l_e resultat precedant ne subsiste pas lorsque X n’est pas fini.

Partie L Projection sur un Convexe.

Définition - Smt C une partie non vide d¢ E et{ x un élément de £ On désigne par d( x, C)la
distance de x a C c’est a dire le reel inf{}|x- cu ce C )3

IIL.1. Soita € E montrer qu’il existe une boule fermée Bi(a, r), r > 0,
telle que Bp(a rNNC#a0.

11 2 Montrer que, si C est une fermée, pour tout a & E, il existe un élément bde C
tel que : nb-aj = d(a 0). '

1I1.3. Montrer que, st C est une partie convexe fermée non vide, I’é1ément b
défini en [11.2 est unique. ( On utilisera I’égalité au parallélogramme ).

Le point b est appel€ projet€ de a sur C et noté€ b = pc (a):
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I11.4. Donner des exemples de non existence et de non unicité de b lorsque C n est pas
convexe ou pas fermée. :

OLS. Soit C une partie convexe fermée non vide, a une'point de Eetbunpointde C. -

II1.5.1 Montrer que les proposmons suivantes sont equlvalentes

(1) b=pe(a)
(2)beCetheC¢(x b b- a)>0

III 5.2. Donner une mterpretatlon geometnque de la condition (2) en termes d’ecart
angulalre :

IIL5.3. Montrer que: ¥ (a,a’) & £2, llpc(@) - pe(@)* < pla-a',pc(@) - pe(@))
II1.5.4. Montrer kqhe’ Iapplication pc est lipéchitzienne. |
JILS.S. Montrer que le réel 1 est le mexl]eur coefficient de Llpschltz possxble
1L 6 On suppose que C est un sous espace affine de Ede dlrecnon V..
Montrer que & € C est la projection de a-sur C si et seulement sia-best
orthogonal a V-

I17. On suppose n=2. Soit C = {(x, ) € R?/y >},
111.7.1. Montrer qué C est convexe et fermé.

[I1.7.2. SoitA=(a, a’) e R®*\(C, etnotonsB (b b'y= pc(A)
Montrer que b’ = 4%

Partie IV, Hyperplan d’appui.

Soit p un €lément non nul de £ et c un réel ; on considere I’ hyperplan affine Hd’ equanon
cartésienne ¢(p,x) =c, et A, B deux parties non vides de E.
Deﬁmtlons On dit que Hsepare AetBsi:Vxed ¢gpx)<c etVixe B; ¢p, ) >c ou

Si les deux inégalités précédentes sont strictes, on dira que la séparation est stricte.

On dira alofs que 4 et B sont sépafables ( resp. strictement sépairables ).
Soit 4 une partie de £'; on appelle hyperplan d’appui de 4, tout hyperplan H contenant un point x
de 4 et séparant {x} et A ; H est dit hyperplan d’appui de 4 en x.

IV.1. Donner une interprétation géomeétrique de pames separables a I’aide des
demi-espaces délimités par H.
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IV.2. On suppose 7 = 2. On pose X = {(x, ) € R? /x>0 ety= 1) et
' Xz={(x'y)eR2/x<O}" ' ' ;

- IV.2.1. Démontrer que X, est une partie convexe fcrmee et déterminer un
- hyperplan qui sépare X; et le point (5, 0.1) ; justlﬁer

IV.2.2. Montrer qu’aucun hyperplan ne sépare strictement les deux parties convexes:
fermées X etXs. :

v.3. Soxt C une partie convexe fermée de Eetae E\C. Montrer qu’il exnste un
hyperplan separant strictement {a} et C.

IV.4. Soient C et C’ deux convexes fermés dlS_]OlntS et C étant de plus compact
Onnote 4 = CC’-{cc/ceCceC} ' : :

V41 Montrer que Aestun convexe fenne qui ne contlent pas I’oni gme O

“IV.42.En dedulre qu 1l ex1ste un hyperplan separant stnctement Cet C

IV 5 Smt C une partle convexe fermee non vide, et a est un pomt de C
“ non intérieur a C. :

IV. 5 1. Montrer qu il exxste une sulte (a,,) de pomts de £ \ C qui converge vers a.

Iv. 5 2. Montrer qu’il ex1ste une suite (np) de vecteurs umtaxres de E telle que
VpeN, Vxngo(np,x a,)>0. ‘

1V.5.3. En déduire qu’il existe n unitaire tel que : Vx e C (p(n x- a) > 0.
(on pourra utiliser la compaczte de la boule unité de £ ). ‘

IV.5.4. Justifier que I’ hyperplan d’équation : (o(n x—a) =0, estun hyperplan
d’appui 2 C au pointa.

IV.6. On suppose n=2.Soit C = '{(x yeRyzxt}y.
Montrer que la seule drmte d’appux a C au point A(q, a®) est la tangente en 4 a
la courbe d’equatlon y=

Iv. 7 Soit un demi-disque de R*. Montrer qu’il peut exister en un méme pomt une
infinité de droites d’appui a ce demi-disque.

[V.8."Soit X une partle convexe de F.

IV.8.1. Montrer que si A est un hyperplan d’appui a X au pomt a, alors ane peut étre
un pomt mténeur a X. : .

Iv.g8.2. Montrer que s1 X admet deux hyperplans d’appm dxstmcts en un point
frontiére de X alors X admet alors une infinité d’hyperplans d’appui ence
point. .

IV.9. Onnote £*= {x e R" /x>0 }. SontX un ensemble convexe ne contenant
aucun pomt mtérieur de £

IV.9.1. Montrer que 0 nest pas un point intérieur de X \E*.
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IV.9.2. Montrer qgu’il existe un hypc;p{an d’équation “«p, x) 0 tel que :
VxeX ¢px)<0.

III93 Montrerque pour yn teihyyexpkm ona.p'é‘O
IV.10. Soit X = {(t )€ R’/x+2y<0et2x -y<0}.
Montrer qu’on peut séparer X et £* ‘par un hyperplan de normale p> 0

V.11, Donner un exemple de convexe X tel que XetE* sment separables mais par |
aucun hyperplan de normale’ p> 0. -

IV.12. Soit X une partie de E On suppose que pour tout pomt y de E \X X et v} sont
séparables. Montrer que X est convexe.
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