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DEUXIEME EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

Deuxiéme composition

(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 heures)

PREMIER PROBLEME

1 - Fonction génératrice d’une variable aléatoire réelle i valeurs dans &

X est une variable aléatoire réelle définie sur un es
dans M (X(Q)c V).

Si X(Q)# N, on étend Ia loi de X & Nen posant P(X = n)=0 si me A - x(Q).

pace probabilisé (Q, a, P) et a valeurs

1- Montrer que le rayon de convergence de la série enticre ZP(X =n)t"

neN

est sup€rieur ou
égal 4 1. On note Ry cerayonde convergence.

+a0
Pourtout ¢ € [0; R [, on pose o ()= > P(X =n)t"

. Cette fonction est la fonction géné-
n=0
ratrice de X,

2- On suppose que Ry >1.

Démontrer que X admet une espérance mathématique E (X) et que E(X)= 0% (1) ;
Démontrer que X(X ~1) admet une espérance mathématique et que : E(x x-1)= 0% ().
En déduire une expression de la variance v(X) de ¥ en forction d& 0 (1) et de o% (1).

3-  Onsuppose que R, >1 et que P(X = 0)s1.
Montrer que ¢, est strictement croissante sur

[o; Ry [ et qu'il existe au moins un nombre
ae ]1 s Ry [ tel que ¢ (o)< Ry.

4 - Montrer que pour tout ¢ € b; Ry [ ox(t)=E (tX )
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En déduire que si X, et X,sont deux variables aléatoires réelles indépendantes a valeurs
dans A il existe un nombre réel strictement positif R tel que pour tout 7€ [0;R[ on ait
Px,+x, ()= Py, (¢ )‘Px, ).

Montrer que si X;,X,,...,X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes, il

existe un réel strictement positif R tel que V¢ €[0; R], cpz,,: )= H oy (1)
X; i=l '
i=1
(On rappelle que si X\, X,,...,X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendan.-

tes, X, est indépendantede X, + X, +---+ X,_;)

5- Exemples:
Déterminer la fonction génératrice ¢, de la variable aléatoire X, préciser R, et

déterminer E(X) et v(X) s’ils existent dans les deux cas suivants :
5-1 X est une vanable binomiale de parameétres » et p (n eN"; pe b ; 1[). (On rappelle que

X est une variable binomiale de paramétres n et p si et seulement si X (Q): [O;n] et pour

tout ke[[0;n] P(X =k)=Ck p*(1-p)™™).

5-2 X est une vanable géométrique de paramétre p (pe b;][). (Rappelons que X est une
variable géométrique de paramétre p si et seulement si X(Q)=N et pour tout ke N

P(X = k)= p(1- p)).

2 — Etude de I’évolution d’une population de plantes

On étudie la colonisation d’un domaine par une population de plantes d’une espéce
déterminée. Chaque plante de cette espéce a, au cours de sa vie, X descendants, ot X est une
variable al€atoire a valeurs dans & . Chaque plante se développe indépendamment des autres.

La genération G, est constituée d’une seule plante, et la génération G, ,,est constituée des
descendants directs des plantes de la génération G, .

On note Z, la variable aléatoire égale a I’effectif de la génération G,. Z, est donc la
variable aléatoire certaine de valeur 1 et la loi de Z, est celle de X :

On suppose que Ry >1; On pose ¢=0y, p:E(X) et pour tout ne N, o, =¢, et
R,=R; .

n

2-1  Dans cette partie, on suppose que chaque plante émet au cours de sa vie N graines, ou NV est
un entier supérieur ou égal 4 2 donné, chacune d’elles ayant la probabilité p (pe ;1) de
germer et de donner un descendant, indépendamment des autres. :

2-1-1 Quelle est la loi de X ? Définir la fonction ¢ . Que vaut R, ?
2-1-2 Pour tout n>1, on pose u, = P(Z, =0).

a- Que vaut u; ?

b- Déterminer P(Z, = 0|Z, = k) (ke [0; N]). En déduire u,.
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¢c- Montrer que pour tout n22,0na u, = (puyy +1- p)N .

d- Montrer que la suite (u, )n21 est croissante et convergente.

e- Pour tout x¢€ });1], on pose g(x)=(px+1- p)N - x et h(x)= N.In(px+1- p)-Inx.
Montrer que g(x) et h(x) sont de méme signe.

f- Calculer h(u,) ; quel est son signe ?
g- En étudiant les variations de h sur });l], déterminer dans quels cas la suite ()

converge vers 1.

Désormais on suppose que X est une variable aléatoire a valeurs dans N telle que X «)
soit N ou un intervalle de N de la forme [[0;n]), avec n>2. On suppose en outre que

P(X 22)=0.

23 Pour n22,onnote W, lavariable aléatoire égale a I’effectif de la génération G, sachant
que Z, =k.
Expliquer pourquoi on peut considérer que W, est la somme de & variables aléatoires

indépendantes de méme loi que Z,_; .

En déduire que @y, , = (@ ).

2-4  Montrer que poﬁr tout n>2 etpourtout f € [0 R, [ 0,()= ol(e,(1)).
En s’aidant du 3 de la partie 1, montrer que R, >1.
Montrer que la suite (E(z, ))nzl est une suite géométrique de raison p.
En déduire que E(Z,)=n".
Etudier la limite de E(Z,,) lorsque n tend vers +wo.

2-5  Pourtout ne N, onpose u, = Pz, = 0).
Montrer que pour tout n22,0na: u, = o(u,, ).
Montrer que la suite (1, ),, €st monotone et convergente.
Montrer que si p<1 la suite (u,,) converge vers 1, et que si pu>1, elle converge VErS un
nombre / de I’intervalle |0; 1.

Donnez la valeur de p et un encadrement de / d’amplitude 107 si X est une variable
binomiale de paramétres N=50 et p= 0,022, puissi N=50 et p=0,08.
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SECOND PROBLEME

I. PRELIMINAIRE

On pose, pour tout entier naturel n : w, = J;%cos”( t)dt = J;%sin”( t)dt

1° a) Trouver une relation entre w, et w,., valabie pour tout entier ».

b) Etablir la propriété : Vn e N (n+ Dwyejw, = %

2° Montrer que la suite (w,)nen €St monotone et prouver qQUE : Wanes ~ Wi,

+c

3° Donner une expression de w2, en fonction de C3, et de n.

Coan _ 1

2" o0 \nz

4° Déduire des questions précédentes :

II. ETUDE D'UNE FAMILLE D' INTEGRALES

On définit, pour x réel et pour tout entier naturel » :
Juf%) = jo "0 sin?"(6)do

1° Justifier que J, est de classe C' sur R, étudier ses variations et déterminer ses
limites en # co. Donner la valeur de J,(0).

2° Exprimer J, a 'aide de J,..;, pour n entier non nul.

3° Soit ¢ une fonction continue sur [0;Z ] ;on pose , pour tout entier # :

A, = J:"%(e)sm?"(e) de

a) On suppose : ¢f3) = 0. En décomposant I'intégrale A, sur deux intervalles,
. . _ 1
démontrerque : 4, of T )
b) On suppose a présent : ¢y'3) =0 . En se ramenant 4 la question précédente,
. ~ )L |z
montrer que : An =~ o(5)-3 J:
¢) Justifier la relation , valable pour tout entier » et tout réel x strictement positif:
Jnfx) = J;"/ze—zw sin®"(6)do + =™ J:/zez"? sin®"(6)dé

d) En déduire , pour tout réel x strictement positif: J,(x) ~ e \/%
n—r+co
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IIL DEVELOPPEMENT EN PRODUIT INFINI

On pose, pour tout entier » et tout réel x : An(x) = rﬂ Y sin’" (9 )dé

1° a) Pour quelles vaJeurs de x et de n cette intégrale est-elle convergente ?
b) Expliciter Ao(x) et A)(x) .

2° a) Exprimer , pour tout réel x strictement positif et tous entiers naturels n et &,
k+1
Pintégrale j’ % ¢2%6 5in21 (9 ) d6 en fonction de Ju(x) et de k.

b) Prouver alors I'égalité , valable pour tout réel x strictement positif et » entier :
Au(x) = f(x)J,(x) ou festune fonction indépendante de ».

3° En déduire une relation entre 4,(x) et An;(x) , puis prouver la formule :

1 C3, 2
An() = 25,, [H(x!ik:):l

4° Montrer que, pour tout réel x strictement positif, le produit infini H
k=l

x2+k’ eSt

convergent et est égal & (% (’“)

Cette égalite s'stend-elle sur £ 7

IV UN CALCUL DE » -5 ET DE ) %
nzl

n2/

- ln(ﬂ_’f"_l)

1° On introduit la fonction D par la relation - D(x) =

Montrer qu'elle est prolongeable en une fonction définie et continue sur R.

. +00
2° Prouver I'égalité, valable pour x réel : D(x) = Zln(] + ;—j)
k=1

k=I\_p=I

+o( +00
3° a) Justifier: V'x € J-1;1f D(x) = Z{Z(‘ 1)p_1 fg;]

+0f +0

b) Prouver que "'f est convergente pour x € J-1,1/.

q k7P P
k=I\_p=I

On admet que, dans ce cas, on peut intervertir les sommations dans l'expression de D.

4° En deduire les valeurs de Z L etde Z

n>] n>1
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