CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT CAPESA
DE L'ENSEIGNEMENT AGRICOLE

SESSION 2001
Concours : EXTERNE
Section : MATHEMATIQUES
PREMIERE EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE
(Coefficient : 2,5 ; durée : 5 heores)

L'usage de la calculatrice est autorisé

Le théme de ce probléme est I"approche, par plusicurs outils mathématiques, du nombre réel =@ dont
on maontrera 1" irrationalité,

# L probléme est divisé en cing partics notées respectivement Préliminaires, A, B, C, D ; ces quatre
demniéres parties peuvent Etre traitées indépendamment les unes des autres.

# Dans Jes préliminaires, la partie notée Pr(B) (respectivement Pr{C)) regroupe les items dont les ré-
sultats vous semviront dans la partie B (respectivement C).

» Le signe # indique que la question s"éloigne du théme principal du probléme,
1
s Le plan ¥ est rapporté ao rep&emhammédirm:?:{ﬂi{ﬂj}zh on note AE&BF&‘E’ le cercle
2

tngonométrique
La fonction cotangente est notée cot.

Préliminaires
Pr(B}

1. Précizer pourqued la fonction cotangents st une bijection de I'intervalle ]u%] sur [0+ m{
2. 5i P est un polynéme de degré p & coefficients complexes, P=a X7+ ap_,f"‘+---+au.'ayau1t
pour racines 2,,..., 2, donner la formule liant =i:,r aux coefficients a,.
k=]
3. Démontrer que pour oot réel x d&]ﬂ;%]. ona

1
sinx

COLY & =— =

'H'tl—'-

1%
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4. # Donner une équation cartésienne du cercle &, centré en 4 passant par B et préciser les points
d’intersection de ce cercle avec I'axe des abscisses.

5. Pour x réel non nul, on pose

o) =

e =1
a) Prouver que g se prolonge en une fonction continue sur /.
FPour simpiifier les motations, oe prolongement sera encore nowd g dans la suite.

b) Quelle est alors la valeur de g{0) 7

¢} Etudier la dérivabilité de g en 0.

d) Aprés avoir donné les limites de g en ~ @ et + o, donner le tableau de variations de g (on
pourra-étre amend & étudier le signe sur R de h:x i (1-x)e* = 1),

¢) # Demontrer que la courbe représentative de g dans le repére R admet au voisinage de — o une
asymptote dont on donnera une équation cartésienne.

Pr(C)

1. *Soit u continue sur 'intervalle [0,1], montrer que, si [/ est définie sur R par :
1
Ulx)= [ e)oos(za)ar,
1]

1
alors, U est dérivable sur R ec'Vx, x R, U"(x) = = [ u(t)esin{xr)ds
!

* Il v a plusieurs méthodes pour parvenir 4 ce résultat, I'une d’elles consiste & revenir & la définition du
'.Imnhrsdﬁ'i!rémunpﬂimttﬁuﬁﬁmi’hﬁgﬂh&{q‘u'mjusﬁﬁm}vahbltpnm'mus réels aet b :

e
|nmb-m:a+{b —a]siualii-b—_—;]—-

2. Soit P une fonction polyndme & coefficients rézls. Montrer que la fonction P est paire si et seule-
ment si lle est combinaison linéaire de fonctions mondmes de degrés pairs.
3. Soient P et ( deux fonctions polyndmes i coefficients réels telles que -

Yx,x iR,P’(:]IGM:-FﬂxjH.n:-I].

Démontrer que P et O sont nulles,

Partie A
Un algorithme n'utilisant que des opérations dites élémentaires
On se prapose de définir deux suites de réels(c, ) et (s,) . en posant :
EI =ﬂ &t -5| =4
1+\||'.:-_

¥nnzlc, = :

2
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1. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 1

2. Déterminer la limite de la suite (s, )__ .

3
3. a) Justifier |"assertion suivante : W, x>0, 3y, v e}ﬂ;:[fﬁn;L-:;-%m}..

b) On sait que pour x 2 0, |sin x| < x. En déduire I'existence d'une constante rationnelle A telle que
pmn‘tﬂntmﬁnrmnkl,rs*-rtziﬂ%:—.
4. Soit f:ﬂiqﬁ,:l—rsin’x:]—_r’:—sh-,
a) Donner le développement Limité & 1"ordre 6 de  en 0.
b} Démontrer que 5, admet le développement asymptotique suivant -
4 6
3_:,1_1.“_+i.L+D[L)_
34" 45 187 16"

-5 +d5

5. On pose, pour tout entier n supérieur ou égal 4 1 ; 1, =
a) Déterminer la limite de la suite (r,)_ ainsi qu'un équivalent de
b) Justifier que la suite (1, ), converge plus vite vers sa limite que la suite (50) o

.r,—nil-

Partie B
=* en tant que somme de séric ou comme intégrale
Dans route cette partie. n désigne un ennier sirictement posirf

ke
1. Pour lsisn,mpnu:r,,-mﬁh—n-i.Prququeusmm‘urmmtdmidamdiﬂium
+

L. En utilisant |a formule de Moivre, établir I"égalité suivante, valable pour tout réel a

Cl,. sing-cos™a - C2__ sin’a . cos™ g +-+(=1)"Cht sin®™lg = sin(2n + 1)a.

3. a) A l"aide de la question précédents, montrer qu'il existe une fonction polyndme 4 coefficients
réels notée P, que I’on explicitera, telle que pour tout réel g non multiple de x, on ait ;
s'm{ZH 4 I}a .
—_n'n‘"”a = P,_{ml n-].
b) Etablir 'unicité d"un tel pohméme F,.
c) Diéterminer les racines du polyndme F,.

It
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4. a) Caleuler le nombre 5‘=Zr, -:th:
&el k=]

b) En déduire la valeur de T, 0b T=3 — L
k=l gin® T

[ = I
S. Aprés avoir encadré ' rerouver le célébre résultat dil & Euler: Ya-x
fs]

k=l

=
6. Calcul .
“E{sz

7. # Plagons nous dans le cas particulier o 1= 2.

a) Exprimer mt% puis m-;i a I'aide de radicanx. En déduire que m% = IT'E._

b}ﬁmmmmﬁm&hrﬁglemmmmd'mdémgwrmﬁu
8. a) g désignant toujours la fonction définie en PR{'B], justifier 'existence de 1'mtégrale genérali-
sée K = Ig{:}ﬂx

o
b) On pose, pour n entier strictement positif, K, = [ xe™dx. Caleuler K, aprés avoir justifié son
a
existence,

H=]
¢} Vénifier que pour tout x nonnul, 3 " =
i

=mr

1-¢

=~ en déduire que :

1 1T —ar
K=1 rytetrt .fg{:}u dx.

RI
d) Montrer que K==

Partie C
Irrationalité de =

1. On pose, pour tout réel x et pour tout entier naturel ninzl),
g2t 1 2"
e

a) Calculer /) sur R ...en justifiant.
b) Donrier un lien algébrique entre £,.,, 1, et £,

L. Calculer f,(x) pour tout réel =,

45
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3. Démontrer que, quel que soit I'entier naturel i (1 2 1), il existe un unique couple de fonctions poly-
nomes (A,, B, ) 4 coefficients entiers tel que :

T vwx,x R, f,(x)= A,(x)cosx + B, (x)sin x,
@ A, estimpaire et B_ est paire,
@ les degrés de A, etde B, sont inférieurs ou égaux 4 .

2

4. Supposons que 1"on puisse écrire ;";—-E ol p el ¢ sont deux entiers naturels nom nuls.
g
Montrer qu°alors, le nombre &, défini par :

=" \Ezﬂt{ ;-:441'-:[ A)” m{ J

£5t un entier nature]l non aul.

5. En considérant la suite (u, ) . démontrer que n* est irrationnel,

Partie D
n? et les séries entiéres

4"(n l}

(2n+ 2]

Dmmmammdelnmmhuzz ** . en cas de convergence de cette série,

4°(nl)’

on posera Fx)= E {1;{:‘]_{]r ™3 On notera enfin pour n eN, a_ =2 O

" t:
I.Cdmduluqmﬁmtaﬂ et donmer le rayon de convergence de la séric entiére ZIMIH.
. a, (274 2)!

1. a) Deéterminer les constantes o et b telles que EI'l=L=-.:|-+£+[)[-l-].
@, n n

_5

b) Pour mz 1, on pose, v, —l—--'—lnrw =n* Montrer que, pour i assez grand
moR+

.'.uﬂ gﬂmtﬂ“‘t]_

Ve a W

" n

¢} En déduire I'existence de deux constantes strictement positives ¢ et o {qu’on ne cherchera pas i
préciser) telles que, pour i assez grand :

cv, =a, sdw, .
d) Que peut-on en déduire sur la convergence de la série Za_?

3. Justifier avec soin quelim Fx)= gan

i
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4. Le but de cette question est d'expliciter la fonction 7 On pmﬂ{.:]z[ﬁm;in:]:. quand ¢'est
possible. ..
a) Donner 'ensemble de définition de la fonction &. Sur quelle intervalle 7, la fonction & est-elle

dérrvable et méme de classe C*° 7
b) Vérifier que & est solution sur [ de 1"équation différentielle notée (L) ;

{l - xI]_v"{x] -o'(x)=2
¢) Calculer les nombres F(0), 7'(0), G{0), G*(0),
d) Démontrer que Wx, x &1, F{x)=G(x).

S. &) Déterminer I somme de chacune des deux séries mumeriques 3 %2 et 3",

b) On pose, pour tout entier i, R, = E S gt R, = Zn‘,- Prouver alors que :

&
k=m+] 4 K]

T ¥n,meN, 0= R, £3—2—I-_-.

@ pour n assez grand, R z—i—] (c a été défini dans la question D 2.¢)).
Frl .
&) Commenter les résultats &ablis 4 la question 5.b),

L
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