CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT CAPESA
DE L'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE | | -

SESSION 2001

~ Concours : EXTERN‘E
Section: Matheématiques

DEUXIEME EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

'Deuxiéme composition
(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 heqr_gs)

1 Notatlons et prehmmaxres. :

_ »E desxgne un € -espace vectonel de dlmensmn n,ne ]N nx2 et L(E) le ,
€ -espace vectoriel des endomorphlsmes de E. On notera idg I'identité de E O“" Te:
_ vecteur nul de E'et OL(E) I'endomorphxsme nul de E '

.V etant un endomorphlsrne non nul de E et k etant un entler naturel on déf t )

par: V' =id; et V"' =vFev.

e Un enddmorphi'sr_he'iv"d]e Efe_,st'_ mlpotentd'mdxcemeINsx Vol = O”E)et Ly

m
v —'Oum-

o f étant un endomorphlsme dun € -espace vectoncl F,on desxgne par Ker(f ) le
noyau de f. :

e $iF est un € -espace vectoriel de dimension finie, on notera dim(F) la dimension
deF.

e u étant un endomorphmsme de E, on demgne par @, l'application définie sur L(E)
par VveL(E) ¢, (V)=uov—vou.
L ob]et de ce probléme est d'étudier quelques proprzetes del applzcatzon @,
partzcu[zer la diagonalisation de uel de o,.

1.1, Vérifier que, pour tout éndomorphisme udeE, ¢, est un endomorphisme de L(E).

1.2. Pour tout nombre complexe A, déterminer ¢, ;_-

1.3.  Montrer que, pour tout endomorphisme u de E, dim{Ker(p )}>2.
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2. Etude d'un exemple.

2.1.

2.2.

2

" dordre 2 deﬁmes par M, (

Dans cette partie, on suppose que n =2 et on désigne par B = (e; ;e,) une base de |
. 2 3 . ] :
Soit u I'endomorphisme de E tel que A = (4 ﬁ] soit la matrice de u relativement a
3 v
la base B.

u est-il un endomorphisme diagonalisable ?

-On cons1dere M,, M, , M, et M, les matnces carrees a coefﬁc1ents complexes

nent A la base B sont respectwement M2 ; Mz ; M et, fa:

'C ‘(9,.,6, ,61 ,9 ) est une base de L(E)

Determmer la matnce Ade o, relatxvement a la base C.

o, est-1l dlagonahsable ? Préciser: les va.leurs propres non nulles dc cp“ etla
dlmcnsmn de Ker((pu) | ‘ : o _

| ,D_e’;’ermin_er le sous-espace propre associé 4 lé'pl_us grande va]eurpropre deeo,. -

3. Etude du cas ol u est diagonalisable.

3.1.

3.2.

3.3.

- Dans'cette partxe on suppose que uestun endomorphxsme dlagonahsable de E. On

désigne par (g, une base de E constituée de vecteurs propres de u. Pour tout

iN1sjsn

(1 j)efl;:nF, on définit 'endomorphisme v,; deE par :

vi;(&)=¢; et v;,(e, )= O sik=i.
Prouver que v, ; est un vecteur propre de @, .

En déduire que @, est diagonalisable.

“Soient A,,---, A, les valeurs propres de u deux & deux distinctes et v(r,), ,VEA,)

les sous-espaces propres associ€s de dimensions respectives n, ,+++, 1, .

Quelle relation vérifient n,n,,---,n, ?

r

Exprimer la dimension de Ker((p-u) etle rang de @, en fonctionde n,,---,n_.

f
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4. Etude du cas ou ¢, est diagonalisable
 On suppose maintenant que ¢, est diagonalisable.

4.1. Soit x un vecteur donné de E, non nul.

4.1.1. Montrer que: Vy €E, 3we L(E) tel que y = w(x).

ou.

4.12 Montrer qu'il ex1ste une base de E notée B(x) telle que B(x)= (vk ( x))

[.2. 1sksn-
- \ Vk e [] n] Vk est un vecteur propre de Qu

42, Demon "er ue est,

43. Montrer que (pu —OL(E) @3). e@ tel que u= ?ud
5. Une.'propriété des vectgurs propzjés,de-. ,-

Dans cette partxe on suppose que P, admet une valeur propre non nulle 7\. € Gf "‘,,
: desxgne un vecteur propre non nuI de <|pu assoc1e an. s S

5. 1 1. Montrer que: Vke IN vk est un vecteur propre. dc o, et precxser la valeur propre

associée. -
‘ R

5. 12 En:dédﬁir"eiiqﬁé V. est.:un' eﬁdofﬁ'bfpﬁisme nilp'otent‘; Quelestl'mdxcemaxxmaldev?
5.2. | Dans cette questlon, on suppose que v est mlpotent d'mdlce n. R R
52.1. Montrer quc pour tout naturel ktelque: 1sksn-I, dxm(Ker( )) < dim-(Ker(v"';‘w))v:"
5.2.2. Pour tout naturel k tel que 1<k <n, déterminer dim(K.er-(vk )) |

52.3. Démontrer que @, est diagonalisable.
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Probléme 2 : les nombres d'Euler

« n est un nombre entier naturel supe'rieur ouégala3. Soit Q, = {x,,xz, » X } un
ensemble de n nombres réels dont les mdxces sont choisis de telle sorte que
1sksn=-1=x,<x,.

- eUn zngzag de Q, est une permuta‘uon (x‘,é,), g2y ‘,(,,,) desn nombres de'Q, de
sorte que les sxgnes des quantltes sthsiy ,( k)altement en: fonctxon de k

. a(k ,) sont opposes

e Un zigzag .de,Q est appele de‘ premlere-espece orsque x,m < xcm :
espéce lorsque o) > Foy*

e Par exemple (4 3 5 1 2) est un zlgzag de seconde espece de {1 2,3, 4 5} par
contre (2,5, I 23 4) n est pas un zxgzag ’

3 « On note E (Q )le nombre de zlgzags de premlere espéce et E' (Q )le nombre de
z1gzags de seconde espece des nombres de Q

«Pourn=2,0n conv1endra que E (Qz) Ez(Qz) 1; (1 ,2)et (2,1) seront _
. consxderes comme. des mgzags respectwement de premxere et dei seconde espece de

L =2}

e Pourn= 1, on conviendra que E, (Q )= E' (Q )" 1;(1)sera consndere comme unm -
zigzag de premiére espéce et comme un zigzag de seconde espéce de Q, = {1}

« Pour x réel, on note [x] la pattie entiére de X, clest-a-dire le plus grand entier relatif
inférieur ou égal 4 x.

1 Une formule de récurrence pour calculer les nombres d'Euler
1.1.1. Soit ne IN'; démontrer que (xam, b BT ,(,,)) est un zigzag de premicre espéce

de Q, si et seulement si (o(1),5(2),...,0(n)) est un zigzag de premiére espece de
I'ensemble [, = {1,2,...,n}. :

1.1.2.  En déduire que le nombre de zigzags de premiére espéce de Q, est égal au nombre
de zigzags de premiére espéce de I,.

On notera E, cette valeur commune : E, = E (Q,) = E,(I,) etonposera E, =1
les nombres E, ainsi définis sont appelés nombres d'Euler.
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1.2

1.3.

1.4.

1.4.1.

- 1.4.3.

14.4.

1.5.2.

2.1

2.2,

En déguire la formule : V& N Em QC M o

Montrer que Vne N, E (Q,}=E,.

Par un recensement des zigzags correspondants, calculer E,;,E, et E;.

n+l -

Soient ne IV et (a,,az,...,am,) un zigzag de premiére espéce des nombres de ]

81 a, =1, montrer que i est impair, soit i = 2k+1.

‘Montrer que (@y,2s@ais3omes s ) est un zigzag de seconde espéce si 2k <n.

| n

ks

.o

1.5.1. Par un ralsonnement analogue sur la place du nombre n+I dans un 21gzag de

g premlere espece de I, ,démontrer que :

VneN' Em—l ZCZMEzknEn-I 2% (2)
o k=0 - '
( -
N E,=1 :
Montrer que la suite (E, )m5 v €St définie par: 4. E, =1 €))
| vneN'E,, = lZC:EkEn-& |
\ : k=0

Lien avec une equatxon différentielle

Une urne contient i, (7 € IN ") boules numérotées de 1 & n. On effectue une suite de
tirages sans remise des n boules. On note q, la probabxhte que la suite des n numéros

obtenus soit un zigzag de premiére espéce de /,,.

Calculer a, en fonction de E, et de n. On posea,= 1. Trouver une formule de
récurrence permettant de calculer les nombres a, .

Démontrer que 0 <a, <l pourne N.
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2.3.

24

25,

311

312,

313

3.2

3.3,

3.4.

3.5.

3.6.

Calculer S(x) pb‘ur xe]—R,+R[ -

" Développements en séries entidre:

1
fonct_loqs x > tan(x) et _x.|—-> -

Démontrer que le rayon de convergence R de la série entiére de terme général
u, = a,x"est supérieur ou égal a 1.

On note S(x) la somme de cétte série sur l'intervalle ]-R,+R].

Démontrer que S est solution de I'équation différentielle : 2y' = y* + 1 sur l'intervalle
]-R +R[

Démontrer que :tan(-’-c- .;.'f.)v: 1 +tan(x) pour X #— +k1: k e"nti'ei; "relé'tif‘.
AEEEE 2 4 cos(x) 2 .

v_ Donner en utxhsant les nombres d'Euler, les developpements en senes entleres des

- sur I'intervalle ]-R,+R[
cos(x)

Que]leest la valeur dela ‘dériVée d'ordre n en 0‘ dela fonctiénvtan; 9 = 3

Mdﬁt;‘er-dile T < R: _<_§ . _

Trouver un développement limité d'ordre 5 de la fonction § au voisinageii& 0.

Si I'urne de la deuxiéme parue contient 5 boules, quelle est la probablhte pour qu' une
suite de tirages sans remise des 5 boules ne donne pas de zxgzag ? :

En utilisant des relations simples liant les fonctions tan, —, sin et cos, démontrer
_ cos :

les relations :

Vne N,zn:(‘l)k CZk“Ezkn =1 4

2n+1
kn0
VneN',Y (-)'CLE, =0 (5
k=0

A l'aide de ces formules, calculer E et E,.

En utilisant les nombres d'Euler, trouver les développements en séries entiéres des
X 2% ’

: - 7 - e
fonctions @ :X a1 et y:x = . sur -R,+R[.
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