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(Cosfficient 2,5 ; - Durde : 5 heures)
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. flx) = —X — six =0
* On désigne par I la fonction définie sur R par g - 1

fio) =1

_,
* [C) est la courbe d'équation ¥ = f(x) dans un repére orthonormal (O, i, ?J.
1-1- Démentrer que f est continue et dérivable sur R.

1-2- Donner le tableau de varfation de f.
1-3- Etudier les branches infinies de (C) et préciser les équations des asymptotes
quand elles existent.

3 3
1-4~ Tracer la courbe dans le repére (0, i, J) o |'unité est égale 4 2 cm.
2-1- Démontrer que f a un développement limité d’ardrs n, pour tout n € M, au

veisinage de 3,
2-2- Trouver ce développement limité pour n = 4,

3-1- Démontrer que la Tenction % est développable en série entiére sur R et donner

o développement.

3-2- En déduire que f est de classe C° sur R, c'est-d-dire qu'elle admet une
dérivée n'*™ sur R quel que soit I'entier naturel n.

3=3= Calculer fm:'t'DJ pour & = k = 4.

On appelle nombres de Bernoulli, lss nembres B, = i'm[D] ol k est un entier

naturel
4=1- Démontrer que les “':'m':'fﬁ.ﬂk sont des nombres rationnels.
4-2- Démontrer que, pour p € ", B = 0.
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3-1- En remarquant gue (e® - 1) f(x) = x et en dérivant in + 1) fols membre 4

B, = 1

nel=-sHg =

B,

A+l

k=n-1

membre cette égalité, démontrer que B, vérifie : -1 Dk
o+l E
k=0

s-2- En utilisant ce résultat, calculer B,
6-1- En posant z = % . résoudre |'équation différentiells
. 2
(E) : xy* + (x =1y +y =0

&-2- Wérifier en particulier que f est solution de [EN
7-1- Scit g la fonction définie par g(x) = xf(x) + {x - 1f(x) + £(x) ; en

calculant g[":'m]. trouver une autre relation de récurrence llant les nombres B,.

5
By =1
1
B .. |
7-2- Montrer que les nombres b, = TEn)i vérifient : - et
=1
ﬂ-ﬂ iy bI'L e E-ﬁ E hkbh-k
k=1

7=3= En déduire la valeur du nombre de Bernoulll By
N.B. On résumera les résultats trouvés dans un tableau de la forme :

n oL |2|3|4|5]|86 ?i':E E
1
i I |

8-| En utilisant la formule (7-2) démontrer que B, est du signe de (-1"" pour n e B®

|F’ART|E o

£ 00) = |

[-] Pour t < R, on note 1, la fonction définie sur R par « etX
X w0 e f(x) =

1=1- Démontrer que f, est de classe c® sur R
1-2- Pour n € N, démontrer que f:ﬂ[Df' est une fonctien pelynomiale de t gu'on

k=
notera P_(t). Montrer que P_(t) = EE’_‘I B, t"". Vérifier ainsi que P,(0) = B,.

k=0

2-| 2-1- Démontrer que, ¥ n e K, Pplt+l) = P (t] = at™ ™t

2-Z- Démentrer que pour tout entler naturel m = 2, P[0} = P_{1).
2-3- Démontrer que, ¥ o < IH', Falt) = nF__,(t].
1

2-4- Démeontrer que, ¥ n e N, f P,(t) dt = 0,
o
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FarTiE -llI-

p=n
*Pour n € N" et k & N, on pose 5.(n) = E pi- Le but de cetie partie est de
p=1
caleuler cette somme sous la forme d'une fonction polynomiale de n.
p=n=1

Pour n & M, on note h, la fonction définie sur R par h{x) = x E EF:'E.

peD
1-1- Développer h, en série entidre sur R.
I-2- Exprimer h (x) en fonction de fix] et de f_(x).
I-3- En dédulre un autre déveleppement en série satitre de by, avec les nombres B,

k+1-)

Jek
2-1- Démontrer la formule S.(n) = n° + l:+-]. EC‘ Byn 7, pour k € N,
jo

i+l

pen p=n
2-2- Caleuler S,(n) = | p° et Sym) = T p°.

p=] p=l
2=3- On wérifisra que S,(n) et 5.(n) sont des fonctions polynomiales de n. Trouver
les racines réslles de ces deuxt fonctions polynomiales.

|FAHTIE =1V~ |

. s
) L] 1 IEEH:I (2m)
* On admettra le résultat suivant : ¥ ke N, E H_Euw.__

w=1
* Pour une démonstration de ce résultat, on pourrait se référer & la deuxidgme
gépreuve du concours externe du CAFESA de 1957.
_z t=FT o

Demontrer que lorsque k tend vers +=, By, -
[Zm)

2-1- Quel est le rayon de convergence R de la série entidre ds terme général

ulx] = F %"

2-2- Démontrer que la somme de cette série est égale & f(x) sur 1'intervalle de
convergence |=R,+R[.

Développer en série entiére la fonction 3 définie sur R par {,(x) = x coth(x) si

x = 0 et £5(0) = L (coth est la fonction cotangente hyperbolique). Préciser en
particulier le rayon de convergence de la série obtenue.

Développer en série entidre la fonction [y définie sur l-mw,+nl par
falx) = xcotan(x) si x » 0 et f4(0) = L
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[F’mﬂs o

e

Pour (n,p) & N =N, on pose u [p) = I e T g,

a
1=1- [Mmontrer que cette intégrale est convergente.
1-2- Trouver une relation de récurrence liant u,(pe1) et u ip).
1-3- Calculer u (p) en fonction de n =t de p.

k-1 _-nt
2-| Pour (n,k) & ¥=N" on note I [k} = J t T £ dt. Démontrer que cette intégrale
e =1
o
est convergente. Montrer que ¥ k & W', I (k] tend vers O quand n tend vers +e.
P=n
Pour in,k) & M, on pose s,(k) = T w(2k-1).
p=1

3-1- Calculer s.(k] en fonction de [[k) et de T,k
e

3-2- En déduire la valeur de intégrale J'
[x]

=1

at-l

dt pour k & N,

-3

..,w -
t t
3-3- Calculer J 3 dt et f "y dt.
e =1 g e =1
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