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PREMIERE EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

Premiére composition

(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 heures}

1 Définitions et notations

Scit £ un R (cu C) espacs vectoriel &8 £(E) l'espace des endomarphismes de E.

Sorr f un endomerphusme de E. On dit que fest de rang fini s ) esr on sons-espace vectogel
de dimension finie de E. La dimensica de fE) est appelée rang de f et on la note (5.

Lensembis des endomorphismes de rang finl est naté F(E).

2 Exemples et Quelques propriétés des opérateurs de rang finis

1. Seit E=C"([0,1],R). On définit f : E — E x — flz) = 1’ dérivée de z. Pour tout entier naturel
k. k > 1, on note g I'lément de E défini pour tout t € R par gelf) = ™.
a) Montrer que pour tout entier naturel k k > 1, le systéme {¢,93,... .0k} st libre.
b) En déduire que f € FLE).

2 Soit F=RI[X]. 86t B € E,B # (, on rappelle que pour tout 4 € E, 1l edste un couple umique
(@, R) € E? tel que A = BQ + R savec B = 0 ou deg(R) < deg(B). Le polynéme R (resp : @) est
appelé le reste (resp : le quotient) de la division enclidienne de 4 par B, On définit f: E—< Equia
tout pobmnéme F associe FF) qui est le rests de la division euclidienne de P par BE.

a) Montrer que f € L(E).
b) Prouver enfin que f & FiE).

3. Soit E un R- espace vectoriel.
a) Montrer que F(E)) est un sev de L(E).
b) Scit u € F(E) et v € L{E), montrer que uov € F(E). et vou & F(E).
¢) Montrer que idg £ F(E) s, et seulement si, dim(E) < 4-o00.
d) Diéduire de ce qui précéde que F(E] = L(E) &, et seulement &, dim(FE) < oo
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4. Soit fe F(E),rg(fl=nzl

Soit B ={e1,ez,... ,en} ot B'={e},6},... ,€,} deux bases de f{E). On note f la restrictionde f &
f(E). Soit A et A’ les matrices de lendomorphisme fi respectivement dans les bases B et B'. On note

P la matrice de passsgede B a4 B,
a) Montrer que

A'=FrAP

b) En déduire que pour tout z € C

det(d — zI,) = 0 4= det(d' = zI,) = 0.

3 Inversibilité de idg — f
Iei K est un corps commutatif. Soit E un K -espace vectoriel et f & F(E) vérifiant
ker(idg — f) = {0g}.

Soit B = {ey,,... ,en} une base de f(E), on note f; la restriction de f & f{E) et A Ja matrice de f; dans

la base B. On notera (ai7)1<i<n le terme général de la matrice A
155

1. Montrer que (idg — f)yg) est injective et en déduire que I, = A est inversible.
2. Soit y € E. Justifier I'existence de n &léments 5,,... ,4, de K tels que

fly) = E“:ﬂ.-ﬂ.-
=]

et montrer qu'il existe un n- uplet unique (o, ... ,&,) € K™ vérifiant pour tout i € {1,..

B; +E'EWJ'1.? = .

=1

3. Montrer que équation d'inconnue u € E

(ide — f){u) =y
admet pour unique solution = définie par
T=y+ Y e
i=1]

(u'en déduit-on pour idg — f 7

4 Résolution d’une équation intégrale

. R}

Ici E' désigne 'ensemble des fonctions numériques, contimies sur [0,1]. Soit y une fonction donnde de E, on

&:pmpmadedét&rmjmrmmbsfﬂncﬁﬂns;EEvmﬁmtpwm!:E|I;II,1]

1
=(0) - [ (¢ - s)a(s)ds = (o).

(1

L6
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1. Sﬂitfl'&ppﬁmﬁmdaEdms,Eqﬁibm:tEmminn:EEamﬂnielafﬂnnﬁnn_f{::}de.ﬁ&&ﬁnie]ﬂm
tout ¢ € [0,1] par

1
Fl@) () = ng (t — s)z(s)ds.

a) Mnntrmquefestunnparﬂeurdemgﬁmdmtmbueﬁde FLE) est comstitude des fonctions
ey et &g définies pour tout t £ [0, 1] respectivement par e;(f) =1 et e3(t) =t. On note fi la restriction
de f & f(E).

b) Montrer que ker(idg — f) = {0g}.

2, !I.:!Mﬂnﬁﬂrquklﬁmdﬂﬂﬂéﬂﬁlﬂﬁgdﬂf{ﬂ}dmlubﬂﬂﬂﬂmﬂt:

By = —j: sy(s)dset Sy = Jl: yi8)ds.

b) Déterminer la matrice A4 de f; dans la base B, montrer que J;—A est inversible et caleuler (Tp—A) L.
¢} En déduire l'excpression de la solution r de I'équation (1) en fonction de y.
d) Donner l'expression de z pour y(t) =%

5 Valeurs propres d’un opérateur de rang fini

1. On suppose que E est un C-espace vectoriel qui n'est pes de dimension finie. Montrer que pour tout
f € F(E), 0 est une valeur propre de f.

2 Onposerg(fl=n =1, 500t B={e,e,... ,en}mrebaaed&_f{ﬂjetalamatﬁmdel’eudumarphme
fi, restriction de f & f(E) dans la base B.
a) En utilisant la question 1) partie 2 montrer gue si A € T° est valeur propre de f alors

End&qumsihmmvﬂemmmammnedefdm
det(A = Ala) = 0. (2)

b) Mantrer que pour tout nomhbre p non nul tel que 3 n'est pas une valeur propre de f, idg — pf est
jn-.rerm‘bla.Ehd&dxﬁmquelmvﬂwmpmpmmwﬁasldgfmmmememlﬁrmmmﬂm
de 1'équation (2).
5. On considére & nouvesu l'opérateur de rang fini f défini dans la partie 4.
a) Déterminer les valeurs propees de f.
b) Pour tout entier naturel non nul n, on définit la fonetion =, pour tout ¢ € [0, 1] par :
Zalt) = cos(2nxt).

Montrer que pour tout entier n non nul, le systéme {Z1, T2, .. s I} €5t un systime libre de ker({f).
Qu'en déduit-on pour le sous-espace propre associé & la valeur propre 07

Désormais E est un espace préhilbertien complexe de dimension infinie Lé produit scaleire de dews
vecteurs T,y de E sera noté (z,y). On diro qu'un endomorphisme f de E est hermitien si pour tout
sy eE

(f(=)w) = (z. flv)).

Dans la suite [ est un endomorphisme hermitien, de rang fini n > 0. On notera Apy Az, ... s Ay TES
valeurs propres non nulles de f qui sont distinctes dewx & deux. Pour tout entier i € {1,2,... P}
on notera B, le sous-espace propre associé & lo veleur propre A
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4. a) Montrer que toute valeur propre de f est réelle.
b) Montrer que pour tout i,j €{1,2,... ,phi¥#jona EyLEy,.
5. Justifier que
E=f(E)& f(E).
a) Montrer que f{E)* est stable par f .
b) Soit t € f(E)*. Caleuler (f(£), f(t)) et en déduire que f(E)" C ker(f).
¢ Sait t € ker(f). Pour tout u € E, calculer (¢, f(u)) et en déduire que f(E L = ker(f), puis que

E = f{E) @ ker(f)-

(u'en déduit-on pour la dimension de ker(f}7

6. Soit g la restriction de f & f{E). Montrer que les valeurs propres de g sont exactement A, Ag, .o A
et en déduire que

FE)=Ep, ®@E, ... 9 Es.

Fn déduire V'existence de n réels nom mals, gy, b, .. . , fi, €t d'une base orthonormée {er, 80, &}
de f(E) vérifiant pour tout i € {1,2,... ,n}, fle) = me

6 Alternative de Fredholm pour un opérateur de rang fini

Soit f un opérateur hermitien, de rang fini n > 0, défini sur un espace préhilbertien complexe E. On se
propose de résoudre 'équation d'inconnie = € E

z—pflz)=y (3)

oft p est un nombre réel non nul donné et ¥ un vecteur donné de E.

On DOtera [y, fig. .. . 4, Jes 1 valeurs propres réelles non mulles de f et {e,63,... 450} une base or-
thonormée de f(E) formée de vecteurs propres de f vérifiant pour tout ¢ € {1,Z,... ,n}, fl&i) = s, dont
'existence & &t établie dans la partie précédente.

1. On suppose que 4 n'est pas une valeur propre de f.

a) Montrer que 'équation (3) admet une unigque solution. On notera xy cette solution.
b) Montrer qu'il exdste un unique n -uplet (o, 0,... 0] € T te] que

N
=1
En déduire que pour tout k € {1,3,... ,n}
(f(zo)rga) = (Flw) 5a) + paone
puis que
o = (=0, 5) — (9. %)
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¢) En écrivant que &y vérifie 'équation (3) montrer que pour tout k={1,2,... ,n}

L ().

1= puag

(Zo,ex) =

d) On pose v = L. Déduire de ce qui précide que

k1]
p—— F:;!EJI;!&I
Ta=y E e
2. Onnote {Ar,... Ap} lzs p(p<n ) valeurs propres non nulles de f qui sont distinctes deux 4 dew.
On suppose maintenant qu'il existe k € {1,2,... ,p} tel que p=-.::-
a) Justifier pour tout rE E,.y € E

{ x=5" a+z"
Elr_—‘Efﬂ!l'i‘l'ﬂ'"

avec pour tout ¢ € {1,2,... ,p} =i et yf € By, et 2, ¢" € ker(f).
b) En déduire x vérifie (3) i, et seulement si,

pour tout i € {1,2,... ,p} (1 — pN) =yiet 2" =y".

¢) Conclure de ce qui précéde que si {3}ndmetuneaul-uﬁnn,ﬂamn&maﬂj:@mntyeE*-
d) On suppose que la condition y € Ey, est remplie.
d1) Montrer que I'équation (3) posstde une unique solution EE{,{;lr at que

P
1
:.‘E:f'r-l- _—-y:.'

d2) En déduire que toute solution = de (3} s'derit
T=z4+2

avec T € Ey, .

7 Un exemple d’application

On pourra utiliser ls formule de Fubini : pour toute fonction k continue sur [0,1] » [0,1] A valeurs dans C,

on &
f: {j:h{a,tjd.t)ds = fui_ (f: h{a,t}d.g) dt.

Ici E désigne 'ensemble des fonctions & valeurs dans C, continues sur [0,1]. On munit E' du produit scalaire
défini pour tout w,v € E par

(u,v) = J[ ' u(to(t)dt.
o

Etant donné p un réel non nul et y : ¢t — #2, on se propose de déterminer toutes les fonctions x € E vérifiant
pour tout ¢ € [0, 1

1
rm—p£#+ﬂﬂﬂﬁ=ﬁ- (4)
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Gndﬁsign&pﬂfl’app]iuu.tinndaEdequi&tuuﬁﬁ:m:tinanEﬂbd&l&fmwﬂDE_f{z}deE
definte pour tout ¢t € [0,1] par

1
f(z)(t) = L (¢ + s)(s)ds.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E, hermitien, de rang find at montrer quil admet pour valeurs
propres non mulles

1 <3 1 3
=gt eh=3oT

Montrer que les fonctions z; ¢ 8 — 1 + /35 et Tz 1 5 — 1 — +/3s constituent une base erthogonale de
wvecteurs propres de flE).

2, Calculer les intégrales
1 1
f & o (s)dset f g zy(s)ds
0 o

et en déduire que si p= 4 ou p= & I'équation (4) n's pas de solution.

3. On suppose que p % = et p # 4.

a) Montrer que (4) admet une solution unique zp et qu'il exdste une unigue couple (a, b) e C? tel que
pour tout & £ [0,1]

zg(8) = a+ bs + 52,

b) En écrivant que x est solution de (4) montrer que a et b sont solutions du systéme
i ok
".I‘:"I:+|:1— }Er=-§
4. Résoudre le systéme précédent et conclure que pour tout & € [0,]]

_1_plp—18)  plp+d)
zol2) 6p+12p =12 p*412p-12

8+ 8°,

(0
MATELISH.doc



