CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT CAPESA

DE L'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE

SESSION 2004

Concours : EXTERNE
Section :  Mathématigues

DEUXIEME EPREUVE ECRITE D'ADMISSIBILITE

Deuxieme composition
{Coefficient 2,5 : - Durde ! 5 heures)

Dans la premiére parne on étudie deux suites construites par récurrence & pam'r deaget b
et convergeant vers un nombre appelé movemne arithmético-géométrigue de g et b, On
cbtient également une majoration permettant de contréler la « vitesse de convergence » de

ces suites. Enfin on étudie un exemple nomérigue.
La deuxidme partie est consacrée & 1'émde de ceraines intégrales impropres

convergentss. On donne une expression de ces intégrales & J'aide de moyennzs
arithmético-géométriques appropriées. Cela penmet un calcul approché efficace de cos

intégrales.
Enfin, dans la troisiéme partie, on applique les résultats précédents 4 Pémude des

intégrales i mempres J —J%—uu P est un polynime du troisieme degré i coefficients réels
qui est strictement positif sur I'intervalle ouvert Jp,z[ =t ol chacune des bornes y et = est sout

une raciné de P, 501t —oo, 5011 +0. Dans tous les cas ol une telle intégrale existe, on en obtient
soit la valeur explicite, soit une expression i I'aide d'une moyenne arithmético-géométrigue.

A. Premiére Partie:

A.l. On définit par récurrence deux suites {g@n)aex €1 (bolnew de réels de la maniére
suivante :

ag = a ; bp = b et, pour tout entier o € M,

Hprl = -J'ﬂ:nb.l &1 'E'JHI n "lt;ub
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A.11. Montrer que, pour tout » € N, on a

a{bﬂ_ﬂn "b':l'___q.ﬂu

_ AJLZ Montrer que Iz suite (a,).en 25t strictement crofssante et que la suite (b.)qen e5t
strictement décroissante.

A.L.3. Montrer que, quels que sofent les entiers naturels p et g, onaa, < bg.

A.L4. Montrer que les suites {g,)aen et (Baleen sont convergentes, et qu'elles ont fa

méme limite.
Cette limite, qu'on notera M(a, b), est appelés mopenne arithmérico-géométrigue des

nombres a et &,
A.1.5. Montrer que, pour tout réel 1 strictement positif, on a M{za, ib) = tM(a, b).

1
All. Onpose p = J%—,i - blo-a) et, pour tout entier n,

(b +a)?
= 18 - lﬁ! b = dyg
p" E:" et .1. _{‘b'l:._::r}ll

A1, Donner une expression de p?,, en fonction de g,
A2, Donner une expression de A, en fonction de p,.

A.11.3. Montrer que, pour tout n & N, on a 1. < 12, En déduire que
pourtoutm € M, 1, € 1+

A.ll.4. Montrer que, pour tout n & N, I'erreur relative commise en remplagant M{a, b)
i i Mia. b) - a, . 1 - pl
par a, (¢'est-d-dire le nombre Mz, B) ) est majorée par — 2,

A.L5. En déduire que cette erreur relative est majorée par 4 13"

ANl Déterminer une valeur approchée de M({50,200) a 10-% prés par défaut

B. Deuxiéme partie

B.11.Des réels strictement positifs @ et § étamt fixés, justifier la convergence de
I'intégrale impropre

e [ ds
@8 '[':' (2 + a2)(x2 + p2)
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B.1.2. Calculer I{a, a).

B.L3. On pose
Jag
G RO - —
'['" fo* +a?)(x? + f)
En faisant dans cette intégrale le changement de varable x — & établir un= relation

r
entre I(a, 8) et J{a, f) [on justifiera |'utilisation du changement de variable].

B.l.1.En faisant, dans lintdgrale Ia),b), le changement de variable
x— Jxf +ab — x, prouver que I{a;, b, ) = I(a,b).

B.IL.2Z. Montrer que, quel que soit'entiecn € M, ena

= T
_EF: L Hﬂ,b) < E‘.

B.I1.3. En déduire une expression de I{a, #) en fonction de M({a, &).

B.IN.1. En appliquant les résultats précédemment obtenus, déterminer une valeur
approchés & 107~ prés de I'intégrale
] Jl'ﬂ'ﬂ' o
o= e ———
¢ Jo¥ + 2300)(% + 40000)

B.HILZ. Dans cette question, on se propose de comparer I'efficacité de la méthode
d"approximation précédente avee celie de la classique « méthode des rectangles », appliqués
au calenl approché de I'intégrale Jo. On pose, pour chaque entier n = Ma*,

el

" o [(J-%i}ﬂzm][[lﬂfl}i:dﬂmuf

Déterminer une valeur de "entier n telle que 5, soit une valeur approchée 4 10-5 prés par
excés de Jp. (Le calcul de cene valeur n'est pas demandé.)

B.IV. 1.0, Justifier I'existence de 1'intégrale

ey
Kla,b) = dx .
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BV 1.0, Dé PO S
il, Démontrer que K(a, &) Wa 5]

8.V, 2.0, Jnsufier |'existence de |° intégrale
_a?
H(a,b) = dlx i
I-” Sz +ad)z+b9)

B.IWV.2.ii. Démontrer que H{a, &) = K{g, &).

[Om pourra faire dans I'mtégrale H{a, b) le changement de variable x — —Hﬁ}.]
x+a

E.V. On considére deux réels £ et p vérifiant |5| < 2p.

B.V.1. Prouver la convergence de "intégrale impropre

= [T dx
o=, JoF+ =407

B.V.2. En faisant dans cette intégrale le changement d= veriable x — *;L‘II prouver
1'égalité

Lis,p) =

(355577

—y?
[Nl pourra &ire utile de prouver que, si on pose w = %,ﬂn&

e p? = 2R +p](,llu? +p —u}z,]

. Troisiéme partie

On considére un polyndme P du troisiéme degré & coefficients réels,

C.l. Montrer qu'il cxiste des réels u, v et w (non nécessairernent distinets) vérifiant

4 S v & w et tels que, quel gue soft le réel x, on ait
P(x) = Osiet senlement si[r = voux = voux = wl,

ClI. On suppose que le polyndme P est upitaire, c'est-a-dire de la forme
XY +aX?+ FX + 7, o, ety étant des réels quelcongues,

C.IL1. On suppose que u < vet v = w. Emdier la convergence de chacune des intégrales
[ o [T
# JE(x) v fPx)

ClLZ, On suppose que u = ¥ et v < w. Montrar que I'intégrale
.I'-Hl:l ii;
» P&

est convergente et calcoler sa valeur en fonction de u et w.
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C.11.3. On suppose que u = v = w, et que P n’a aucune autre racine complexe. Etudier la
convergence de 1'intégrale
j'Hl} g
v fP(z)

C.I1.4. On suppose que = v = w, et que P a 2u moins une racins complexe non réelle,
Montrer que I'intégrale

&
v JP(x)
a un sens et qu'elle peut s'exprimer 4 1"aide d'une moyenne arithmético-géométrique

adéquate.
[On pourra faire dans I'intégrale le changement de variable x — &= ]

C.I.5. On suppose que v < v < w, Montrer que chacune des intégrales
[ o [ _de
w JP(x) w fPx)

3 un sens et peut s'exprimer & |'zide d'une moyenne arithmético-géométrique adéquate.

C.II. Reprendre 1'étude de la question C.II en supposant cette fois que P est un
polyndme du troisiéme degré i coefficients réels quelconque (non nécessairement unitaire).

C.IV.1. Donner une expression de 1'intégrale
= dx
A=
gL PR

4 I"aide d'une moyenne arithmético-géomé&trique.

C.IV.2. Déterminer une valeur approchée de A & 10~ prés.

2]



