_ CONCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT
DE L’ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE

SESSION 1996

Concours : INTERNE ET EXTERNE
Section: Mathématiques

PREMIERE EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

Premiére composition : algébre - analyse
(C. Intemne : Coefficient : 3 - Durée : 5 h)

Premiére composition
(C. Externe : Coefficient : 2,5 - Durée : 5 h)

Dans tout le probléme, a est un entier strictement positif fixé.
Le but est de décrire et de comparer des suites de rationnels convergeant vers va® +1.

Vazﬁ—a
_“—""""a .

Notation : on pose r=

Questions préliminaires

P.1. a) Montrer que :

1 1
———= < VJa*+l-a < L

. 2a 8’ 2a
b) En déduire que a est l'entier le plus proche de va*+1 , c'est-a-dire que, pour
tout entier k appartenant a N, distinct de a,

‘x/a2+1 —al < 'x/a2+ —k’ :
P.2. Application numérique :
En déduire une valeur approchée décimale de V626 a 107 pres par exces.
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PARTIE I Méthode de PADE

LA. Une suite définie par récurrence

On définit la suite (¢,) ., Par
1
ty=a et Vne N ¢, = tn+—2—g(l+a2—tf).

IA.1.En supposant (uniquement pour cette question) que a= 2, donner une
représentation graphique permettant d’obtenir successivement les quatre

premiers termes de la suite (Z,) _,-

: : : 1
[.A.2. a) Montrer que, pour tout entier n, f, est un rationnel appartenant a [a ;a+ :)E}.

b) Montrer que, si (£,),, CONVerge, alors sa limite est Va® +1.

On pose , pour tout entier naturel n : e, = \tn —vat+ 1\.

Jat+1+t, _1)

1.A.3.2) Montrer que : VR € N e, = en(

2a
b) Démonirei que, pous tcut entier 1, on a les deux inégalités suivantes :
1 ( 1 )" P
x) e, < —| 77 ; *%) e, = a .
( ) n 2a\2 a2 > ( ) n 2n

¢) Prouver que la suite (z,) _, €st convergente.

[.A.4. a) Vérifier que l'on a:

vne N e, = re,,(1+(——1)"+1 —e—'—’—)
. 2ar

1
b) En déduire I'existence d'un réel A appartenant a ]O : -ilaez’(z“z‘” { tel que :

e, ~ Ar" .
+00

[ B. Construction géométrique des termes de la suite (2,) _.

(Aucun dessin n’est exigé dans cette partie.)

Soit (O,?, ]) un repére orthonormé du plan et A le point de coordonnées (a,0).
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Pour ¢ élément quelconque de {a;a+—21:1-], on désigne par M? 0,, O,, les points de |

l'axe (0,7) d'abscisses respectives £, t+a et t-a. On construit le point L tel que

—_—

ML

= .

'LB.1. Montrer que les cercles (Cl) de centre O, passant par A et (Cz) de centre O,

passant par L sont sécants en deux points distincts.

On note P le projeté orthogonal de ces deux points sur I'axe des abscisses et N le
symétrique de M par rapport a P. '

I.B.2. Montrer que 'abscisse t' de N est :

PARTIE II Mét_hode des moyennes arithmético-harmoniques

II.1.

I1.2.

f=1t+ -2%(1+a2—-t2).

a) Montrer que les relations :

1 . 2 1 1 u,+v,
u,= a,v,= a+— et, pour tout entier », =—+— et v, ;= ,
a u, v 2

i un+l r n

définissent deux suites (,) _ et V), de rationnels strictement positifs.

N

b) Prouver que les suites (u,) et (v,) _, sont de monotonies contraires.

, | 1 2
c)Démontrerque: Vne N 0 < v, -u,, < ———(vn—un) :
d) En déduire que les suites (u,) _ et (v,), ., convergent et ont la méme
limite. =
e) Calculer u,,,v,,, et en déduire la limite des suites (%) . et U7

On pose, pour tout entier 7 : d, =v, —va* +1.
dZ
a) Prouver que: Vne N d ,=-".
2v,
b) A l'aide d'une relation analogue pour S, =v, ++a*+1, détermmer un
équivalent de dn, quand n tend vers +eo (on I'exprimera en fonction de

_\/a2+1—a )
r Jat+l+a

En déduire que les suites (d,) _ et (\/a2 +1- u,,) ., sont équivalentes.
c) Prouver que : Vne N O<va*+l-u,<d,.
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- d
1.3, FEtudier la limite quand n tend vers + du rapport —el, a l'aide de [.A.4.b).

n

1.4, a) Vérifier que: e, <dp (=rva*+1) et ¢g=d.

’
J > et pour toutn > 2, d, <e,.

n

b) Montrer que, pour tout 7 = 1, ztl

PARTIE III Méthode des fractions continues

IIL.A. Etude d'une famﬂle de polynémes

On note (C(R),+,x) I'anneau des fonctions continues de R dans R et Z[X] I’anneau
des polyndmes a coefficients dans Z. On pose :

E={fe C(R);(3(AB) e (Z[XD?) (vx € R) f(x)=A(x)+(\/x2+1)B(x)}.

II1.A.1.a) Montrer que, pour tout entier naturel 7, si Jn appartient 2 Q, alors Jn
appartient a N.
En déduire que va®+1 n'appartient pas a Q.
b) Montrer que, quels que soient les éléments A et B de Z{X], ona:
[vxe R A(x)+(FE2+DBE) = 0] = [vxe R A(X)=Bx)=0]

On définit, pour tout entier », et pour tout réel x :

qo,,(x)=(x+\/x2 +l)n.

III.A.2.2) Montrer que les fonctions ¢, appartiennent a E et qu'll existe, de fagon
unique, deux suites (P,) _ €t Q0 cn de polyndmes de Z[X] telles que :
vhe N vxeR ¢(x)= P,(x)+(Vx* +1)Q,(x).
On exprimera P,., et Q,,; en fonction de P, et Q,. _
b) Montrer que, pour tout entier » et pour tout réel x, on a :
P,.,(x) = 2x P, (x) + P,(x);
Qi) = 2% Quuy () + Qu(%)-
¢) En déduire que P, et Q, sont a coefficients entiers naturels ; calculer, pour
chacun d’eux, le degré, ainsi que le coefficient du terme de plus haut degré.

d) Distinguer les cas « n pair » et « n impair » pcur montrer que les polynomes
P, et Q, sont pairs ou impairs, et déterminer leurs racines.
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I11.A.3.a) Montrer que, pour tout réel x et pour tout entier naturel n, on a les relations :
®  Px0)-(F+DQ,) = (x-V+1);
® Py(x) = nQ,(x);
@ (x2+1) Qu(x)+xQ,(x) = nP,(x).
b) En déduire que P, est solution de I'équation différentielie :
(x2+1)y"+xy' —n?y=0.

III.B. Suites associées

II1.B.1.a) Montrer qu'il existe une suite (c,) .. de rationnels telle que :
P,(a)

Q.(a)”

b) Prouver que la fraction précédente est irréductible, pour tout n > 0.
¢) Exprimer c,,,, en fonction de c,.

vne N* ¢, =

II1.B.2.a) Montrer que (c,,) - converge vers va’ +1.
b) Montrer que, si on pose &£, = lc -Ja* + | on a (p étant défini en I1.2.b)) :

é‘,,~2w,/a+ p"

¢) Etudier la limite quand n tend vers +oo de

Nal+l-a

E,.
a+c, "

Sl

(e,aété définien.A.2)
d) Vérifier que : Vne N* ¢,,, =

r £ r
En déduire que: Vne N* 2L <= et g, < e,
g, 2 4

[11.B.3.a) Exprimer P,, et Q,, en fonction de P, et Q, ; en déduire que :

1 a’+1
Vke N* C2Ic=—2— Ck'+' Ck

b) Conclure que: Vne N* ¢,=v,.
Quel résultat de la partie II retrouve-t-on ?

II1.B.4.On pose, pour tout entier n : w, =c,,
a) En s’inspirant de I[11.B.3.a), déterminer une relation entre w,,,; et w,,.

——\/a2+1|.

¢) Application numérique : déterminer un entier n tel que w, soit une valeur
approchée a 107 prés de J10.

b) Donner une majoration de jw
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