C‘bNCOURS DE RECRUTEMENT AU PROFESSORAT CAPESA
DE L'ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE AGRICOLE

SESSION 1999

Concours : EXTERNE
Section: Mathématiques

DEUXIEME EPREUVE ECRITE D’ADMISSIBILITE

Deuxiéme composition

(Coefficient 2,5 : - Durée : 5 heures)

L’usage de la calculatrice est autorisé.

PARTIE 0 : Préliminaires et notations.

* IN désigne I’ensemble des nombres entiers naturels,IN" I’ensemble des nombres
entiers naturels non nuls et R I’ensemble des nombres réels.

¢ & désigne I’ensemble des nombres complexes.

. V(n; p) € (IN ')2, M, , est le €-espace vectoriel des matrices 3 coefficients dans
€, anlignes et p colonnes.

. v(n; p) € (1No)2, VAeM,,, A=(ai‘j)}si'5n, on désigne par :
sjsp

‘A= (bi j)]siSp ou b;; =a;; , lamatrice transposée de A ,
" 1<j<n ! ’

A= (ci j)lsiSn ou ¢;; = E la matrice conjuguée de A |
" lsjsp ' '
A"="A la matrice adjointe de A.

On note Ker(A)= {U eM,,/A-U= O}, le noyau de A
et Im(A)={VeM,,/IUeM,, tel queV = A U}, I'image de A.

*Vne IN',M, estle C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n, A coefficients
dans € etI, désigne la matrice unité de M,.
On identifiera M, avec € : ainsi pour tout z complexe, (z) = z.
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0.1.

0.2.

0.3.

0.4.

0.5.

0.6.

0.6.1.

0.6.2.

¢ Une matrice A de M, est une matrice unitaire si et sculement si A.LA' = A . A = I..
e Une matrice A de M est une matrice hermitienne si et seulement si A = A",

eVne N', ¥(U; V) e (Mn',)z,on pose (U/ V), =U".V (1).

Vérifier que (1) définit un produit scalaire hermitien.

e YUe M, ,, onnotera [U], = [( U/U) ] la norme euclidienne associée au produxt
scalaire (-/ ), L’orthogonalité par rapport a ce produit scalaire sera notée 1

(U; V) e(M,,), uL,ve(u/v), =o.
S(g,xilz}[gl)'jr]

Montrer que :

Vne N°,¥(x,;--;x,)e €,V v(y, ;- y,)e €,

n
zkaR
k=1

Soit (V ; W) e (Mn.,)z. Montrer que :
-sivUeM,,, (U/V), =(U/W), alors V=W.
-siVUeM,,, (V/U), =(W/U), alors V=W.

Montrer que : VA e M,,,VUeM,,, VVeM,,, (A.U/V), =(U/A"v) .

Soit A € M, . Montrer que :
M,, =Ker(A)® Im(A") et Ker(A)L, Im(A")

M,, =Ker(A")®Im(A) et Ker(A")L, Im(A)

Soit A € M, . On appelle trace de A la somme des éléments de la diagonale principale

de A que I’on notera tr(A). Si A = ( )lsus:. alors tr(A) = Zai'i .
i=1

1Sjsn

Montrer que V(A ; B) € (M, )2 , tr(A.B) = tr(B.A) et en déduire que deux matrices
semblables ont méme trace.

Quelle relation existe-t-il entre la trace de A et ses valeurs propres ?

PARTIE I : Nombres singuliers d’une matrice

1.1.

. Soient p un nombre complexe non nul, A e M

Dans cette question, A e M,

. Montrer que A*.A et A.A’ sont des matrices diagonalisables.

np €t BEM, . Démontrer :
p est valeur propre de A.B si et seulement si p est valeur propre de B.A .
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1.1.4,

1.2.

1.3.

1.4.

1.4.1.

1.42.

1.5.

1.6.

. Montrer que toute valeur propre de A".A etde A.A’ est un nombre réel positif ou

nul.

Montrer qu’il existe deux matrices B et C hermitiennes telles que: A".A=Bet
AA =CL

Définition : Si p est une valeur propre commune a8 A" A et A A" alors \/E est appelé
nombre singulier de A.

Etude d’un exemple

1
Soit A = ( Ui O)' Calculer les nombres singuliers de A et déterminer une base

orthonormale de M, , formée de vecteurs propres de A’.A et une base orthonormale
de M, , formée de vecteurs propres de AA"

Soit A une matrice inversible de M. Montrer que si p est un nombre singulier de A

1 . . -
alors — est un nombre singulier de A™".

Soit A € M,.

Montrer que A™.A et A.A” ont les mémes valeurs propres.

Soient A, ; -+« ; A, les valeurs propres de A et p, ; --- ; i, les nombres singuliers de
A. Montrer que :

n 2 n n n
20 <D et [Tl =TTr«-
knl k=1, k=1 k=1

Soient A € M, et p,; - ; i, les nombres singuliers non nuls de A. Montrer qu’il‘
existe une base orthonormale (X‘ EREEN Xp) de M_, et une base orthonormale |
(Y, SRR Yn) de M, , telles que :

Vke[l; q), AX, =p Y, et A"Y, =p.X,,

Vielq+1;p), AX,=0etVie[qg+1;n], AY,=0

En déduire qu’il existe deux matrices unitaires Pe M et Qe M, telles que :

P-A-Q=D=(ai'j){§ij§; ol a;;=H; sii=jet 1<i<q, a;;=0 sinon.
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PARTIE I1

Dans cette partie, A e M, , et on considére les équations d’inconnues respectives X et

U:

() AX=Y,XeM,,,
(3) A".U=0,UeM,,

YeM,,

2.1.  Soit Y, € M, ,. Montrer que I’équation A.X =Y, admet des solutions si et seulement
si Y, est orthogonal a toute solution de (3).

2.2.1. Montrer que VY e M
solutions.

I’équation d’inconnue X e M_,, A".A.X = A".Y admet des

n,l? p.l?

2.2.2. Montrer que VZ e MF" ,V(j;k)e (]N ) )2 , I’équation d’inconnue

XeM,,, (A'.A)j X= (A'.A)k - Z admet des solutions.

2.3.  Pseudo-solutions.

Soit Y € M, , donné. Pour tout X € M_,, on pose @, (X} =]|A.X - Y. On appelle

pseudo-solution de I’équation (2) A. X =Y tout X, € M, | tel que <DY( Xo) soit
minimal. .

2.3.1. Montrer que toute solution de (2) est une pseudo-solution de (2).
2.3.2. Montrer que X, est pseudo-solution de (2) si et seulement si A.A.X, = A".Y.
2.3.3. Montrer que I’équation (2) admet une unique pseudo-solution orthogonale 4 Ker(A).

2.3.4. Soit ¢, 'application définie sur M, par: VY e M, |, ¢,(Y) = X, ot X, est Ia
pseudo-solution de (2) orthogonale & Ker(A). Montrer que @, est une application

linéaire de M, dans M, et que Ker(A') = Ker((p A) et Im(A') = Im((p A).

2.4.  Application dans le plan euclidien

Soient E un plan affine euclidien muni d’un repére orthonormal etn  un nombre
entier naturel supérieur ou égal 4 2.

On considére n points de E, (Pk(xk N ))]sm ,dont les abscisses ne sont pas toutes
égales.
X, 1\ (yl\
Soient A={ : ,Y=|f|etXeM‘I \
X 1 LynJ :

L
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2.4.1. Démontrer que I’équation A.X = Y posséde une unique pseudo-solution notée
a0
X, =[bo) , (ao ; bo) e R%

2.4.2. Que représente la droite d’équation y =a,x +b, ?

PARTIE III : Normes matricielles

Soit | - | une norme définie sur M,. Cette norme vérifie les propriétés (*) si et
seulement si:

v(A;B)e (M, )".|A-B|<|Al|B]

et

VUM, VA<M, JAU] <Al
Dans la suite de cette partie A € M, .
3.1 Onpose Al =supﬂ]A.U||n telqueUe M, et U] sl}.

3.1.1. Montrer que A > [Ally définit une norme sur M, vérifiant les propriétés (*).
I
nlis

3.1.2. Montrer que ||A||S est égale au nombre singulier maximal de A. Calculer

.

1sksn

j=1 k=l

32. On pose lal; = (Z ZIa ik

3.2.1. Montrer que A+ [|Al; définit une norme sur M, vérifiant les propriétés (*).
I
BilE

Calculer

32.2. Soitp, ;- ; p, les nombres singuliers de A. Montrer que : A% = D 2.
k=1
En déduire |Ally <|A];.

PARTIE 1V

Soit n un nombre entier naturel, supérieur ou égal 4 2. On note || - || une norme sur M,
vérifiant les propriétés (*) et A est une matrice de M .

4.1.  Montrer que ”In” =1

4.2.  Démontrer que toute valeur propre A de A vérifie |A] < |Al.
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43. Onsuppose [A] <1.

4.3.1. Montrer que I_+ A est inversible.

43.2. p étant un entier naturel, calculer (I, + A).(i(—l)k A") et déduire que:

S|

< ——- Que peut-on en conclure ?
1-fa] <P

4.4.  Soiente, € M, et A inversible. Montrer que :

si “eA " <JA7|" alors A+, est inversible et que : "(A +e,) " - A"'” < l_{'_i";_l!lllll_g”;'\l_”

4.5. Solent A = (a. .),sis., et B= (bi.j)l;isn deux matrices de M, telles que :

1, " .
M7 gisn 1$j<n

v(i;j) el1;n)’, a;;—b, ;<107

(118 -0,28 -0,12
Sachant que A =L0’31 0,41 050 J, calculer det(A)x A~

0,48 154 1,57
La matrice B est-elle inversible ?
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