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Partie I

Question 1.1
On a

Vo € Ry f(x):f(f)Qz()

et donc f est & valeurs positives.

Question 1.2
Si f est nulle en 0 alors, pour tout réel positif z, on a f(x) = f(z)f(0) = 0 et donc f est identiquement nulle sur R .

Question 1.3
Soit x un réel positif pour lequel f ne s’annule pas. On a f(z) = f(x)f(0) et donc f(0) = 1.

Question 1.4
Pour k entier naturel non nul, soit (Hy) la propriété

) vy eRe )= 1) e £ () = F)

o1, par convention, 0'/* vaut 0, i.e. y — y/* est définie de R, dans lui-méme comme la fonction réciproque de y — y*.
La propriété (Hy) s’écrit : Vy € Ry f(y) = f(y) et elle est donc vraie. Soit maintenant k un entier naturel non nul tel que
(H}) soit vraie. On a

VyeRy  f((k+Dy) = flky)f(y) = fFy)"

et donc

1 k+1
Vy € Ry fly)=1rf (my> .

La propriété (Hy) est donc héréditaire et le principe de récurrence permet en particulier de conclure

s = far e f(he) =@

n

Question 1.5
On a

f@)P = fpx) = f(qra) = f(rz)?.
On définit y — y" de Ry dans R4 par 0 en 0 et par la formule exp(rlog(z)) sinon (c’est alors une fonction continue). Cette

définition est indépendante de I’écriture de r comme quotient de nombres entiers et on a, pour y et z dans R, y? = 29 si
et seulement si z = y".
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Tl en résulte f(ra) = f(x)".

Question 1.6.1

Soit o un zéro de f dans R’ . Pour n entier naturel on pose x, = a/(n + 1). La suite (z,)nen est une suite de réels
strictement positifs, tendant vers 0. De plus, d’aprés 1.5, pour tout entier naturel n, on a f(x,) = f(a)/"+1) =0 et la suite
(zn)nen vérifie bien les propriétés requises par ’énoncé.

Question 1.6.2

Soit a un réel strictement positif et (x,)nen une suite comme en 1.6.1. Puisqu’on a affaire & une suite tendant vers 0, il
existe un entier n pour lequel xz,, est inférieur & a. On a alors f(a) = f(a — ) f(x,) = 0.

I en résulte que f est identiquement nulle sur R

Question 1.7
Soit = un réel positif. Par densité de Q dans R, il existe un suite de rationnels, strictement décroissante, tendant vers x.
Ces rationnels sont alors tous strictement positifs. Notons (r,),en une telle suite.
Puisque f est a valeurs strictement positives, il existe un réel a tel que f(1) = exp(a). Il vient alors, par continuité a droite
de f en x et par continuité de ’exponentielle,
f(x)= lm f(rp)= lim f(1)™ = lim exp(ar,) = exp(ax)
n—-—+o0o n—-+o0o n—-—+o0o

et donc
JdJae RVz e Ry flz) =e*.

Question 1.8
Soit x un réel positif et (hy)n,en une suite de réels positifs tendant vers 0. Par hypothése la suite (f(h,))nen est donc
convergente vers f(0), c’est-a-dire 1. On a

Vne N f(x+hy) = f(x)f(hn)

et donc la suite (f(z 4+ hy))nen est convergente, de limite f(z), i.e. f est continue & droite en . Il en résulte que f est
continue & droite sur Ry .

Par conséquent si f vérifie I’équation fonctionnelle (1), n’est pas identiquement nulle sur R et est continue & droite en 0,
c’est une exponentielle.

Question 1.9.1
Soit M un majorant de f sur [A, B]. Puisque f est & valeurs strictement positives, on a

Vz € [0, B — A] 0<f

et donc f est bornée sur [0, B — A], majorée par M/f(A) et minorée par f(B)/M. En particulier sa borne inférieure est
strictement positive, puisque supérieure & f(B)/M.

Question 1.9.2

Soit (hn)nen une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 et «a et b des réels tels que, pour tout = dans [0, B — 4],
on ait 0 < a < f(x) < b. Comme A < B et comme la suite (h,)nen st a valeurs strictement positives et tend vers 0, la
suite ((B — A)/hy)nen est a valeurs strictement positives et tend vers +oo. Il en est donc de méme de la suite des parties
entiéres (E[(B — A)/hp])nen. Il vient alors

B AT\ YEB=4)/h]
w )

VneN  f(hy)=f (hnE [
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et donc
Vn e N Y/ El(B—A)/hn] < f(hy) < pt/ El(B=A)/hn]

Le théoréme d’encadrement des limites assure donc que (f(hy,))nen tend vers 1 lorsque n tend vers +oo et il en résulte que
f est continue a droite en 0.

Partie 11

Question I1.1.1

Remarquons que la fonction v définie sur T par (t,z) = ¢(t,x) — ¢(¢,t) est continue en tant que différence de telles
fonctions, puisque application ¢ — (¢,t), définie sur [0, R], est continue et & valeurs dans Tg.

Soit Ar Pensemble {(¢,t) | 0 < t < R}. Notons T}, le triangle opposé & Tg, i.e. Padhérence de Cr \ Tr. On a donc
Tr N Tﬁ = Ag.

La fonction nulle, définie de T}, dans R, est continue et coincide avec v sur Ag. Il en résulte que v est continue sur Cg.
Remarque : on pourrait montrer plus prosaiquement que v est continue sur l'intérieur des deux triangles Tr et T, en tant
que restriction de fonctions continues & un ouvert, puis montrer qu’elle est continue en tout point de Apg en calculant les
limites pour des suites & valeurs dans Tg ou dans Cg \ Tg.

Question 11.1.2
Notons, pour z et z’ dans [0, R],

a(z) = /OZ </0m k(t)dt) dr et  B(z,2) = /OZ (/:/ k(t)d:):) dt = /Oz(z’ — t)k(t)dt .

Par continuité de k, les deux fonctions « et B sont de classe C! sur [0, R] et Cg respectivement. Posons, pour z dans [0, R],
B(z) = B(z,z). C'est également une fonction de classe C! sur [0, R], par composition. Comme « et sont nulles en 0, leur
égalité est équivalente a I’égalité de leurs dérivées. Or on a

Vz € [0, R] d(z) = /OZ k(t)dt

et, par dérivation sous le signe somme en 2/,

Vae[0,R]  F(z) = %—f(z,z) + %(z,z) — () = k()]s + /0 k(t)dt = /0 k(t)dt

vz e [0, R] /0 /Oxk(t)dt.dx:/oz /:k:(t)dar.dt.

Remarques : il me semble plus pratique de raisonner par intégration par parties, mais ’énoncé insiste sur la nécessité de
dériver. On a en fait

et il en résulte

Vze[0,R]  B(z) = /Oz(z—t)k(t)dt: [(z—w) /Oxk(t)th—&—/oz /Owk:(t)dt:a(z).
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Question 11.1.3
Soit k la fonction définie sur [0, R] par t — ¢(¢,t). C’est une fonction continue et on a donc, en utisant I1.1.2 et le théoréme

admis
/OR (/01 qS(t,x)dt) dx /OR (/Ox v(t,m)dt) dx + /OR (/OJ k(t)dt) dx

Il
c\
=l
h
Jav}
[~
=
=y
QL
~
~
u
S
+
S—
jov]

ce qui est 'identité (2).

Question 11.2.1
Soit F la fonction définie sur {(z,y) € R% |0 <y < z} par

Fla) = [ fle = 0ate)ir.

C’est une fonction continue sur son ensemble de définition par continuité des intégrales & paramétres. Comme, pour z dans
Ri,ona f*g(x)=F(x,z), f*g est continue sur R, i.e. la loi * est une loi de composition interne sur C(R4).

Question 11.2.2
Cette égalité résulte de l'identité (2) appliquée a la fonction ¢ définie sur T par ¢(t,z) = f(x — t)g(t). En effet cette
application est continue comme produit de telles applications et on a

/ORf*g(x)dx:/oR (/quﬁ(t,x)dt) d:c:/OR </tR¢5(t,x)dx> dt:/ORg(t) (/ff@-t)@) dt

ce qui est bien la formule demandée par changement de variable affine dans la seconde intégrale :

/tR Flz —t)dz = /ORt Fx)da .

Question 11.2.3
Par positivité de f on a

-R—t R
vVt € [0, R] /o f(z)dx < /0 f(z)dz

et donc, par intégration et grace i la formule établie en 11.2.2,

/ " gl < / " fa)de / " g(tat

Par positivité de g et f on a

/ “ g0 ( / e t)dz> a> | a0 ( / - f(ar)d:c> ax [ "t / " gwar
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et I’encadrement recherché en résulte.

Question I1.2.4
Le deux termes extrémaux de I’encadrement établi en I1.2.3 ont une méme limite lorsque R tend vers Uinfini. Le théoréme
d’encadrement, des limites assure donc

R R R
Rlirfoo/() frglz)de = REI—EOO/O f(x)dx/o g(t)dt

i.e. Pintégrale impropre de f x g sur R existe et vaut le produit des intégrales impropres de f et g.

Question I1.3.1
On a

Ve eR, f{2 /m—tw )t = e “/0 dt = X ()

Question 11.3.2
Pour n entier naturel non nul, soit (H,) la propriété

()\.’L‘)”_l

(Hn)  VeeRy fX"(z) = [CE]

f)\ (ZL‘) .

La propriété (Hq) s’écrit fy = f» et est donc vraie. Soit maintenant n un entier naturel non nul tel que (H,,) soit vraie. On
a

*(n+1) )\n-‘rl N x ] )\n n
Vr e R,y fA (z —t) f5™(t)dt = M [ T de = (@) -
(n—1)! 0

La propriété (H,,) est donc héréditaire et le principe de récurrence permet de conclure

)\nnl

e
(n—1)!

Yn € N Ve Ry fi"(z) =

Partie 111

Question III.1.1
Par définition on a, pour tout réel z, Fx () = (1 —e )1, oit 1,50 vaut 1 si x est positif et 0 si z est strictement négatif.

Question I11.1.2
Soit s et ¢t deux réels positifs, on a

P(X>s+t) 1-Fx(s+t)

P(X>t)  1-Fx(t) TN =1-Fx(s) = P(X > 5)

PX>s+t|X>t) =

et assertion suit.

Question II1.2.1
Soit = et y deux réels positifs. On a

Grz+y)=PT >z+y)=PT >z+y|T>y)P(T >y)=P(T>z)P(T >y)=Gr(z)Gr(y)

i.e. G vérifie ’équation fonctionnelle (1).
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Question 111.2.2

Cette question est mal posée. En effet il faudrait supposer clairement que T est une variable aléatoire réelle presque
surement strictement positive. Ce que nous ferons par la suite.
Si G était identiquement nulle sur R, on aurait

Vo e RY PT<z)=1

et donc T serait presque surement négative; ceci est contradictoire avec I’hypothése faite sur T et donc G n’est pas
identiquement nulle sur R} .

Par ailleurs G est majorée sur R par 1 et donc a fortiori sur tout intervalle de longueur strictement positive inclus dans
R+.

La question 1.9 permet donc de conclure que Gr est une exponentielle, i.e. il existe un réel a tel que, pour tout réel positif x,
on a Gr(z) = e*. Par ailleurs G est décroissante et non constante ; par conséquent a est strictement négatif. Autrement
dit il existe A réel strictement positif tel que, pour tout réel positif =, Gr(z) = e **, ou encore Fr(r) = 1—e~**. Autrement
dit T suit une loi exponentielle.

Question II1.3.1

La variable aléatoire S,, représente le temps d’attente pour le réseau pour recevoir exactement n messages depuis I'instant
initial.

Question I11.3.2
La probabilité cherchée est égale & P(Ty > t), soit e~ .

Question I11.3.3
La probabilité cherchée est égale & P(S; > t). Or

t
P(Sy>t) = 1—/ Nze M dx
0

At
= 1—/ ue “du
0

1—[-(1+ue™]
= (1+t)e .

At
0

Question IT1.3.4
La probabilité cherchée est égale & P(S,41 > t). Or

P(Sn+1 > t)

Az
/ u"e “du
0

n uk At
—Uu
ey k!

1—
= 1—
1—

0

t
/ )\n-l-lmne—)\wdm
0

k=0

n ok
_ ( t_) oM
' .

P k!
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Question I11.3.5
La probabilité cherchée est égale & P(S,, <t < S,41). Or Pévénement (S, > t) est inclus dans I’événement, (S, 1 > t) et
donc

(S <t < Spt1) = (Snt1 > )\ (S > 1)
et la probabilité cherchée est donc P(S,4+1 > t) — P(S, > t), soit, d’apres le calcul précédent t"e~*/nl.
Question I11.3.6

Soit k un entier naturel, 'événement (N; = k) est égal a événement (S, <t < S,11) et il en résulte que N est bien une
variable aléatoire. Sa loi est donnée par

"o,
P(Ny=n) = 1€
et donc NV, suit une loi de Poisson de paramétre ¢.
Partie IV

Question IV.1
La variable aléatoire M,, représente le nombre maximal de messages recus durant une unité de temps, depuis 'instant initial
jusqu’au temps n (non inclus).

Question IV.2

Pour n et m entiers naturels, avec n non nul, on a (M, <m) =N ,(A; < m) et donc, par indépendance de (Ai,...,A,),
il vient . .
P(M, <m) =[] PAi <m) =[] = Gy(m)) = (1 - Gy (m))" .
i=1 i=1

Question 1V.3.1
Soit m un entier naturel strictement supérieur & p — 2. Par définition, on a
400 k
pho
Gy (m) = e
k=m+1

et donc, par positivité des termes de la série, il vient Gy (m) > e #u™*/(m + 1)!. De plus, pour tout entier k supérieur &
m+1onak!>(m+1)(m+2)¥™! et donc, puisque p/(m +2) <1,

+oo k m+1 +oo k m-+1 1

[ _ 0 _ [ f _
Gy (m) < e H = ® = e M .
v(m) < k:zm:ﬂ (m+ 1)(m + 2)k—m-1 (m+ 1)! kZ:O (m+2)F  (m+1)! 1-— WLH

L’encadrement souhaité en résulte.

Question IV.3.2
Pour m entier assez grand, on a m > p — 2 et donc I’encadrement précédent est valable. D’aprés le théoréme d’encadrement
des limites et le fait que lim,, o pu/(m +2) = 0, il vient Gy (m) ~ e #u™/(m + 1)

Question I1V.3.3
Par multiplication des équivalents, il vient Gy (m +1)/Gy(m) ~ pu/m.

Question 1V .4.1
Remarquons que la définition est licite puisque, d’aprés IV.3.1, Gy est A valeurs strictement positives.
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Par définition et par continuité des exponentielles sur R, G¢ est continue sur [—1; +oo[ sauf peut-étre en les entiers relatifs
ou elle est contiunue a droite et limitée & gauche. En particulier G¢ est continue en —1. De plus, si n est un entier naturel,
on a

Jm Gele) =Gn—1) 7= =5y = Goln) = lim Go(x)

et donc G¢ est continue sur [—1; 400l

Question IV .4.2

La fonction Gy est strictement croissante et donc G¢ est définie par des exponentielles de bases comprises entre 0 et 1
strictement. En particulier G¢ est strictement décroissante sur tout intervalle de la forme [n,n + 1[, o n est un entier
supérieur & —1. Par continuité, G¢ est en fait strictement décroissante sur les adhérences des intervalles précédents et donc
finalement sur [—1; +o00[ tout entier.

Question 1V .4.3

Puisque G¢ est continue et strictement monotone, elle définit un homéomorphisme de son ensemble de définition sur son
image. On a Go(—1) = 1 puisque Y est & valeurs positives. De plus Gy tend vers 0 en I'infini d’aprés TV.3.2. Par monotonie et
positivité, il en résulte que G¢ tend également vers 0 en Uinfini. Aussi 'image de G¢ est Uintervalle | lim,_, 4o Go(z); G(0)],
soit encore ]0;1]. Il en résulte que G¢ réalise un homéomorphisme entre [—1;+oo[ et ]0; 1].

Question I1V.5.1
Soit m un entier naturel. On a

Gc (m + %) = \/Gy(m)Gy(m +1) et donc Qo = GZ(:E:L—)I) = C;Y(E;n:;)) :

Question IV.5.2
De IV.3.3, il vient a,, ~ \/f1/v/m lorsque m tend vers l'infini et donc la suite (o, )men est convergente et tend vers 0.

Question I1V.6.1

Puisque G¢ réalise un homéomorphisme décroissant de [—1;+o0[ sur ]0; 1], Gal réalise un homémorphisme décroissant de
10; 1] vers [—1;+o0[. En particulier lim, o+ G5'(z) = +00 et donc (a,)nen- diverge vers +oco. Il en est de méme pour la
suite (Ip,)neN+-

Question I1V.6.2
Remarque : je présume qu’il faut lire G¢ et non G, dans le texte.

Comme G est & valeurs strictement positives, la suite (., )men l'est aussi. Soit n un entier naturel non nul. Par décroissance
de G¢ on a

GC (In + 1)

Qg

1 1
0< = GC <In + §> < GC(an) = E

n

ce qui entraine, par positivité de oy

n?

0<Ge(l, +1) < a:
De plus
1 1
GC(I’N - l)afn—l = GC <In - 5) > GC(an) = E
et donc 1
GC(In - 1) > .
noey, —1
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Question IV.7
1l résulte de ce qui précéde et de IV.5.2, nG¢a (I, + 1) = o(1) et donc nlog(l — Ge(I, + 1)) = o(1). Or

VneN*" (1-Gy(I,+1)"=01-Gc(I,+1))" =exp(nlog((1 —Ge(I,+1)))
et donc, par continuité de ’exponentielle en 0,

lim (1-Gy(I,+1)"=1

n—-+o0o

soit, en utilisant la formule IV.2, lim,,_, { o p, = 1. Autrement dit la suite (p,)nen est convergente et sa limite est 1.
D’aprés ce qui précede et IV.5.2, (nGe (I, — 1))nen+ diverge vers +oo et donc nlog(l — G (I, — 1)) diverge vers —oco. Or

VneN* (1-Gy(l,—1)"=1-Gc(,—1))" =exp(nlog((1 - Ge(I, —1)))
et donc la suite (g, )nen est convergente et sa limite est 0.

Question IV.8
On a
Vn € N* P(Mn = I’n) + P(]\/[n =1, + 1) = P(Mn <I,+ 1) - P(]\In <I,-— 1) =Pn—qn

et donc la suite (P(M,, = I,,) + P(M,, = I, + 1))nen est convergente et sa limite est 1.

Question 1V.9.1
Puisque 10> est compris entre G¢(4) et Go(5), on a 1075 = G¢(4 + 2) pour = compris entre 0 et 1 vérifiant

Gy (5)\”
GY(4)>

1075 = Gy (4) (

ce qui équivaut a

_ In(612433)

)
In (gy(4)) - ln( 6.12433 )

0.404268

et donc 4.5 < a19s < 5. Il en résulte ;05 = 5.

Question IV.9.2
On a 5 5
P(Mygs = Iigs) + P(Mgs = Iios + 1) = (Fy (6))"° — (Fy (4))'" ~0.975 .

Question 1V.9.3

Le fait que g, tende vers 0 montre que le réseau a tendance & s’engorger puisqu’il re¢oit un nombre tendant vers l'infini de
messages (durant un intervalle de temps de longueur 1), lorsque n croit. Néanmoins ceci est tempéré par le fait que p,, tende
vers 0 : le réseau s’engorge mais on a une bonne estimation du nombre de messages auxquels on peut s’attendre en fonction
de n. Autrement dit on a un intervalle de confiance asymptotique pour M,,, lorsque n tend vers I'infini. On voit que I,, est
logarithmique en fonction de n et que la probabilité de sortir de l'intervalle de confiance est trés petite déja pour n égal a
10°. Autrement dit la confiance que I’on peut avoir en I’intervalle asymptotique est rapidement élevée.
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Partie V

Question V.1.1
Les exponentielles étant indéfiniment dérivables sur R, il en est de méme pour G¢ sur R, \ N. De plus G¢ ne s’annule pas
puisqu’elle est & valeurs dans ]0;1] d’aprés IV.4.3 et donc H est (indéfiniment) dérivable sur Ry \ N.

Question V.1.2
Les exponentielles sont convexes et leurs dérivées sont donc croissantes. Il en résulte

. N Gy (m) m) = 1 n Gy (m)
vYm €N R —wkﬂJrH () =In (7Gy(m+ 1)> H(m) = Gy (m) I (Gy(m+ 1)) :

Chacun des deux termes intervenant dans h,, tendent vers 'infini d’aprés IV.3.2 e IV.3.3 et donc lim,,—, oo by = +00.

Question V.2.1

Soit m un entier naturel. La fonction H est convexe sur [m,m + 1] puisqu’elle y est égale & une exponentielle. Elle est de
plus dérivable & droite et & gauche en tout entier. Par conséquent elle est convexe sur R si et seulement si, pour tout entier
naturel n, H,(n) < Hjy(n). Or on a

oL (Gy(n-1) oL Gy()
meN  Hym =gy ! ( v () ) o Halm) = 700! (Gy<n+1>>

et donc H est convexe sur R si et seulement si la suite (Gy (n —1)/Gy(n))nen est croissante. Or on a

Gy(n—l):1+P(Y:n) 1 1

=1t =1+ :
+o0 k—n 400 k
Gy (n) Gy (n) D kmn+1 Tk k=1 T T TR

Vn €N

et, pour tout entier naturel non nul k, n — (n+1)...(n + k) est croissante. Il en résulte que (Gy(n —1)/Gy(n))nen est
croissante et donc H est convexe sur R.
Par décroissance de G, la suite (a,)neN est croissante et donc, par convexité de H,

vnent  Hlanin) = Hian) o H)(ay)

Ap+1 — Qn

et cette derniére quantité tend vers 'infini par croissance de H); et grace a V.1.2 et le fait que (an)nen+ tende vers linfini.
Remarque : on pourrait appliquer 'inégalité des accroissements finis. Soit en effet n un entier naturel non nul, m la partie
entiére de a,, et m+k celle de a,,41. En particulier £ est un entier naturel. Si k est nul, d’aprés I'inégalité des accroissements
finis et V.1.2, on a H(apy1) — H(ayn) > (an+t1 — ap)hy,. Sinon on a

k-1
Hlans1) — H(an) = Hom +1) = Ha,) + 3 (H(m +i+ 1) = H(m + 1) + H(ans1) — H(m + k)
i=1
en convenant que la somme est nulle si k£ vaut 1. En appliquant I'inégalité des accroissements finis sur chaque terme, ce qui
est licite par dérivabilité sur les intervalles ouverts entre deux entiers consécutifs, on obtient

k—1

H(ant1) — H(an) > (m+1—an)hm, + Z hmti + (@nt1 —m — k)Rt
i=1

et donc
H(a77,+1) - H(an) Z (an+1 - an) O%Iilik h7n,+i .
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Ce dernier infimum est égal & h,, par croissance de la suite (h.,)men (ce point est le point crucial de la démonstration de
la convexité de H) et on conclut puisque a,+1 — a, est strictement positif.

Question V.2.2
Pour tout entier naturel non nul n, on a H(an+1) — H(an) =n+1—n =1 et donc le résultat précédent entraine

lim (ap41—an)=0.
n—-+o0o

Question V.3

Pour montrer que la suite (I, — ap)nen+ est dense dans [—1/2;1/2], il suffit de montrer qu’elle rencontre tout intervalle
ouvert non vide inclus dans cet intervalle.

Soit donc J un intervalle ouvert non vide inclus dans [—1/2;1/2]. Il contient un intervalle ouvert non vide K ne contenant
pas 1/2 dans son adhérence. Soit d la distance de K & 1/2. C’est donc un réel strictement compris entre 0 et 1. Notons a la
borne supérieure de K et ¢ la longueur de K ;onaa=1/2—d.

Soit maintenant m un entier naturel non nul supérieur & 1/d, 4 1/¢ et & 1/(1 — d).

Soit N un entier naturel non nul tel que, pour tout entier naturel n supérieur & N, on ait 0 < a,y1 — a, < 1/m. Un tel
entier existe par croissance de la suite (a,)nen €t par V.2.2.

Puisque (a, +1/2),en est croissante et tend vers I'infini, il existe un entier minimal & pour lequel an g+ 1/2 soit supérieur
a Iy + 1. Par définition de I, k est strictement positif. De plus

1 1 1
INSCLN+§SaN+k—1+§<IN+1SaN+k+§

et donc 1 ) )

Inyk —anie =IN+1—anyr 2 14+ IN —antk—1 — aN+k + ONgR—1 2 1 — 3 2 i—d:a
Soit maintenant j le plus petit entier naturel tel que anyr4; soit supérieur strictement & Iy, — a. Par croissance j existe
et est strictement positif d’aprés ce qui précéde. On a

1 1 1 1 1
ANtk + 5 <INk + 5 TaN k-1~ Inyk +aNsras —aNtkj—1 < INypi + g —a)t o <Inyrp+d+ < Inyp+1

et donc, toujours par croissance, In4xy; = Inyi. 1l vient

Inykyj — aNyrrs = INgk —anirts < a

et 1
INyktj = AN4k+j = INGh+j—1 = ON4h+j—1 T ANhtj—1 — AN4ktj = Q@ — o Za- ¢

et donc Injrt; — antk+; appartient & K. A fortiori cette quantité appartient aussi & J et donc la suite (I, — ap)nen+ est
dense dans [—1/2;1/2].

Question V.4.1
Soit m un entier naturel non nul tel que I, — a,, < —1/4, on a alors, par décroissance stricte de G,

= GC(I’In) g

m

Ge(In + 1))1/4

L Golam) < Ge (Im + 1) = Ge(lm) ( Ge(In)

m 4

et le résultat en découle.
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Question V.4.2
D’aprés V.3, il existe une suite strictement croissante (6(n))nen & valeur dans N* telle que, pour tout entier naturel n,
Tg(ny — ag(ny < —1/4. Si m est une valeur de la suite (6(n))nen, il vient

1 " 1
Pm —Tm = (]- - GY(Im))m < (1 - ) = exp (WL In (1 — >> .
m aInL m alm,

) tend vers —oo dans les mémes conditions. I en

Puisque «y, tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini, mIn (1 - 1(“

résulte

1
1— i o= li = Toom) = i mh(1l—-——))=0
nHlIJIrloo "on) nﬂlr}rloo (pe( )T )) MHHEOO P (m 11< mm>>

Oou encore
lim P(Mg(n) = Ig(n) + 1) =1.

n—-+oo

Question V.4.3
Soit m un entier naturel non nul tel que I, — a,, > 1/4, on a alors, par décroissance stricte de G,

1 Ge(ln)
- I —— | = I —1)/4 7)3/4 - ZC\Vm)
Gc(am) > GC ( m 4) Gc( m ) Gc( m) m

1

m
et le résultat en découle.
Question V.4.4

D’aprés V.3, il existe une suite strictement croissante (6(n)),en & valeur dans N* telle que, pour tout entier naturel n,
Tg(n) — @o(ny > 1/4. Si m est une valeur de la suite (6(n))nen, il vient

dm + 50 = (1 — Gy (In))™ = (1 - ;> — exp (mln (1 - @» .

m,/ag, m

Puisque ay,, tend vers 0 lorsque m tend vers I'infini, il en est de méme de mIn (1 — 7%’"*1) 11 vient

).

1’ — 1' = 1. 1 1-—
G soe =l (don) + Som) = lim_exp (mn( m

“+o0
ou encore
lim P(Mg(n) = Ig(n)) =1.

n—-+oo
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