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| Opérateurslinéaires positifs. Propriétéset exemples

1.1 soit f T H, pour tout réel x de J, on a |f(X)|3 f(X), soit |f|- f3O0surJet UQf|- f)3 0, soit encore
qu |)3 u(f). De méme, pour tout réel x de J, ona|f(X)|3 - f(X),soit|f|+ f 3 OsurJet qu| +f)3 0, soit
encore qu|)3 - u(f ),or " x1 J,|u(f)(x)| = max(u( f)(x),- u( f)(x)), onenconclut que:

“t1 H,u(f)£u(f]).

.2'S U est I’endomorphisme nul, aors u( ) 0. Réciproguement, supposons que u( ) 0 etsoit f1 C(),
f est une fonction continue sur le compact |, elle y est donc bornée et " X1 | ,|f (X)| £ || f ||¥ , on en déduit que
|f| £|| f "¥ €, et en utilisant la positivité et la linéarité de U |u(f)| £u q f|)£||f||¥ u(eo) , soit comme u(e,) =0
|u(f)|£0 cor "Xl I,|u(f)(x)|3 0, donc |u(f)|3 0, on en conclut que " f1 C(I),|u(f)|:O, soit
u(f) =0. Onaainsi montré que U est I’ endomorphisme nul si et seulement si u(eo) =0.

On peut faire la méme démonstration pour tout f appartenant a F , en effet f est une fonction continue 2p-périodique

sur R, donc " xI R, $kT Z,$xT [0,2p], f (x) = f (x+2kp) = f(x') et donc  Sup|f (x)| = SJp |f(X)|or

xi O 2p
f étant une fonction continue sur le compact [O,Zp], dley est bornéeet " X1 R, |f (X)| £ ||f ||¥ ; onmontre alors

delaméme fagon que précédemment que U est I’ endomorphisme nul si et seulement si u(eo) =0.

.3 u étant un endomorphisme, il suffit pour démontrer la continuité de U de démontrer sa continuité al’ origine (en
effet, |u(f)- u(g)| :|u(f - g)| ).On avu précédemment que " f1 H |u(f)|£||f||¥ u(eo), de plus u(eo) est
une fonction continue positive sur | ou continue positive 2p-périodique sur R, donc ||u(eo )"¥ est un réel strictement
positif; on a donc ||u( f )"¥ £ "f "¥ ||u(e0 )"¥ et donc U est lipschitzien de rapport ||u(e0)||¥ , il est donc

uniformément continu donc continu sur H.

l4onavuque "f1 H- {O}, ||u(f )"¥ £||f ||¥||u( )" et donc I’ensemble | ”u"(ff")” fTH- {O}E est une
t ¥
o des ré . e U Ceo) |l o ieure
partie des réels non vide (car elle contient ) et magorée, donc elle admet une borne supérieure :
leo [l

SJ{ ” "( ")"¥ —" || On a dga montré que ||u||¥ £||u(e0)||¥ , mas el H- {O} donc

fl H 0
Juee)l, _

||u||¥ 3 ”eO” —||u(e0)||¥ , on en déduit que ||u||¥ :||u(e0)||¥ .
¥

1.5 Si toutes les fonctions U, sont positives ou nullessur |, il est clair que U, est positif sur C(l) . Réciproguement,
s U, estpositif sur C(I), notons f, lafonction définie sur [a,b] par :
if (x)=0xI [axnkl]
% f (x) =0, x1 [xn -y b] et f, estaffinesur [Xnk 1 XnkJ et sur |_Xnk nk+lJ Alors f, est continue et positive
P h(x0=1



sur I, donc U, (f,)=u,, est positive sur I. La méme démonstration peut étre faite pour tout K strictement compris

entreOetn.

Pour K =0, on définit f, sur [a,b] par :

‘! fo(xn,o) =1

| ~

£ 1,00 =0, X1 [x,,,b]

Pour K =n, on définit f, sur [a,b] par:
fo(X0) =1

f,(0=0.x1 [ax,,]

donc U, (f,)=u, , estpositivesur .

|
i donc U, (f ) =U, , estpositivesurl.
|
On en conclut que si U, est positif sur C(I), alors toutes les fonctions U, , pour K compris entre 0 et N, sont
positives ou nullessur |.
n
1.6.1 soit xT [0,1], B,(f)(X)=Q fyg__osnk(x) soit B, (f,)(x) = a Ck e"x (1- )™ et en utilisant
k=0

k=0
N

& X o .
laformule du binome de Newton B (f,)(X) =&xe" +1- xT =] (X Y).

1]
o ky
en X .=
| , Ti.(xy) _ ﬂa Bl g e
1.6.2 Soit X et Y deux réels, on a ] j =a —— B« (X) (1a dérivée de la somme,
I\ Ty k=0 Ty ’
ok
, , Te" _ako . _—
c'est la somme des dérivées). On va montrer par récurrence que ﬂyj _Qﬁ_ en il est clair que cette égalité est
ellg
vraie pour j =0, soit | un indice pour lequel elle est vraie, montrons quelle est vraie pour | +1;
J
kv f&¢—-en: ‘ﬂe“+ .
1'en _ éenﬂ ia 'ﬂ“le“ aeko % o_oko Y
e , — 1 - =¢—~ e etlapropriété étant héréditaire et vraie pour
Ty Ty Ty éng Ty éng
I n l ky
] =0, elleest vraie pour tout | .Onendéduitqueﬂj—(xy) é gé( e" B, (X) etdoncque:
Ty’ k=0€N g
A J n
“xi [0,1], a0 éaé—‘Q B, () =B,(e)(%).
Ty’ k:oenQJ
163 on a "xI [0, B,(e)(®) =8 CX(1- 0™ =(x+1- x)" =1 it B, (e)=¢€, de plus
k=0
e L c')n
i _ ‘Héxe“+1 X Ve o
ﬂJn—(-X’O):Bn(ej)(x) or T[l"(x’y)= —Xeé xe" +1- X— , on en tire
Ty’ Ty
w= X et donc " X1 [0,1], B, (€)(X) = X soitencore B, (g) =
y
g
Yoo ¥
N ﬂxeé xe" +1- x— 2 gy g7 Ve ¥ g
Ll ”(;(’y): o :(n-J)x E‘TgxeF +1- xT +§eﬁéxeF +1- XT , on en tire
Ty n g N 2
25 2
1“”—(2)(’0):( 1) +— ,etdonc " X1 [01] B,(&)(X)=(n- ].)X—+§soitencore:
Ty n n n



, laformule reste valide pour N =1.

5 (e) =8 00

p
1.7.1 Dans lintégrde Qf (x- t)K(t)dt, faisons le changement de variable V=X-t, on obtient
-p
p p+x
( )(X) = Of (x- K (t)dt = Of (VK (x- v)dv, on intégre une fonction de période 2 , donc I'intégrale ala
-p -p +X
p
méme valeur sur n’importe quel intervalle de longueur 2p et u(f)(x) = Of (VK (X- v)dv. En effet, si g est une
-p

p+X -p+x
fonction intégrable de période 2P ,ona (@(t)dt= (p(u)du,il suffitdeposer t =u+2p etaors:
p -p
p+x p+x -p+X
oo(t)dt = (p(t)dt+ cp(t)dt = cp(t)dt+ og(t)dt cp(t)dt en utilisant larelation de Chasles.
-p +x -p+x -p+x

1.7.2 K est un polynéme trigonométrique, donc K(t) =a, + a_ (ak (coskt) + b, an( kt)) de par les formules
k=1

d’addition pour cosinus et sinus K(X- t)est un polyndme trigonométrique en X, dont les coefficients sont des
fonctions continues ent (en fait des polyndémes trigonométriques)

p
u( f )(X) = Of (t)K(x- t)dt est un polyndme trigonomeétrique en X acoefficients réels.

-p
1.7.3 s Kest un polyndme trigonométrique positif, il est clair que U est positif sur F car I'intégrale est une forme
linéaire positive. Réciproquement, si U est positif sur F, dors " fl F,u(f)est positive sur R; posons

f =|K(-t)|- K(-t), dors fT Fet f20, deplus u(f(0)) = p(‘)f (-t)K (t)dt = pc‘ﬂK(t)|K(t)- K 2(t))et

P P
soit u(f (O)) £0 or U est positif sur F, donc u(f (0)) =0. Lafonction t ® |K (t)|K (t) - K?(t) étant de signe
constant et continue sur[— p,p], on en conclut qu'elle est nulle sur [- p,p] et donc pour tout t de [— p,p], ona

|K(t)|K(t) = K?(t), et donc pour tout t de [- p,p],ona K(t) 3 0, et par périodicité¢ K3 0.

1.8.1 Montrons que I’ on peut prolonger la fonction X ® S;npx en une fonction ], 2 -périodique continue sur R.
Posons X = Kp - h, k1 Z
: _ _1\kpt+l g
Sn.(kpp o) _ (D) k+1s.n(ph) »(- DX p, et donc lim sin (kpp - ph) IOh)—( 1)** 9 p on définit aors
sn(kp- h)  (-)**sn(h) ° oo sin(kp - h)
Fa,00= -2, i 7p o | o
g, par: | n X .La fonction, ainsi définie, est continue sur R. De plus, il est clair que

fa,(kp) = ( D p

X® Sh X est 2P -périodiquesur R- Zp et q, (kp +2k'p) =(- PP D g = (- )PP p =q,(kp)

n X
q,, est donc une fonction 2 -périodique continue sur R.
kn k=n =n k=n _a_ einx(-j
[]
1.82 Soit X un réd quelconque, @ COSKx+iQ sSinkx= é_ e*or qe“=¢" .
k=1 k=1 k=1 k=1 1- ¢ (%]
Jixo ik inx s nx <N nx
SN o _Ee?(e?-e?) LTS tou B cosk (n+)x~ o L 9 .
ae - — i =~ e — ol g COSKX= COos pour X = Zrp, soit
k=1 =, = ; k=1 ;
e 2(e?-e? n — an—
( ) 5 5



+ . : + .
2cos—(n 1)Xsn% sn—(zn 1)X-sn§

k=n
Q coskx= 2 . 2 = 2 . 2 et pourx® 2rp :
k=1 29n — 29n—
2 2
L e sl g
—+éCOSkx=—2, pour X=2rp —+aco§k|p_( :D 1+é00$2klp——2 on en
2 i@ 2gn 2 2 ks 2 2. ogn2P
2 2
conclut que pour tout réel X, ona:
sng g— +a coskx = Esm (2n +DX
1.8.3 soit f une fonction appartenant aF, pour tout reel X,ona:
1 sn&2n +1)(7)-
— 9 dt= f(t) e it , on en déduit d’ aprés la question précédente :
of( Ko =
P s'nae(‘(—g
€29
1° 1°
Of (t)q2n+l( )dt =—0f (t)g— + a cosk(x- t) -dt soit encore en développant le cosinus::
) P, €2 a
1 p 1 p 1 k=n P
Of (t)q2n+l( )dt =—Of ()dt += a Of (t)(coskxcoskt +sn kxsin kt)dt , ce qui s écrit encore :
-p k=1.p

1 >, (XL )dt L f (0t + 3 Co 5 (1) (coskt) ot 2ooskxt Bk & (t)(sin kbt 2sin ke
— O coskt) dt Tcoskx sn kt)dtTsin ke
O 2p_9 kléégf? a §69 a a

ZL Of (t)q2n+1( )dt aO( ) + a (ak (f)coskx+b, (f)sn kX) On en conclut que pour tout f appartenant

k=1

a F et pour tout réel X, ona: % of (t)qul( )dt =S, ().

-p

k=n-1 2k +1 _k:n—l . 2k +1 k=n-1
1.8.4 Soit X un réel quelconque, & COS x+i § dn x= § @I o
k=0 k=0 2 k=0
ixoixoinx inx nx
kcpl (2k+1) 58& Loy knl% eez(ez g2 )_Ir;xsn? o
gilx_ soit pour X-4AP Q € ™ X W e — d'ou I'on
k=0 y
ez(e2-e? anZ
2-e?) A
nx
k=n-1 sn—
1 o nx 2 , , .
tire que pour X' 2p g Sn(2k +1)x=sn — , on en conclut que pour tout réel X, car ¢ est trivialement
k=0 2 X
In—
2
. aX (gt nx:
vrai pour XZZp,onasng— € q 9n( 2k+1)x —sn2
2!2(9 k=0 [}

1.8.5 Soit f une fonction appartenant aF, pour tout réel X, ona:

T,(f)(X) Z%alg(f)(x) or S.(f)(X) =— Of (t)Q2k+1( )dt on en déduit que :



§n 2 n(x-t)

1 ° ft) %', a2k+1 " "
Tn(f)(X)=2 o) ()t __o SnggT(X- t)gdt= of (t) 2 " -t . 11 reste amontrer que
P 'Ps'ngx;g"zo g 2nps'n289(—9
e 2 g e 2 g
. nx
dn?—
2 — est un polyndéme trigonomeétrique positif. C’ est al’ évidence une fonction positive, il reste amontrer que
dn 289(—9
e2g
(2n+1)x ., NX
k=n . Sn - k=n ..2
. - A o 0 2 2 &l S o)
' est un polynéme trigonométrique, or G- +a COSkXTZ—" etdonc —=—= G+ + cos kx= .
et ka1 [} s-na9(0 . 23X0 €2 G [}
Q_T q9n Q—T
€2g e2g

_ v .2

. o " 0 o o) o o
On vamontrer par récurrence que C—+ Q COSKkx+ =¢C¢=+U_(X)+ est un polyndme trigonométrique. Pour N=1,
32 g

e k=1 2
2 .2 2n-2
ona ésé-_+ u (X)Q _3 +COoSX + cos2x , on nomme H(n-1) lapropriété (%d—"' Un_l()()2 = é. 8y 1) COSKX,
@2 g 4 e2 2 k=0

H(1) est vraie, soit n unindicetel que H(n-1) soit vraieonaalors :
.2 2

‘aé +L{1(X)9 =8®é +un1(x)9+comx)g =§é +uﬁl(x)9 +coTx+24, ,(X) COIX+COS NX, soit
e2 @ Egz @ g €2 @

.2 2n-2 n-1
&0 =3 . coskx+ cosnx+ A (2coskxcosnx)+cos? nx or
Q_ n a a(n 1),k a
e2 (4] k=0 k=1
n-1 n-1 2n-1
Q 2coskxcosnx+ cos’ = S052X L a (codk +n)x- cogn- k)x) :%+ cosanx Q coskx- cosnxon en
k=1 k=1 k=0
tire
2
a o _ 19, %872 cos2nx _ &
¢t 02 =&, .+ Sora (8. 4. +1)coskx- 2cosnx+cog(2n- 1)x+T =4 b, coskx,
e 9 e 3 k= k=0

on en conclut que la propriété est héréditaire et comme elle est vraie pour N=1, elle est vraie pour tout N positif strict et

gnz ™
& g ) o . - : 2
¢-ta COSKX= est un polynéme trigonométrique positif, donc aussi —.
e k=1 2 2ND § 28X0
psin®g=-
€2g
1.8.6 Soit f une fonction appartenant aF, pour tout réel X, ona:
. n(x-t
g
T.(F)(x) = of (1) 2 —dt et d’ apréslaquestion précédente et laquestion 1.7.3, on peut affirmer que
P 2npsn 239(—9
e 2 g

T, (f) est un opérateur linéaire positif.

p p p
1.8.70naa,(c,) :% C¥Os jtcosktdt :% cros(j +k)tat +% cpos(j - k)t soita, (c;) =0,k |
Y -p -p

B VA C P - o ) I S G
etaj(cj)—agjcosu)zdt—let 20 —5_9dt—1.



p p
onab,(¢,) = cposjtsn kit = — ggin(j +K)tct - — ¢sin(j - Kjtdt =0, soit by (c,) =0," k. Des
P P 2p
|j>nb S,(c;)=0
résultats précédents, on déduit que {

F0E£jEnP S, (c,)=c

et de ces derniersrésultats, on déduit que :

j*np Tn(c-)=—é S.(c,) =0

I0<j<nb T(c)——aSk( )= (n nj)cj

— — ———" —

p
Onaak(sj)=% i jtoosktdt =—— &gin(j +k)tet - = gsin(j - Kitdt =0, st a,(5,) = 0," k e
-p p

2p . 2p
1° 1° 1°

bk(sj):Bc‘p'n jtsn ktdtzg(‘j:os(j- k)t dt - 5c‘;os(j +k)tdt =0, soit b (s)=0," k* j.
-p -p -p

ij>nP S(s;)=0
10<j<np S(s)=5s,

1°.
b (s;) == dsn Jt dt 1. Des résultats précédents, on déduit que | et de ces
P.

derniersrésultats, on déduit que :

e Tn(s-)=151&(s-)=o

: (n- j)

i0<j<nb T(s)——asK( )=l
i n

Il ThéoremedeKorovkinsur C(1)

[1.1 f étant continue sur le compact |, elley est uniformément continue, donc étant donné €> 0 , on peut trouver

h>0,tel que" (t,X)T I~ |,O<|t- XIEhID |f(t)- f(X)|£eetdonctquue:

I£(t)- f(x)|£e+2%(t- X)2.

2
Etudions maintenant e cas ou |'[- X| >h, on aaussi |t- Xi >h?, soit encore >1, or en utilisant I'inégalité

t- X
h2
triangulaire, on a| ft)- f (X)| £ |f (t)| +| f (X)| £ 2" f" , 0N en conclut aisément que :

"(tx)T 17 1L jt- X>hb |f(t)- f(x)|£2” . (t- x)? £e+2" ”¥ (t- X)?.Enconclusion :
"e>0,$h>0" (£, )1 17 1,|f(t)- f(x)|£e+2"h—"2¥(t- X)2.

11.2 Soit Xfixéappartenantal ,ona" €>0,$h>0," t1 I,|f(t)- f(x)| £ e+ 2||:]—|L¥(t2 - 2Xt +X°) et
If ||

1.3 Soit U un opérateur linéaire positif sur C(1), d’aprés1.1, ona

donc " €>0,$h>0," x1 L |f - f(X)e|£eg, +2-=X(e, - 2xg + X°g,) , car N ne dépend pas de X.

"e>0$h>0"xI I, |u(f - f(x)%)|£w(e0)+2%(u(e2)- 2xu(e,) + x2u(e,)) .

I1.4.1 Deshypothéses, on déduit que " i 1 {0,1, 2} lasuite (un (e )) converge uniformément vers € . Deplus,

nl N

remarquonsque " X1 | ,(e2 - 2(61)2 + ezeo)(x) =x* - 2x* +x* =0.11 s enstit que:

6



lg.- q, =|u.()- 2eu,(e)+eu,(e)- e +2(e) - eZeOH¥ , soit en utilisant I"inégalité triangulaire et le
fait que lanorme du produit est inférieure au produit des normes:

9.l £]u.(e)- e, +2el,u.(@)- el, +lel, Ju.(e) - €, -

Laconvergence uniformede (U, (ez))ni \ Vers €, permet d affirmer rl‘C!{)rTj¥ ||un (e)- e2||¥ =0, laconvergence

uniforme de (un (el))ni N Vers € permet d affirmer rI(ik)m¥||un (e)- e1||¥ =0, laconvergence uniforme de
+
(u, (eo))ni \ Vers €, permet d affirmer rI(iRDm¥ ||un (&)- 6‘0"¥ =0, on en conclut en utilisant le théoréme
+
d’ encadrement des limites que ||g n||¥ est compris entre O et une suite qui converge vers 0 donc que IEFDm¥ || g, ||¥ =0,ce
n® +

qui démontre la convergence uniforme de lasuite (g n ) versO.

nl N

I1.4.2 Soit % >0, d'apréslaquestion 11.3, on a: soit en utilisant I’inégalité triangulaire :
$h>0" X1 1, 00] =[(un( - £ (9))9] £7u (e Xm+2""¥w<@xw 2X, (8)(x) + X'Un(8)(X))

- f
$h >0," xT 1, |h, (%) £%|un(%)(x)|+2"h#|gn(x)|£%"Un (e0)||¥ " "¥ |9, et 1aborne supérieure étant

leplus petit des majorants, $h >0, |h,|, £ %"un (eo)"¥ + 2”;";‘ |9, - Soit €=1, laconvergence uniforme de

(un(eo))ni \ Vers & permet d affirmer N, " n, N3 N, b ||un(e0) - e0||¥ £1, cequi setraduit par
"XT 1L |u, (8)(X) - €,(X)|£1, soitencore " XT I, - 1+&,(X) £u,(&,)(X) £1+e,(x), et enfin
"xI 1,0£u,(e)(X)£2,dautre partlaconvergence uniforme delasuite (g,,)

4”

"e,$N," n,n3N [, £Z||un(e0)|| +2" "¥ lgall, £= 2 2" "

i n VersO permet d affirmer

, on en conclut en posant N = max(N,, N, ) que

$N,,"nn3 N, P |g,|, £

4" ; " = e, ceci démontrela
convergence uniforme de la suite (m )niN versO.

11.43s0it f1 C(1)-{0},ona:

"X Lu, (H)(9- F09=(u, (f - £09&))0+ F(X)u,(8)(9) - f (e (x), soit

"xILu (F)(X)- F() =h (x)+ f(X)(u,(e,) - & )(X) et en utilisant I'inégalité triangulaire,

“XT LU, ()00 - £ ([ £]h, O]+ [T ((un (&) - € )X|E [, +1F ]l un (€0) - &], et 1aborne supérieure

étant le plus petit desmajorants, |u, (f)- f||, £ |h,], +| f],|lu.(&) - &], - Laconvergence uniforme de

(u, (eo))ni \ Vers €, permet d affirmer rIKLDr‘rJ¥ ||un (&)- e0||¥ =0, laconvergence uniforme delasuite (h, ) . vers

n N
0 permet d' affirmer r|(i@m¥ "hﬂ "¥ =0, on en conclut en utilisant le théoréme d’ encadrement des limites que
+
||un (f)-f "¥ est compris entre 0 et une suite qui converge vers 0 donc que |£@m¥ ||un (f)-f ||¥ =0, cequi démontre
n® +:
la convergence uniforme de la suite (un (f ))nT y versfsurl.

sf=00na:"n, ||un (0) - O||¥ = 0, il y adonc convergence uniforme de la suite (U, (O))nT \ verslafonction
nullesur |.

[1.5D apréslaquestion |.5, B, est un opérateur linéaire positif sur C([O,l]) , pour utiliser lesrésultats de 1.4, onva

montrer que " i1 {O,ZL 2} Jlasuite (B, (e ))nT \ converge uniformément vers € . Onavuen|1.6.3 que

B.(&) =6, B,(g)=¢€ et Bn(ez):i"'n;lez.llestclajrque
n n



lim
n® +¥

B,(&)- &|, = lim|B,(e)- &], =0.datrepart B, (e,) - &],

n® +¥

_|e- e,
n

converge uniformément vers

doncJE@h?¥||Bn(e2)- 6‘2”¥ =0,onenconclutque " i {O,l, 2},Iasuite (Bn(q ))

nl N
e

En utilisant le résultat de 4.1.3, on peut alors affirmer que " f 1 C([O,l]) Jlasuite (B, (f)). . converge

nl N
uniformément vers f sur [0,1].
1.6 D’ aprés|aquestion précédente, " f 1 C([O,l]),lasuite (Bn(f))nT
sait gT C([a,b]) etsoit%h:[o’l]® 2.5

i X a+(b-a)x
gohl C([O,l]) et donclasuite (B, (ge h))ni N

[B.(@enyeh-gf, =[B,(@omeh-(geh)oh], o
5™ et =t oot o1 =sukB G- (01

lim sup |B, (g h)(x) - (goh)(x)| =0

ne +¥ 5 [0,]

impliquenl(i@n;l¥||Bn(goh)oh'l - (goh)oh'l||¥ = lim

n® +¥

y converge uniformément vers f sur [O,l].
h est une bijection de [0,1] ® [a, b] . D’ autre part

converge uniformément vers g o h sur [O,l].

B,(goh)oh*- g|, =0, lasite (B (goh)oh?)

nl N

converge donc uniformément vers g sur [a, b] .1l resteamontrer que B, (g oh)o h™*(X) est bien un polynome.

B,(g-h)(y) =& g(h(%»c:(l- h(y))*h(y)™ " et y=h"(x) :% soit

k=1
1 _ 9 E ad- ngee(- ag(”'k) _ 4 E C: S NK (v AR
B (geM(h* () =a ahCICIgG—= = =a ooz b- x)"(x- a)" " e

bien un polyndéme acoefficients réels.
On aainsi montré que R[X] est dense dans C([a, b]) muni de la convergence uniforme.

~ ~ ¥ k nk ¥ k nk
11.7.1s0it 1 C([0,b]), onapourtout X [0,b], u (F)(¥) =& ™§ f(=)—x< = & ™f(=)—x*,

o N K =0 n ki

k nk k n n g . . L. s
—)FX yona” X1 1, u, (f)(X) =Qq V. (X) ; éudionslasérie de terme général
n K k=0

posons V, (X) =e ™ f (

v, (X) et montrons que cette série converge uniformément sur |. sup| f (X)| = SJp|f (X)| = " f "¥ est un réel positif et
X R X

SlJp|Vk (X)| £ " f "¥ nrl:|b|k =W, . Lasériedeterme général W, est une série numérique atermes positifs, on peut
X1 :

[fl, 16 n k) 3
- = =0.Lasériedeterme
fl, b n(k+1) e k+1

général W, étant une série numérique convergente, la série de terme général Vv, (X) est normalement donc

Wk+1 — I

donc utiliser le critére de D’ Alembert : lim =
KO\ k¥

uniformément convergente sur |. Chaque fonction V, étant définie et continue sur |, lasomme dela série est elle-méme
définie et continuesur | et u_ ()T C(1).
[1.7.2 On vad abord montrer que U, est un opérateur linéaire positif sur C(1) , puis que

(u, (eo))ni N (u, (el))ni N (u, (%))ni y convergent uniformément respectivement vers €,,€;,€, , ensite, on utilisera
laconclusion delaquestion 11.4.3.

nb k nk nk
u (f)(x)=¢€ ”Xé f (—)ka +e™ é_ f (b)FXk et U, étant somme de deux opérateurs linéaires positifs
ko N K k>nb :

est un opérateur linéaire positif sur C(1) .



nk
"nl N"xT 1, u(e)x)=¢€ ”Xa —X =e ™e™ =gy (X) et (un (eo))nT y converge uniformément vers €, .

o k!
k ¥ k-l
"nl NSXT un(el)(x):e'“xé)ﬁﬁ =e *xé Lo < e e =ate u @)

converge uniformément vers €, .

2 k
"nl N,"xT I, u(e)x= enxé 2n k e“"ow'nk X" soit encore

K e (kK- D)
N A -nx%( ¥ k2xk2 Xéé nk 1Xk 10
nl N,"xI I, u,(e)(x)=e §E x? ka2 K-2) nka‘2 K05 , soit
"ni N,"xT I, un(ez)(x):e”xge(_+xe +);e”x+%g: X2+2He'”x+§,onadonc

™ +~{ £3E , on en déduit que
n

"0l NS ()09 - & (9] =sp X K

n® +¥

lim g?s.lp |un(%)(x) - %(X)|9: 0 et que (un (%))r1T y converge uniformément vers €, .
Al a

En utilisant la conclusion de laquestion 11.4.3., on peut affirmer que " f T C(1), (un (f )) converge uniformément

vers . n
1840 (%) tag, (%) +a,0,(x,) =0
11.8.1 Lesystéme:% ag,(x)+ag,(x)+a,q,(x) =0 aaumoinsuneracinenonnulle (a,, a, a,),s
12,0 (%,) +a,0(%,) +a,0,(%,) =0
28 (%) &%) Gx(%)0
on note U, I’endomorphisme de matrice ¢, (Xl) q1(X1) qz(xl) +, celaveut direque keru ? {O} . On veut
& (%) (%) &%)z
18.006) +0(6) +2.04(x) =0
montrer que e systéme : | ag,(x)+ag(x)+a,q(x,) =0 aunesolution non nulle, or ce systéme est associé
I aoqz(xo) +a~1Q2(X1) +taq, (Xz) 0

al’ endomorphisme U* endomorphisme adjoint de U . Les endomorphismes U* et U peuvent étre considérés comme

des endomorphismesde R®. Comme keru? {O} ,onadimker u3 1 soitdimimu £ 2 et donc ladimension de

I’orthogonal de ImU est supérieureou égalea 3- 2=1, il n’est pasréduit a0 et commeil est égal akeru* ,ona

keru* 1 {0} , le systéme a donc une solution non nulle appartenant & R® que !’ on note (bo, b, bz) : on pose
: . b , b

b 0= bo ' b = 1 et b ,= 2

2max (oo} o oyf) " 2max (b Jo]. o) 2max (oo}, oy} o
trois nombresréels, ils sont solutions du systéme et ils sont de modul e strictement inférieur a1, si au moins deux
d entre eux sont positifsou nuls, onatrouvé | , =0y, I, =b', et | , =b’, . Si au plusun destrois est positif ou nul,

, vue la construction de ces

les deux autres sont négatifset onatrouvé | , =-b',, 1, =-b', et , =-b',, danstousles cas on atrouvé trois
réelsnon tous nuls, répondant ala question.
Au besoin en modifiant lanumérotation desracinesde g, onabien - 1<1 £, £1,, 1,3 0.

ns2ona” nl N," xI 1,u, (f)(x) =(e,(x)- d, (X)) f(x)+(@+1,)F (%) +1,F(x)+1,f(x,))d, (x),
or " xI 1, (eo(x) -d, (X))3 Ocar O£d, (X)£1, donc (eo - dn)f est un opérateur linéaire positif , de méme
(@+1,)F(x)+1,F(x)+1,f(x))d, estunopérateur linésire positif , d'aprés| 5et U, étant somme de deux
opérateurs linéaires positifs est un opérateur linéaire positif sur C(1).

l1g3ona" ki {012, u @) =(& - do i+ (T+1 )i (%) +1 .0 06) +1 M (X)), O

"kT {012} (1 o (%) +1.8(6) +1 Ai(x;))= 0, donc,

9



"kT {012, u, @) =(e - dn Bk +ai (Xo)dn =y + (@ (%) - Q4 )d,, &0 ontire
"k {012, u, @) -k =@ (%)~ di )y, onadonc
"kT {012} suplu,@)(¥) - 6 ()] =supfa (%,) - A, (¥)]d,, ()] Deplus ™ kT {0,.1,2},q est continuesur 1,

donc étant donné e > 0 il existe &, tel que " X1 | |X- x0|£a p |q (X,) - qk(x)|£e Deplus,
"ki {01 2},s#f)|qk(xo)- q, Od, (9] = |qk(x0) A (0]d, (9| £ sup |qk(x0) (x| it N te

Mé)@—)@ XISXO x0

que %E min(a,,a,,a,), dors" ki {0,2,"n3 N |qk(xo) qk(x)| £ e, On en conclut que

x 8xO x0+
"e>0"ki {0,1,2},$N" n3 N s)}JHun(qk)(x)-qk(x)|£ sp h (%) - 9, (X)| £ e, cequi prouve que

] ><o+

"k1{0,12}, (u,@y)),;, converge uniformément vers g, surgT .
11.84 Onsupposeque & £ X, <X, < X, £ b, sinon on adapte la démonstration. On note f continuesur | , définie
par f(a) =0, f(x,)=1,et f affinesur [a,xo], puis T (x,) =1 et f affinesur [XO,Xl],ensuite f(x,)=1,et
f affine sur [Xl,XZ], enfin f (b) =0et f affinesur [Xz,b].
pour tout X1 [a,b]- {X} u,(F)() = 1= dy (9)F () +(A+1 ) F (%) +1,T () +1 o (X))o (X) or pour X
fixé, XT [ab]- {x}, limd,(x)=0etdonc lim u,(f)(x)=f(x).Orona

U (1)(0%) = (1 0 (%6))F () + (141 0) £ (50 +1, (%) +1 (%)) (50). o

U, (F)0%) - T (%) =1 oF (%) +1,f (%) +1,f (%), donc u, (f)(X,)- f(X,) =12+12+12, onendéduit que
lim u,(F)(x0) = f (%) +1 5+17+15> f(x) onatrouvé f continuesur | ,telleque (u,(f)); neconverge
pas simplement, donc pas uniformément vers f .

I11 ThéorémedeKorovkin sur F
misoit f 1 F,elees 2p -périodique et continuesur R. f étant continue sur [O,Zp] , eley est uniformément

continue. Etant donné € > 0 il exise & > O'tel que " (X, y)T [O, 2p]2 |X- )4 <ab |f(X) - f(y)| £ e. Posons
=inf é L4 sonX ety deux réels quelconquestels que |X'- y'| <b,dorsil exise kT Z tel que

kp £ x£(k+2)pet kp £ y'£ (K+2)p, notons X = X- kp ety =y-kp, dors|x- Y| =[x y|<bet
OEXE2P et OLEYE2P.  étant 2P -périodique, ona f (X) = T (X') et f(y) = f(Yy').Endéfinitive,
“(x,y)T REx-yl<b b |f(x)- f(y)=|f(X- f(y)|£e et f estuniformément continuesur R.
m2soit f T F,eleest uniformément continue sur R. Etant donné e > 0 il existe @ > Otel que
“(t,)T R? [x-t|<a P |[f(©)- f(X)|Ee.

po
e 2g

soit h= vona” (t,x)T R® |x- t|<h P |f(t)- f(x)|£e soi

|f(t)' f(X)|£e+qu(ﬂT)yx(t).Soit 6,x)i rR? , s z*, 9yl [O,p]|t— ¥ =y+2kp , on asoit

t- (x+2kp) =y soit x- (t+2kp) =y, danslesdeux cas
[f(t)- f(x+2p)|=|f(x)- ft+2kp)=|f)- f(X)| et y<hP [f(t)- f(X)|Ee, soit

f(t)- f(Q|£e+ 11y (1).
[T(®)- F(X) e+y0(h)yx()

10



h
Supposons maintenant que Y >h ,onaO<E<X£F2) lafonction U® SN?U est croissante sur ?0 Pu et

2 g2l
donc0<s'nzb<sn2y£1 or Sin lzsnzaqi X kag—snzag—)q—‘ﬂnzgé 9 & done
2 2 2 % 2 17 e 2 ﬂ
Sinznf,s'nzt_—x,son 2 39
2 . oh
dn’—
2
Deplus,” (t,X)T R? |f (t) - f(X)|£ 2||f||¥ et en utilisant I’ inégalité précédente
gn 2L X gn 212X
(1) - 0|2 2||f ], 2_gex2|f|, 2_=e+2|t], Lol o
sn 25 sn 25 Yy o(h)

donné e > 0, onamontréqu'il existe hi ]O, p[tel que

(b, )1 sza)-fuﬂﬁe+ﬂﬁm§f%%-

m3asoit f 1 F , étant donné e > 0, on amontré précédemment qu’il existe hi ]O,p[tel que:

"t x)T R2[f(t)- f(x)c,(t)| £ ec,(t)+ 2|, %,onentireque:

. D’autre part, on a

"xT R|f- f(x)c,|£ ec, +2|f
1 1 00e £ g+ 2] ], Yo
, t-

X . . .
S =1- costcos X- 9n t9n X quel on peut écrire

" (t,x)T RZ2y  (t) =dn
"(t,x)T R22y (1) = c,(t)- c,(t)cos x- s,(t)sn x ,doulontire
"xI R 2y , =C,- C,COS X - S, 9N X etenremplacant dans|’inégalité précédente

"x1 R|f - f(x)c,|£ ec, +m(co- C,COS X - S, 9N X ).En conclusion, étant donné
Y o(h)

e > 0, on amontré précédemment qu'’il existe hi ]0, p[tel que:

- f :
"xT R|f- f(X)c,|£ ec0+y”0%(co- c,Ccos X - s,dn X).

[11.4 Soit U un opérateur linéaire positif sur F et f T F , étant donné e > 0, on amontré précédemment gu'’il existe

A(c - c,cos x - s, 8N Xx).or,
y o (h)

daprest, " x1 R|u(f - f(x)c ) Eu(f - f(X)CO|)donc

hi ]0,p[tel que: " x 1 R|f- f(x)c,|£ ec, + ”

“x1 R|u(f - f(x)c0)|£uaeec0 +&(c0 - ¢, C0S X- s §Nn x)g et en utilisant la
g Y o(h) @

linéarité de U

"x1 R|u(f - f(x)co)|£eu(c0)+y”f(”;‘]) (u(c,)- u(c,)cos x- u(s,)sn x).

Ni51ionsaitque" X1 Rc,”(x)+ s,°(x)=cos?x+sn?x=1=c,etdonc

2 2 . . ) 2 2
Cc,” +s - ¢, =0,onvamontrerquelasuite (gn)nm converge uniformément vers C,” + S;” - C, sur

R.
||gn - 0||¥ :‘ = ”un(co)' Co + C1(un(C1)' C1)+ S1(un(51)' 51)”¥
11

2
gn-Cl -




et en utilisant I’inégalité triangulaire et le produit des normes, on a
lg.[, £ lu, (co)- Colly + lleul, lu, (c.)- ¢y + s, lu, (s.)- s[l, orfle.], =1t
[sil, =1, done g, [l, £ [lu, (Co)- cofl, +funlei)- el +[un(si)- s, -Darestes

hypothéses, pour i | {0,1} , lasuite (un (C. )) converge uniformément vers C; sur R, donc étant donné e > 0,

nl N

ilexiste N telque” n,n3 N, P ||un (Ci ) - C ||¥ £ %,et lasuite (un (%))ni \ converge uniformément

n e
vers s, sur R, donc étantdonné e >0, il existe N , telque " n,n3 N, P ||un(sl)- 51||¥ £ —

notons N = max (NO,Nl,NZ),ona

s N B gl € () ol * a6 el + () s 2

Onafindementmontréque " €,$N," n,n3 N b ||gn||¥ £ e, cequi prouve quelasuite

e e e
—+—+—_—=e€
3 3 3

(gn)nTN converge uniformément vers O sur R.
[11.5.2 Soit U un opérateur linéaire positif sur F et f T F , étant donné e > 0, on amontré précédemment qu’il

existe 1 ]O,p[tel que:

X1 RJu(f - £ o0ce) Eeule)* b (u(c,)- ule)eos x- u(s)sn x) eehne

dépend quede f et de €, on en déduit que

"“nT N," x1 R|u,(f- f(x)co)|£eun(co)+J|f(||;‘]) (u,(c,)- u,(c,)cos x - u,(s,)dn x)
0
etdonc " nT N, [, = Ju. (f - F(x)c,), £efu,(c), + ” I lg.|, .s fT F-{o}

o (M)
lasuite (un (CO )) i  converge uniformément vers C, sur R, donc étant donné e = 1, il existe N, tel que

"“n,n3 N, P ||un(C0)- CO”¥ £1,cestadire” n,n3 N, P ||un(CO)||¥ £ 2 .Onvadonc

prendre % >0, dorsqu'il existe W' ]O, p[ tel que:

"ni N ,||un(f - f(X)CO)”¥ —||u (c, )“ y” (u:‘ 3 ||gn||¥ et lasuite (gn)nmconverge
. , Y o(h)
uniformément vers O sur R, donc étant donné 2 || f || Jilexiste N , tel que
¥
"n,n3 N,P |g || £ Y & ,M) .Etantdonné € >0, ilexise N = max( N, N,) tel que
R T | S e

’ e,. Iflk & o)
n,ns3 N, |h |, ={u,(f- f(x)c £—2+ u = e, cequi prouve que
|| ||¥ || ( ( ) 0)||¥ 4 y O(h ) 2”1: ||¥

lasuite (hn)nTNconverge uniformément vers O sur R.

[11.5.3 Pour tout entier N

e" xT R,h (x)=u, (f- f(x)c,)(x) =u, (F)x)- f(x)u,(c,)(X),soitencore
"xT R,h (x)+ f(x)u,(c,)(x)- f(x)=u, (f)x)- f(x)soitencore

h,+ f(c,-u,(c,) =u,(f)- f etdonc

fu, CE) - FlwE ol 11T llce - un(Co)]l, - Soit e>0, lasuite (hn)nTNconvergeuniformément

ves O sur R, $N,," n,n3 N, P ||hn||¥ £ %,demémelasuite (”CO- un(Co)”¥ )nTNconverge
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uniformément vers 0 sur R, $N,," n,n3 N, P |c, - u,(c,), £ ﬁ,.ennotant
¥

NS NN N (0 e S, 5
¥

= e ,cequi prouve que

lasuite (un (f ))

sf=0,0ona:"n, ||un ©) - O||¥ =0, il y adonc convergence uniforme de la suite (un (0))nT \ verslafonction

4 n converge uniformement vers f sur R.

nullesur R

Me6Onavuenl73que u( f)( x) = op f (t)K (X - t)dt estunopérateur linéaire positif sur F si et
p

seulementsi K (X - t) est un polyndéme trigonométrique avaleurs positives ; or, on amontré en 1.8.5 que

n 2 n(X - t)
K(x-1t)= 2 est un polyndme trigonomeétrique avaleurs positives,
2np qn 2 M
2
n 2 I‘I(X - t)
T (f)x)= (‘)p f (1) 2 dt est donc un opérateur linéaire positif sur F. Pour montrer
" ., (x-1)
2np gn -

que lasuite (Tn (f ))
(T (c, ))ni N (T (Cl))ni N (T (Si))ni \ convergent uniformément respectivement vers Cy, C,, S; sur R.En

4 N converge uniformément vers f sur R, il suffit de montrer d’ aprés|111.5 que les suites

187, onamontréque " Nl N*,T (¢,) =¢,. T, (c,) = 1c etT, (si)——s1

Puisque " N1 N*,”Tn(c )-C " =0,o0na n|!@r£l¥||Tn(Co)- CO”¥ =0, d'autre part

N @) el =1 =L e gone iy =0,

"nl N* “T (s)- 51” ”Sl” ||T (s)- 31" =0, celaprouve que les suites (T, (CO))nT N

(T, (Cl))ni N (T, (q))nT y convergent uniformément respectivement vers C,, C,, S, sur R etd'apréslll.5, on

peut affirmer quepourtout f 1 F | lasuite (Tn(f)) converge uniformément vers f sur R.

nl N
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