
 1

UNIVERSITE PARIS7 DENIS DIDEROT 
 
Préparation au CAPES   
 

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DU CAPES 2003 
 
 
I Opérateurs linéaires positifs. Propriétés et exemples 
 

I.1 Soit ,Hf ∈ pour tout réel x de J, on a )()( xfxf ≥ , soit 0≥− ff sur J et ( ) 0≥− ffu , soit encore 

( ) ( )fufu ≥ . De même, pour tout réel x de J, on a )()( xfxf −≥ , soit 0≥+ ff sur J et ( ) 0≥+ ffu , soit 

encore ( ) ( )fufu −≥ , or )))((),)((max())((, xfuxfuxfuJx −=∈∀ , on en conclut que : 

( ) ( )fufuHf ≤∈∀ , . 

I.2 Si u est l’endomorphisme nul, alors ( ) 00 =eu . Réciproquement, supposons que ( ) 00 =eu  et soit )(ICf ∈ , 

f est une fonction continue sur le compact I, elle y est donc bornée et 
∞

≤∈∀ fxfIx )(, , on en déduit que 

0eff
∞

≤  et en utilisant la positivité et la linéarité de u ( ) ( )0)( euffufu
∞

≤≤ , soit comme ( ) 00 =eu  

0)( ≤fu  , or ( ) 0)(, ≥∈∀ xfuIx , donc 0)( ≥fu , on en conclut que ( ) 0),( =∈∀ fuICf , soit 

( ) 0=fu . On a ainsi montré que u est l’endomorphisme nul si et seulement si ( ) 00 =eu . 

On peut faire la même démonstration pour tout f  appartenant à F , en effet f est une fonction continue 2π-périodique 

sur R, donc [ ] )'()2'()(,2,0',, xfkxfxfxZkRx =+=∈∃∈∃∈∀ ππ et donc 
[ ]

)()(
2,0

xfSupxfSup
xRx π∈∈

= or 

f étant une fonction continue sur le compact [ ]π2,0 , elle y est bornée et 
∞

≤∈∀ fxfRx )(,  ;  on montre alors 

de la même façon que précédemment que u est l’endomorphisme nul si et seulement si ( ) 00 =eu . 

 
I.3 u étant un endomorphisme, il suffit pour démontrer la continuité de u de démontrer sa continuité à l’origine (en 

effet, )()()( gfugufu −=− ). On a vu précédemment que Hf ∈∀ ( )0)( euffu
∞

≤ , de plus ( )0eu  est 

une fonction continue positive sur I ou continue positive 2π-périodique sur R, donc ( )
∞0eu est un réel strictement 

positif ; on a donc ( )
∞∞∞

≤ 0)( euffu et donc u  est lipschitzien de rapport ( )
∞0eu , il est donc 

uniformément continu donc continu sur H. 

1.4 On a vu que { } ( )
∞∞∞

≤−∈∀ 0)(,0 euffuHf et donc l’ensemble { }












−∈
∞

∞ 0,
)(

Hf
f

fu
est une 

partie des réels non vide (car elle contient 

∞

∞

0

0 )(

e

eu
) et majorée, donc elle admet une borne supérieure : 

{ } ∞
∞

∞

−∈
= u

f

fu
Sup

Hf

)(

0

 ; On a déjà montré que 
∞∞

≤ )( 0euu , mais { }00 −∈ He donc 

∞
∞

∞
∞

=≥ )(
)(

0

0

0 eu
e

eu
u , on en déduit que 

∞∞
= )( 0euu . 

1.5 Si toutes les fonctions knu , sont positives ou nulles sur I, il est clair que nu  est positif sur )(IC . Réciproquement, 

si nu  est positif sur )(IC , notons kf  la fonction définie sur [ ]ba, par : 

[ ]
[ ]









=
∈=
∈=

+

−

1)(
,,0)(

,,0)(

,

1,

1,

knk

knk

knk

xf
bxxxf

xaxxf
 et kf est affine sur [ ]knkn xx ,1, ,−  et sur [ ]1,, , +knkn xx . Alors kf est continue et positive  
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sur I, donc knkn ufu ,)( =  est positive sur I. La même démonstration peut être faite pour tout k strictement compris 

entre 0 et n. 

Pour 0=k , on définit 0f  sur [ ]ba, par : 

[ ]



∈=
=

bxxxf

xf

n

n

,,0)(

1)(

1,0

0,0
 donc 0,0 )( nn ufu =  est positive sur I. 

Pour nk = , on définit nf  sur [ ]ba, par : 

[ ]



∈=
=

−1,

,

,,0)(

1)(

nnn

nnn

xaxxf

xf
 donc nnnn ufu ,)( =  est positive sur I. 

 

On en conclut que si nu  est positif sur )(IC , alors toutes les fonctions knu , , pour k compris entre 0 et n, sont 

positives ou nulles sur I. 

1.6.1 Soit [ ]1,0∈x , )())(( ,
0

xB
n
kfxfB kn

n

k
yyn ∑

=





= , soit ∑

=

−−=
n

k

knkn
ky

k
nyn xxeCxfB

0

)()1())(( et en utilisant 

la formule du binôme de Newton ),(1))(( yxxxexfB n

n

n
y

yn ϕ=





−+= .  

1.6.2 Soit x et y deux réels, on a ∑
∑

=

=

∂
∂=

∂

∂
=

∂
∂ n

k
knj

n

ky
j

j

n

k
kn

n

ky
j

j
n

j

xB
y
e

y

xBe

y

yx

0
,

0
,

)(
)(

),(ϕ
(la dérivée de la somme, 

c’est la somme des dérivées). On va montrer par récurrence que n

kyj

j

n

ky
j

e
n
k

y
e






=

∂
∂

, il est clair que cette égalité est 

vraie pour 0=j , soit j  un indice pour lequel elle est vraie, montrons qu’elle est vraie pour 1+j  ; 

y

e
n
k

y
e

n

kyj

j

n
ky

j

∂
















∂

=
∂

∂
+

+

1

1

, soit n

kyj
n

ky

j

j

n

ky
j

e
n
k

y

e

n
k

y
e

1

1

1 +

+

+






=

∂







∂






=

∂
∂

 et la propriété étant héréditaire et vraie pour 

0=j , elle est vraie pour tout j . On en déduit que ∑
=






=

∂
∂ n

k
kn

n

kyj

j
n

j

xBe
n
k

y

yx

0
, )(

),(ϕ
 et donc que : 

[ ] ))(()(
)0,(

,1,0
0

, xeBxB
n
k

y
x

x jn

n

k
kn

j

j
n

j

=




=

∂
∂∈∀ ∑

=

ϕ
. 

1.6.3 On a [ ]1,0∈∀x , 1)1()1())((
0

)(
0 =−+=−= ∑

=

− n
n

k

knkk
nn xxxxCxeB  soit 00 )( eeBn =  de plus 

))((
)0,(

xeB
y

x
jnj

n
j

=
∂

∂ ϕ
 or 

1

1

1
),(

−







−+=

∂







−+∂

=
∂

∂
n

n
y

n
y

n

n
y

n xxexe
y

xxe

y
yxϕ

, on en tire 

x
y
xn =

∂
∂ )0,(ϕ

et donc [ ]1,0∈∀x , xxeBn =))(( 1  soit encore 11)( eeBn = . 

1222

1

2

2

11
)1(

1
),(

−−

−







−++





−+−=

∂







−+∂

=
∂

∂
n

n
y

n
yn

n
y

n
y

n

n
y

n
y

n xxee
n
x

xxee
n

xn
y

xxexe

y
yxϕ

, on en tire 

n
x

n
x

n
y

xn +−=
∂

∂ 2

2

2

)1(
)0,(ϕ

, et donc [ ]
n
x

n
x

nxeBx n +−=∈∀
2

2 )1())((,1,0 soit encore : 
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n
en

n
e

eBn
21

2

)1(
)(

−+= , la formule reste valide pour 1=n . 

1.7.1 Dans l’intégrale ∫
−

−
π

π

dttKtxf )()( , faisons le changement de variable txv −= , on obtient 

( ) ∫∫
+

+−−

−=−=
x

x

dvvxKvfdttKtxfxfu
π

π

π

π

)()()()()( , on intègre une fonction de période π2 , donc l’intégrale a la 

même valeur sur n’importe quel intervalle de longueur π2 et ( ) ∫
−

−=
π

π

dvvxKvfxfu )()()( . En effet, si g est une 

fonction intégrable de période π2 , on a ∫∫
+−

−

+

=
xx

duugdttg
π

π

π

π

)()( , il suffit de poser π2+= ut et alors : 

∫∫∫∫∫∫
−

+−

−+−

+

+−

+

+−

=+=+=
π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

dttgdttgdttgdttgdttgdttg
x

x

x

x

x

x

)()()()()()( , en utilisant la relation de Chasles. 

1.7.2 K est un polynôme trigonométrique, donc ( )∑
=

=

++=
nk

k
kk ktkttK

1
0 )sin()(cos)( βαα   de par les formules 

d’addition pour cosinus et sinus )( txK − est un polynôme trigonométrique en x, dont les coefficients sont des 

fonctions continues en t (en fait des polynômes trigonométriques) 

( ) ∫
−

−=
π

π

dttxKtfxfu )()()(  est un polynôme trigonométrique en x à coefficients réels . 

1.7.3 Si K est un polynôme trigonométrique positif, il est clair que u  est positif sur F car l’intégrale est une forme 

linéaire positive. Réciproquement, si u  est positif sur F, alors )(, fuFf ∈∀ est positive sur R ; posons 

)()( tKtKf −−−= , alors 0≥∈ fetFf , de plus ( ) ( )∫∫
−−

−=−=
π

π

π

π

dttKtKtKdttKtffu )()()()()()0( 2
, 

soit ( ) 0)0( ≤fu  or u  est positif sur F, donc ( ) 0)0( =fu . La fonction )()()( 2 tKtKtKt −→ étant de signe 

constant et continue sur[ ]ππ,− , on en conclut qu’elle est nulle sur [ ]ππ,− et donc pour tout t de [ ]ππ,− , on a 

)()()( 2 tKtKtK = , et donc pour tout t de [ ]ππ,− , on a 0)( ≥tK , et par périodicité 0≥K . 

1.8.1 Montrons que l’on peut prolonger la fonction 
x
px

x
sin

sin→ en une fonction pθ π2 -périodique continue sur R. 

Posons Zkhkx ∈−= ,π  

( )
( )

( )
( ) p
h
ph

hk
phkp pk

k

kp
)1(

01

1

)1(
sin)1(
sin)1(

sin
sin −

+

+

−≈
−

−=
−
−

π
π

, et donc 
( )

( ) p
hk
phkp pk

h

)1(

0
)1(

sin
sin

lim −

→
−=

−
−

π
π

 on définit alors 

pθ par : 






−=

∉=
− pk

Zx
x
px

x
pk

p

p

)1()1()(

,
sin
sin

)(

πθ

πθ
.La fonction, ainsi définie, est continue sur R. De plus, il est clair que 

x
px

x
sin

sin→  est π2 -périodique sur πZR − et )()1()1()'2( )1()1('2)1( πθππθ kppkk p
pkpkpk

p =−=−=+ −−+−
 

pθ est donc une fonction π2 -périodique continue sur R. 

1.8.2 Soit x un réel quelconque, ∑∑∑
=

=

=

=

=

=

=+
nk

k

ikx
nk

k

nk

k

ekxikx
111

sincos or 





−
−

=∑
=

=
ix

inx
ix

nk

k

ikx

e
e

ee
1
1

1

 et 

2
sin

2
sin

)(

)( 2

)1(

222

222

1 x

nx

e

eee

eeee
e

xni

ixixinx

inxinxix
ixnk

k

ikx
+

−−

−−
=

=

=
−

−=∑ , d’où 

2
sin

2
sin

2
)1(

coscos
1 x

nx
xn

kx
nk

k

+=∑
=

=

  pour πrx 2≠ , soit 
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2
sin2

2
sin

2
)12(

sin

2
sin2

2
sin

2
)1(

cos2
cos

1 x

xxn

x

nxxn

kx
nk

k

−+

=

+

=∑
=

=

 et pour πrx 2≠  :  

2
sin2

2
)12(

sin
cos

2
1

1 x

xn

kx
nk

k

+

=+ ∑
=

=

, pour πrx 2=  
2

)12(
2cos

2
1

1

+
=+∑

=

=

n
kr

nk

k

π , 

2

2
sin2

2

2)12(
sin

2cos
2
1

1 π

π

π
r

rn

kr
nk

k

+

=+∑
=

=

 on en 

conclut que pour tout réel x, on a : 

2
)12(sin

2
1cos

2
1

2
sin

1

xnkxx nk

k

+=




 +





 ∑

=

=

. 

1.8.3 Soit f une fonction appartenant à F, pour tout réel x, on a : 

 ∫∫
−−

+






 −






 −

+
=− π

π

π

π π
θ

π
dt

tx

tx
n

tfdt
tx

tf n

2
sin

)
2

)(12(sin
)(

2
1

)
2

()(
2
1

12 , on en déduit d’après la question précédente : 

∫ ∑∫
−

=

=−
+ 








−+=

− π

π

π

π π
θ

π
dttxktfdt

tx
tf

nk

k
n

1
12 )(cos

2
1

)(
1

)
2

()(
2
1

, soit encore en développant le cosinus : 

∑ ∫∫∫
=

= −−−
+ ++=

− nk

k
n dtktkxktkxtfdttfdt

tx
tf

1
12 )sinsincos)(cos(

1
)(

2
1

)
2

()(
2
1 π

π

π

π

π

π ππ
θ

π
, ce qui s’écrit encore : 

∑ ∫∫∫∫
=

= −−−−
+ 


















+








+=− nk

k
n kxdtkttfkxdtkttfdttfdt

tx
tf

1
12 sin))(sin(

1
cos))(cos(

1
)(

2
1

)
2

()(
2
1 π

π

π

π

π

π

π

π πππ
θ

π

( )∑∫
=

=−
+ ++=− nk

k
kkn kxfbkxfa

fa
dt

tx
tf

1

0
12 sin)(cos)(

2
)(

)
2

()(
2
1 π

π

θ
π

. On en conclut que pour tout f appartenant 

à  F et pour tout réel x, on a : ∫
−

+ =−π

π

θ
π

))(()
2

()(
2
1

12 xfSdt
tx

tf nn . 

1.8.4 Soit x un réel quelconque, ∑∑∑
−=

=

+
−=

=

−=

=

=+++ 1

0

)12(
1

0

1

0 2
12sin

2
12cos

nk

k

xki
nk

k

nk

k

exkixk
or 

 





−
−

=∑
−=

=

+

ix

inxixnk

k

x
k

i

e
e

ee
1
12

1

0

2

)12(

, soit pour πrx 2≠   

2
sin

2
sin

)(

)( 2

222

22221

0

2

12

x

nx

e

eee

eeee
e

inx

ixixinx

inxinxixix
nk

k

x
k

i
=

−

−=
−−

−−
−=

=

+

∑  d’où l’on 

tire que pour πrx 2≠  

2
sin

2
sin

2
sin)12sin(

1

0 x

nx
nx

xk
nk

k

=+∑
−=

=

, on en conclut que pour tout réel x, car c’est trivialement 

vrai pour πrx 2= , on a 
2

sin)12sin(
2

sin 2
1

0

nx
xk

x nk

k

=





 +




 ∑

−=

=

. 

1.8.5 Soit f une fonction appartenant à F, pour tout réel x, on a : 
 

∑
−

=

=
1

0

))((
1

))((
n

k
kn xfS

n
xfT or ∫

−
+

−=
π

π

θ
π

dt
tx

tfxfS kk )
2

()(
2
1

))(( 12 , on en déduit que : 
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dt
tx

n

txn

tfdttx
k

tx
tf

n
xfT

n

k
n ∫∑∫

−

−

=− 




 −

−

=




 −+






 −

=
π

π

π

π ππ
2

sin2

2
)(

sin
)()(

2
12

sin

2
sin

)(
2

1
))((

2

2
1

0

. Il reste à montrer que 








2
sin

2
sin

2

2

x

nx

 est un polynôme trigonométrique positif. C’est à l’évidence une fonction positive, il reste à montrer que 

c’est un polynôme trigonométrique, or 








+

=




 + ∑

=

=

2
sin

2
)12(

sin
cos

2
1

1 x

xn

kx
nk

k

 et donc 

2

02

2

cos
2
1

2
sin

2
sin






 +=






 ∑

=

=

nk

k

kx
x

nx

. 

On va montrer par récurrence que 

22

1

)(
2
1

cos
2
1






 +=





 + ∑

=

=

xukx n

nk

k

est un polynôme trigonométrique. Pour n=1, 

on a 
2
2coscos

4
3)(

2
1

2

1

xxxu ++=




 + , on nomme H(n-1) la propriété ∑

−

=
−− =





 +

22

0
),1(

2

1 cos)(
2
1 n

k
knn kxaxu , 

H(1) est vraie, soit n un indice tel que H(n-1) soit vraie on a alors : 

nxnxxunxxunxxuxu nnnn
2

1

2

1

2

1

2

coscos)(2cos)(
2
1

)cos)(
2
1

)(
2
1

+++




 +=








+





 +=





 + −−− , soit 

( ) nxnxkxnxkxaxu
n

k

n

k
knn

2
1

1

22

0
),1(

2

coscoscos2coscos)(
2
1 +++=





 + ∑∑

−

=

−

=
−  or 

( ) ( )( ) nxkx
nx

xknxnk
nx

nxnxkx
n

k

n

k

n

k

coscos
2
2cos

2
1

coscos
2

12cos
coscoscos2

12

0

1

1

2
1

1

−++=−−+++=+ ∑∑∑
−

=

−

=

−

=

on en 

tire : 

( ) ( ) ∑∑
=

−

=
−− =+−+−++





 +=





 +

n

k
kn

n

k
knnn kxbnxxnnxkxaaxu

2

0
,

22

1
),1(0,1

2

cos
2
2cos12coscos2cos1

2
1)(

2
1

, 

on en conclut que la propriété est héréditaire et comme elle est vraie pour n=1, elle est vraie pour tout n positif strict et 

2

1

cos
2
1 





 + ∑

=

=

nk

k

kx  est un polynôme trigonométrique positif, donc aussi 








2
sin2

2
sin

2

2

x
n

nx

π
. 

1.8.6 Soit f une fonction appartenant à F, pour tout réel x, on a : 
 

dt
tx

n

txn

tfxfTn ∫
− 





 −

−

=
π

π π
2

sin2

2
)(

sin
)())((

2

2

 et d’après la question précédente et la question 1.7.3, on peut affirmer que 

)( fTn est un opérateur linéaire positif.  

1.8.7 On a ( ) ( ) dttkjdttkjdtktjtca jk ∫∫∫
−−−

−++==
π

π

π

π

π

π πππ
cos

2
1

cos
2
1

coscos
1

)( , soit jkca jk ≠= ,0)(  

et ( ) 1cos
1

)( 2 == ∫
−

dtjtca jj

π

ππ
 et 1

2
1

2
)( 00 == ∫

−

dt
ca π

ππ
 . 
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On a ( ) ( ) 0sin
2
1

sin
2
1

sincos
1

)( =−−+== ∫∫∫
−−−

dttkjdttkjdtktjtcb jk

π

π

π

π

π

π πππ
, soit kcb jk ∀= ,0)( . Des 

résultats précédents, on déduit que 




=⇒≤≤
=⇒>

jjn

jn

ccSnj

cSnj

)(0

0)(
 et de ces derniers résultats, on déduit que : 










−==⇒<<

==⇒≥

∑

∑
−

=

−

=
1

1

1

1

)(
)(

1
)(0

0)(
1

)(

n

k
jjkjn

n

k
jkjn

c
n

jn
cS

n
cTnj

cS
n

cTnj
 

On a ( ) ( ) 0sin
2
1

sin
2
1

cossin
1

)( =−−+== ∫∫∫
−−−

dttkjdttkjdtktjtsa jk

π

π

π

π

π

π πππ
, soit ksa jk ∀= ,0)(  et  

( ) ( ) 0cos
2
1

cos
2
1

sinsin
1

)( =+−−== ∫∫∫
−−−

dttkjdttkjdtktjtsb jk

π

π

π

π

π

π πππ
, soit jksb jk ≠∀= ,0)( . 

( ) 1sin
1

)( 2 == ∫
−

dtjtsb jj

π

ππ
. Des résultats précédents, on déduit que 





=⇒<<
=⇒>

jjn

jn

ssSnj

sSnj

)(0

0)(
 et de ces 

derniers résultats, on déduit que : 










−==⇒<<

==⇒≥

∑

∑
−

=

−

=
1

1

1

1

)(
)(

1
)(0

0)(
1

)(

n

k
jjkjn

n

k
jkjn

s
n

jn
sS

n
sTnj

sS
n

sTnj
. 

 
II Théorème de Korovkin sur )(IC  

 
II.1 f étant continue sur le compact I, elle y est uniformément continue, donc étant donné 0>ε , on peut trouver 

0>η  , tel que ( ) εη ≤−⇒≤−<×∈∀ )()(0,, xftfxtIIxt et donc tel que : 

2

2
)(2)()( xt

f
xftf −+≤− ∞

η
ε . 

Etudions maintenant le cas où η>− xt , on a aussi 22 η>− xt , soit encore 1
2

2

>
−
η

xt
, or en utilisant l’inégalité 

triangulaire, on a
∞

≤+≤− fxftfxftf 2)()()()( , on en conclut aisément que : 

 ( ) 2

2

2

2
)(2)(2)()(,, xt

f
xt

f
xftfxtIIxt −+≤−≤−⇒>−×∈∀ ∞∞

η
ε

η
η . En conclusion : 

2

2
)(2)()(,),(,0,0 xt

f
xftfIIxt −+≤−×∈∀>∃>∀ ∞

η
εηε . 

II.2  Soit x fixé appartenant à I , on a )2(2)()(,,0,0 22

2
xxtt

f
xftfIt +−+≤−∈∀>∃>∀ ∞

η
εηε  et 

donc )2(2)(,,0,0 0
2

12200 exxee
f

eexffIx +−+≤−∈∀>∃>∀ ∞

η
εηε , car η ne dépend pas de x . 

II.3 Soit u un opérateur linéaire positif sur )(IC , d’après I.1, on a 

( ) ( ) ))()(2)((2)(,,0,0 0
2

12200 euxexueu
f

euexffuIx +−+≤−∈∀>∃>∀ ∞

η
εηε . 

II.4.1  Des hypothèses, on déduit que { }2,1,0∈∀i la suite ( ) Nnin eu ∈)( converge uniformément vers ie . De plus, 

remarquons que ( )( ) 02)(2, 222
02

2

12 =+−=+−∈∀ xxxxeeeeIx . Il s’ensuit que : 
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( )
∞∞

−+−+−=− 02
2

1202112 2)()(2)(0 eeeeeueeueeug nnnn , soit en utilisant l’inégalité triangulaire et le 

fait que la norme du produit est inférieure au produit des normes: 

∞∞∞∞∞∞
−+−+−≤ 00211122 )()(2)( eeueeeueeeug nnnn . 

La convergence uniforme de ( ) Nnn eu ∈)( 2 vers 2e permet d’affirmer 0)(lim 22 =−
∞+∞→

eeunn
, la convergence 

uniforme de ( ) Nnn eu ∈)( 1 vers 1e permet d’affirmer 0)(lim 11 =−
∞+∞→

eeunn
, la convergence uniforme de 

( ) Nnn eu ∈)( 0 vers 0e permet d’affirmer 0)(lim 00 =−
∞+∞→

eeunn
, on en conclut en utilisant le théorème 

d’encadrement des limites que 
∞ng est compris entre 0 et une suite qui converge vers 0 donc que 0lim =

∞+∞→ nn
g , ce 

qui démontre la convergence uniforme de la suite ( ) Nnng ∈  vers 0. 

II.4.2 Soit 0
4

>ε
, d’après la question II.3, on a : soit en utilisant l’inégalité triangulaire : 

( )( ) ( ) )))(())((2))(((2)(
4

)()()(,,0 0
2

12200 xeuxxexuxeu
f

xeuxexffuxhIx nnnnnn +−+≤−=∈∀>∃ ∞

η
εη

( ) ( )
∞

∞
∞

∞ +≤+≤∈∀>∃ nnnnn g
f

euxg
f

xeuxhIx 2020 2
4

)(2)(
4

)(,,0
η

ε
η

ε
η et la borne supérieure étant 

le plus petit des majorants, ( )
∞

∞
∞∞

+≤>∃ nnn g
f

euh 20 2
4

,0
η

ε
η . Soit 1'=ε , la convergence uniforme de 

( ) Nnn eu ∈)( 0 vers 0e permet d’affirmer 1)(,, 0000 ≤−⇒≥∀∃
∞

eeuNnnN n , ce qui se traduit par 

1)())((, 00 ≤−∈∀ xexeuIx n , soit encore )(1))(()(1, 000 xexeuxeIx n +≤≤+−∈∀ , et enfin 

2))((0, 0 ≤≤∈∀ xeuIx n , d’autre part la convergence uniforme de la suite ( ) Nnng ∈  vers 0 permet d’affirmer 

∞
∞

≤⇒≥∀∃
f

gNnnN n 4
,,

2

11

εη
, on en conclut en posant ),max( 10 NNN = que 

( ) ε
εη

η
ε

η
ε

ε =+≤+≤≥∀∃∀
∞

∞
∞

∞
∞∞ f

f
g

f
euhNnnN nnn 4

22
4

2
4

,,,
2

220 , ceci démontre la 

convergence uniforme de la suite ( ) Nnnh ∈  vers 0. 

II.4.3 Soit { }0)( −∈ ICf , on a : 

( )( ) )()())(()()()()())((, 000 xexfxeuxfxexffuxfxfuIx nnn −+−=−∈∀ , soit 

( ) )()()()()())((, 00 xeeuxfxhxfxfuIx nnn −+=−∈∀ et en utilisant l’inégalité triangulaire, 

( )
∞∞∞

−+≤−+≤−∈∀ 0000 )()()()()()())((, eeufhxeeuxfxhxfxfuIx nnnnn  et la borne supérieure 

étant le plus petit des majorants, 
∞∞∞∞

−+≤− 00 )()( eeufhffu nnn . La convergence uniforme de 

( ) Nnn eu ∈)( 0 vers 0e permet d’affirmer 0)(lim 00 =−
∞+∞→

eeunn
, la convergence uniforme de la suite ( ) Nnnh ∈  vers 

0 permet d’affirmer 0lim =
∞+∞→ nn

h , on en conclut en utilisant le théorème d’encadrement des limites que 

∞
− ffun )( est compris entre 0 et une suite qui converge vers 0 donc que 0)(lim =−

∞+∞→
ffunn

, ce qui démontre 

la convergence uniforme de la suite ( ) Nnn fu ∈)(  vers f sur I. 

Si f = 0, on a : 00)0(, =−∀
∞nun , il y a donc convergence uniforme de la suite ( ) Nnnu ∈)0(  vers la fonction 

nulle sur I. 
II.5 D’après la question I.5, nB  est un opérateur linéaire positif sur [ ]( )1,0C , pour utiliser les résultats de II.4, on va 

montrer que { }2,1,0∈∀i , la suite ( ) Nnin eB ∈)(  converge uniformément vers ie . On a vu en I.6.3 que 

00 )( eeBn = , 11)( eeBn =  et 2
1

2

1
)( e

n
n

n
e

eBn

−+= . Il est clair que 
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0)(lim)(lim 1100 =−=−
∞+∞→∞+∞→

eeBeeB nnnn
, d’autre part 

n

ee
eeBn

∞
∞

−
=− 21

22 )(  

donc 0)(lim 22 =−
∞+∞→

eeBnn
, on en conclut que { }2,1,0∈∀i , la suite ( ) Nnin eB ∈)(  converge uniformément vers 

ie . 

En utilisant le résultat de 4.1.3, on peut alors affirmer que [ ]( )1,0Cf ∈∀ , la suite ( ) Nnn fB ∈)(  converge 

uniformément vers f sur [ ]1,0 . 

II.6 D’après la question précédente, [ ]( )1,0Cf ∈∀ , la suite ( ) Nnn fB ∈)(  converge uniformément vers f sur [ ]1,0 . 

Soit [ ]( )baCg ,∈  et soit 
[ ] [ ]





−+
→

xabax

bah

)(

,1,0:

a
h est une bijection de [ ] [ ]ba,1,0 → . D’autre part 

[ ]( )1,0Chg ∈o  et donc la suite ( ) Nnn hgB ∈)( o  converge uniformément vers hg o sur [ ]1,0 . 

( )
∞

−−

∞

− −=− 111 )()( hhghhgBghhgB nn oooooo , or 

( )
[ ]

( )
[ ]

( ) )())((sup)()()(sup)(
1,0

11

,

11 xhgxhgBxhhgxhhgBhhghhgB n
x

n
bax

n oooooooooo −=−=−
∈

−−

∈∞

−−
 et 

[ ]
( ) 0)())((suplim

1,0

=−
∈+∞→

xhgxhgBn
xn

oo  

implique ( ) 0)(lim)(lim 111 =−=−
∞

−

+∞→∞

−−

+∞→
ghhgBhhghhgB nnnn

oooooo , la suite ( ) Nnn hhgB ∈
−1)( oo  

converge donc uniformément vers g  sur [ ]ba, . Il reste à montrer que )()( 1 xhhgBn
−oo est bien un polynôme. 

)(

1

)())(1())(())(( knkk
n

n

k
n yhyhC

n
k

hgyhgB −

=

−= ∑o  et 
ab
ax

xhy
−
−== − )(1  soit 

( ) ( ) )(

1

)(

1

1

)(
))(())(())()(( knk

n

k
n

n

k

knk
k
n

n

k
n axxb

ab

C
n
k

hg
ab
ax

ab
xb

C
n
k

hgxhhgB −

=

−

=

− −−
−

=






−
−








−
−= ∑∑o , c’est 

bien un polynôme à coefficients réels. 

On a ainsi montré que [ ]xR  est dense dans [ ]( )baC ,  muni de la convergence uniforme. 

II.7.1 Soit [ ]( )bCf ,0∈ , on a pour tout [ ]bx ,0∈ , k
k

k

nxk
k

k

nx
n x

k
n

n
k

fex
k
n

n
k

fexfu
!

)(
!

)())((
00

∑∑
∞

=

−
∞

=

− == , 

posons k
k

nx
k x

k
n

n
k

fexv
!

)()( −= , on a ∑
∞

=

=∈∀
0

)())((,
k

kn xvxfuIx  ; étudions la série de terme général 

)(xvk et montrons que cette série converge uniformément sur I. 
∞

∈∈
==

+
fxfxf

IxRx

)(sup)(sup  est un réel positif et 

k

k
k

k
Ix

wb
k
n

fxv =≤
∞

∈ !
)(sup . La série de terme général kw est une série numérique à termes positifs, on peut 

donc utiliser le critère de D’Alembert : 
( )

0
1

lim
!1

!
limlim

11

1 =
+

=
+

=
+∞→

∞

++

∞

+∞→

+

+∞→ k

bn

knbf

knbf

w
w

kkk

kk

k
k

k

k
. La série de terme 

général kw étant une série numérique convergente, la série de terme général )(xvk est normalement donc 

uniformément convergente sur I. Chaque fonction kv étant définie et continue sur I, la somme de la série est elle-même 

définie et continue sur I et )()( ICfun ∈ . 

II.7.2 On va d’abord montrer que nu est un opérateur linéaire positif sur )(IC , puis que 

( ) ( ) ( ) NnnNnnNnn eueueu ∈∈∈ )(,)(,)( 210  convergent uniformément respectivement vers 210 ,, eee , ensuite, on utilisera 

la conclusion de la question II.4.3. 

∑∑
>

−

=

− +=
nbk

k
k

nx
nb

k

k
k

nx
n x

k
n

bfex
k
n

n
k

fexfu
!

)(
!

)())((
0

 et nu  étant somme de deux opérateurs linéaires positifs 

est un opérateur linéaire positif sur )(IC .  
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)(
!

))((,, 0
0

0 xeeex
k
n

exeuIxNn nxnx

k

k
k

nx
n ===∈∀∈∀ −

∞

=

− ∑ et ( ) Nnn eu ∈)( 0  converge uniformément vers 0e . 

)(
)!1(!

))((,, 1
1

1
1

0
1 xeexex

k
n

xex
k
n

n
k

exeuIxNn nxnx

k

k
k

nx

k

k
k

nx
n ==

−
==∈∀∈∀ −

∞

=

−
−

−
∞

=

− ∑∑ et ( ) Nnn eu ∈)( 1  

converge uniformément vers 1e . 

∑∑
∞

=

−−
∞

=

−

−
+−==∈∀∈∀

1

2

0
2

2

2 )!1(
1)1(

!
))((,,

k

kknx

k

k
k

nx
n xn

k
k

ex
k
n

n
k

exeuIxNn soit encore 







−

+
−

+=∈∀∈∀ ∑∑
∞

=

−−∞

=

−−
−

2

11

2

22
2

2 )!1()!2(
))((,,

k

kk

k

kk
nx

n k
xn

n
x

k
xn

x
n
x

exeuIxNn , soit 

n
x

e
n
x

x
n
x

e
n
x

ex
n
x

exeuIxNn nxnxnxnx
n ++=





 +++=∈∀∈∀ −− 2))((,, 22

2 , on a donc  

n
b

n
xe

n
xxexeuNn nx

Ix
n

Ix
32sup)())((sup, 22 ≤+=−∈∀ −

∈∈
, on en déduit que 

0)())((suplim 22 =




 −

∈+∞→
xexeun

Ixn
 et que ( ) Nnn eu ∈)( 2  converge uniformément vers 2e . 

En utilisant la conclusion de la question II.4.3., on peut affirmer que ( ) Nnn fuICf ∈∈∀ )(),(  converge uniformément 

vers f . 

II.8.1 Le système :






=++
=++
=++

0)()()(

0)()()(

0)()()(

222211200

122111100

022011000

xxx

xxx

xxx

θαθαθα
θαθαθα
θαθαθα

 a au moins une racine non nulle ( )210 ,, aaa , si 

on note u , l’endomorphisme de matrice 
















)()()(

)()()(

)()()(

222120

121110

020100

xxx

xxx

xxx

θθθ
θθθ
θθθ

, cela veut dire que { }0ker ≠u . On veut 

montrer que le système : 






=++
=++
=++

0)()()(

0)()()(

0)()()(

222121020

212111010

202101000

xxx

xxx

xxx

θαθαθα
θαθαθα
θαθαθα

 a une solution non nulle, or ce système est associé 

à l’endomorphisme *u endomorphisme adjoint de u . Les endomorphismes *u  et u peuvent être considérés comme 

des endomorphismes de 3R . Comme { }0ker ≠u , on a dim 1ker ≥u  soit dimIm 2≤u et donc la dimension de 

l’orthogonal de Imu  est supérieure ou égale à 123 =− , il n’est pas réduit à 0 et comme il est égal à *keru , on a 

{ }0*ker ≠u , le système a donc une solution non nulle appartenant à 3R  que l’on note ( )210 ,, bbb  ; on pose 

( )210

0
0 ,,max2
'

bbb
b

b = , ( )210

1
1 ,,max2
'

bbb
b

b =  et ( )210

2
2 ,,max2
'

bbb
b

b = , vue la construction de ces 

trois nombres réels, ils sont solutions du système et ils sont de module strictement inférieur à 1, si au moins deux 

d’entre eux sont positifs ou nuls, on a trouvé 00 'b=λ , 11 'b=λ  et 22 'b=λ . Si au plus un des trois est positif ou nul, 

les deux autres sont négatifs et on a trouvé 00 'b−=λ , 11 'b−=λ  et 22 'b−=λ , dans tous les cas on a trouvé trois 

réels non tous nuls, répondant à la question. 

Au besoin en modifiant la numérotation des racines de θ , on a bien 0,1 1210 ≥≤≤<− λλλλ . 

II.8.2 On a ( ) ( ) )()()()()1()()()())((,, 2211000 xxfxfxfxfxxexfuIxNn nnn δλλλδ ++++−=∈∀∈∀ , 

or ( ) 0)()(, 0 ≥−∈∀ xxeIx nδ  car 1)(0 ≤≤ xnδ , donc ( ) fe nδ−0 est un opérateur linéaire positif , de même 

( ) nxfxfxf δλλλ )()()()1( 221100 +++  est un opérateur linéaire positif , d’après I.5 et nu  étant somme de deux 

opérateurs linéaires positifs est un opérateur linéaire positif sur )(IC .  

II.8.3 On a { } ( ) ( ) nkkkknkn xxxeuk δθλθλθλθδθ )()()()1()(,2,1,0 2211000 ++++−=∈∀  or 

{ } ( ) 0)()()(,2,1,0 221100 =++∈∀ xxxk kkk θλθλθλ , donc, 
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{ } ( ) ( ) nkkknkknkn xxeuk δθθθδθθδθ −+=+−=∈∀ )()()(,2,1,0 000 , d’où l’on tire 

{ } ( ) nkkkkn xuk δθθθθ −=−∈∀ )()(,2,1,0 0 , on a donc 

{ } )()()(sup)())((sup,2,1,0 0 xxxxxuk nkk
Ix

kkn
Ix

δθθθθ −=−∈∀
∈∈

. De plus { } kk θ,2,1,0∈∀  est continue sur I , 

donc étant donné 0>ε  il existe kα tel que εθθα ≤−⇒≤−∈∀ )()( 00 xxxxIx kkk . De plus, 

{ } )()(sup)()()(sup)()()(sup,2,1,0 0
1

,
1

0
1

,
1

0

0000

xxxxxxxxk kk

n
x

n
xx

nkk

n
x

n
xx

nkk
Ix

θθδθθδθθ −≤−=−∈∀




 +−∈



 +−∈∈

soit N tel 

que ),,min(
1

210 ααα≤
N

, alors { } εθθ ≤−≥∀∈∀




 +−∈

)()(sup,2,1,0 0
1

,
1

00

xxNnk kk

n
x

n
xx

, on en conclut que 

{ } εθθθθε ≤−≤−≥∀∃∈∀>∀




 +−∈∈

)()(sup)())((sup,2,1,00 0
1

,
1

00

xxxxuNnNk kk

n
x

n
xx

kkn
Ix

, ce qui prouve que 

{ } ( ) Nnknuk ∈∈∀ )(,2,1,0 θ  converge uniformément vers kθ  sur I . 

II.8.4 On suppose que bxxxa ≤<<≤ 210 , sinon on adapte la démonstration. On note f continue sur I , définie 

par 0)( =af , 00 )( λ=xf et f affine sur [ ]0, xa , puis 11)( λ=xf et f affine sur [ ]10 ,xx , ensuite 22)( λ=xf et 

f affine sur [ ]21, xx , enfin 0)( =bf et f affine sur [ ]bx ,2 . 

Pour tout [ ] { }0, xbax −∈  ( ) ( ) )()()()()1()()(1))(( 221100 xxfxfxfxfxxfu nnn δλλλδ ++++−= or pour x 

fixé, [ ] { }0, xbax −∈ , 0)(lim =
+∞→

xnn
δ et donc )())((lim xfxfunn

=
+∞→

. Or on a 

( ) ( ) )()()()()1()()(1))(( 0221100000 xxfxfxfxfxxfu nnn δλλλδ ++++−= , soit 

)()()()())(( 22110000 xfxfxfxfxfun λλλ ++=− , donc 2
2

2
1

2
000 )())(( λλλ ++=− xfxfun , on en déduit que 

)()())((lim 0
2
2

2
1

2
000 xfxfxfu nn

>+++=
+∞→

λλλ , on a trouvé f continue sur I , telle que ( ) Nnn fu ∈)( ne converge 

pas simplement, donc pas uniformément vers f . 

III Théorème de Korovkin sur F 

III.1 Soit Ff ∈ , elle est π2 -périodique et continue sur R . f étant continue sur [ ]π2,0 , elle y est uniformément 

continue. Etant donné 0>ε  il existe 0>α tel que ( ) [ ] εαπ ≤−⇒<−∈∀ )()(2,0, 2 yfxfyxyx . Posons 






=

2
,inf
παβ , soit x’ et y’ deux réels quelconques tels que β<− '' yx , alors il existe Zk ∈  tel que 

ππ )2(' +≤≤ kxk et ππ )2(' +≤≤ kyk , notons πkxx −= '  et πkyy −= ' , alors β<−=− '' yxyx et 

π20 ≤≤ x  et π20 ≤≤ y . f  étant π2 -périodique, on a )'()( xfxf =  et )'()( yfyf = . En définitive, 

( ) εβ ≤−=−⇒<−∈∀ )()()'()'(''',' 2 yfxfyfxfyxRyx  et f est uniformément continue sur R . 

III.2 Soit Ff ∈ , elle est uniformément continue sur R . Etant donné 0>ε  il existe 0>α tel que 

( ) εα ≤−⇒<−∈∀ )()(, 2 xftftxRxt . 

Soit 




=

2
,inf
παη , on a ( ) εη ≤−⇒<−∈∀ )()(, 2 xftftxRxt  soit 

)(
)(

2
)()(

0

t
f

xftf xψ
ηψ

ε ∞+≤− . Soit ( ) 2, Rxt ∈ , [ ] ππ kyxtyZk 2,0, +=−∈∃∈∃ + , on a soit 

ykxt =+− )2( π  soit yktx =+− )2( π , dans les deux cas 

)()()2()()2()( xftfktfxfkxftf −=+−=+− ππ  et εη ≤−⇒< )()( xftfy , soit 

)(
)(

2
)()(

0

t
f

xftf xψ
ηψ

ε ∞+≤− .  
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Supposons maintenant que η>y , on a 
222

0
πη ≤<< y

, la fonction uu 2sin→  est croissante sur 





2
,0
π

, et 

donc 1
2

sin
2

sin0 22 ≤<< yη
, or 





 −=




 −
=




 −−
=

2
sin

2
sin

2

2
sin

2
sin 2222 xtxtkxty π

 et donc 

2
sin

2
sin 22 xt −≤η

, soit 1

2
sin

2
sin

2

2

≥

−

η

xt

. 

De plus, ( )
∞

≤−∈∀ fxftfRxt 2)()(, 2  et en utilisant l’inégalité précédente 

)(
)(2

2
sin

2
sin

2

2
sin

2
sin

2)()(
02

2

2

2

ηψ
ψεηεη

tf

xt

f

xt

fxftf x
∞∞∞

+=

−

+≤

−

≤− .Etant 

donné 0>ε , on a montré qu’il existe ] [πη ,0∈ tel que 

( )
)(
)(

2)()(,
0

2

ηψ
ψε t

fxftfRxt x
∞

+≤−∈∀ . 

III.3 Soit Ff ∈ , étant donné 0>ε , on a montré précédemment qu’il existe ] [πη ,0∈ tel que : 

( )
)(
)(

2)()()()(,
0

00
2

ηψ
ψε t

ftctcxftfRxt x
∞

+≤−∈∀ , on en tire que : 

)(
2)(

0
00 ηψ

ψε xfccxffRx
∞

+≤−∈∀ . D’autre part, on a 

( ) xtxt
xt

tRxt x sinsincoscos1
2

sin)(2, 22 −−=−=∈∀ ψ que l’on peut écrire 

( ) xtsxtctctRxt x sin)(cos)()()(2, 110
2 −−=∈∀ ψ , d’où l’on tire 

xsxccRx x sincos2 110 −−=∈∀ ψ et en remplaçant dans l’inégalité précédente 

( )xsxcc
f

ccxffRx sincos
)(

)( 110
0

00 −−+≤−∈∀ ∞

ηψ
ε . En conclusion, étant donné 

0>ε , on a montré précédemment qu’il existe ] [πη ,0∈ tel que : 

( )xsxcc
f

ccxffRx sincos
)(

)( 110
0

00 −−+≤−∈∀ ∞

ηψ
ε . 

III.4 Soit u  un opérateur linéaire positif sur F et Ff ∈ , étant donné 0>ε , on a montré précédemment qu’il existe 

] [πη ,0∈ tel que : ( )xsxcc
f

ccxffRx sincos
)(

)( 110
0

00 −−+≤−∈∀ ∞

ηψ
ε . Or, 

d’après I.1, ( ) ( )00 )()( cxffucxffuRx −≤−∈∀  donc  

( ) ( )





−−+≤−∈∀ ∞ xsxcc

f
cucxffuRx sincos

)(
)( 110

0

00 ηψ
ε  et en utilisant la 

linéarité de u  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsuxcucu
f

cucxffuRx sincos
)(

)( 110
0

00 −−+≤−∈∀ ∞

ηψ
ε . 

III.5.1 On sait que 0
222

1
2

1 1sincos)()( cxxxsxcRx ==+=+∈∀ et donc 

00
2

1
2

1 =−+ csc , on va montrer que la suite ( ) Nnng ∈ converge uniformément vers 0
2

1
2

1 csc −+  sur 

R . 

( ) ( )( ) ( )( )
∞∞∞

−+−+−=+−−=− 111111000
2

1
2

10 ssusccucccucscgg nnnnn
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et en utilisant l’inégalité triangulaire et le produit des normes, on a 

( ) ( ) ( )
∞∞∞∞∞∞

−+−+−≤ 11111100 ssusccucccug nnnn or 11 =
∞

c  et 

11 =
∞

s , donc ( ) ( ) ( )
∞∞∞∞

−+−+−≤ 111100 ssuccuccug nnnn . D’après les 

hypothèses, pour { }1,0∈i , la suite ( )( ) Nnin cu ∈ converge uniformément vers ic  sur R , donc étant donné 0>ε , 

il existe iN tel que ( )
3

,
ε≤−⇒≥∀

∞iini ccuNnn , et la suite ( )( ) Nnn su ∈1 converge uniformément 

vers 1s  sur R , donc étant donné 0>ε , il existe 2N tel que ( )
3

, 112

ε≤−⇒≥∀
∞

ssuNnn n , 

notons ( )210 ,,max NNNN = ,on a 

( ) ( ) ( ) εεεε =++≤−+−+−≤⇒≥∀
∞∞∞∞ 333

, 111100 ssuccuccugNnn nnnn

On a finalement montré que εε ≤⇒≥∀∃∀
∞ngNnnN ,,, , ce qui prouve que la suite 

( ) Nnng ∈ converge uniformément vers 0  sur R . 

III.5.2 Soit u  un opérateur linéaire positif sur F et Ff ∈ , étant donné 0>ε , on a montré précédemment qu’il 

existe ] [πη ,0∈ tel que : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsuxcucu
f

cucxffuRx sincos
)(

)( 110
0

00 −−+≤−∈∀ ∞

ηψ
ε  et η ne 

dépend que de f et de ε , on en déduit que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xsuxcucu
f

cucxffuRxNn nnnnn sincos
)(

)(, 110
0

00 −−+≤−∈∀∈∀ ∞

ηψ
ε

 et donc ( ) ( )
∞

∞
∞∞∞

+≤−=∈∀ nnnn g
f

cucxffuhNn
)(

)(,
0

00 ηψ
ε , si { }0−∈ Ff  

la suite ( )( ) Nnn cu ∈0 converge uniformément vers 0c  sur R , donc étant donné 1=ε , il existe 1N tel que 

( ) 1, 001 ≤−⇒≥∀
∞

ccuNnn n , c’est à dire ( ) 2, 01 ≤⇒≥∀
∞

cuNnn n . On va donc 

prendre 0
4

>ε
, alors qu’il existe ] [πη ,0'∈ tel que : 

( ) ( )
∞

∞
∞∞

+≤−∈∀ nnn g
f

cucxffuNn
)'(4

)(,
0

00 ηψ
ε

 et la suite ( ) Nnng ∈ converge 

uniformément vers 0  sur R , donc étant donné 

∞
f2

)'(0 ηεψ
, il existe 2N tel que 

∞
∞

≤⇒≥∀
f

gNnn n 2
)'(

, 0
2

ηεψ
. Etant donné 0>ε , il existe ),max( 21 NNN = tel que 

( ) εηεψ
ηψ

ε =+≤−=≥∀
∞

∞
∞∞ f

f
cxffuhNnn nn 2

)'(
)'(

2
4

)(,, 0

0
0 , ce qui prouve que 

la suite ( ) Nnnh ∈ converge uniformément vers 0  sur R . 

 
III.5.3 Pour tout entier n 

et ( ) ))(()())(()()()(, 00 xcuxfxfuxcxffuxhRx nnnn −=−=∈∀ , soit encore 

)())(()())(()()(, 0 xfxfuxfxcuxfxhRx nnn −=−+∈∀ soit encore 

ffucucfh nnn −=−+ )())(( 00 et donc 

∞∞∞∞ −+≤− )()( 00 cucfhffu nnn . Soit 0>ε , la suite ( ) Nnnh ∈ converge uniformément 

vers 0  sur R , 
2

,, 11

ε≤⇒≥∀∃
∞nhNnnN , de même la suite ( )

Nnn cuc
∈∞

− )( 00 converge 
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uniformément vers 0  sur R ,

∞
∞

≤−⇒≥∀∃
f

cucNnnN n 2
)(,, 0022

ε
,.en notant 

),max( 21 NNN = , εεε =+≤−≥∀
∞

∞∞ f
fffuNnn n 22

)(,, , ce qui prouve que 

la suite ( ) Nnn fu ∈)( converge uniformément vers f  sur R . 

Si f = 0, on a : 00)0(, =−∀
∞nun , il y a donc convergence uniforme de la suite ( ) Nnnu ∈)0(  vers la fonction 

nulle sur R. 
 

III.6 On a vu en 1.7.3 que ∫−
−=

π

π
dttxKtfxfu )()())(( est un opérateur linéaire positif sur F si et 

seulement si )( txK − est un polynôme trigonométrique à valeurs positives ; or, on a montré en 1.8.5 que 

2
)(

sin2

2
)(

sin
)(

2

2

tx
n

txn

txK −

−

=−
π

est un polynôme trigonométrique à valeurs positives, 

∫− −

−

=
π

π
π

dt
tx

n

txn

tfxfT n

2
)(

sin2

2
)(

sin
)())((

2

2

est donc un opérateur linéaire positif sur F. Pour montrer 

que la suite ( ) Nnn fT ∈)( converge uniformément vers f  sur R , il suffit de montrer d’après III.5 que les suites 

( ) Nnn cT ∈)( 0 , ( ) Nnn cT ∈)( 1 , ( ) Nnn sT ∈)( 1 convergent uniformément respectivement vers 0c , 1c , 1s  sur R . En 

1.8.7, on a montré que 00 )(*, ccTNn n =∈∀ , 11

1
)( c

n
n

cTn

−=  et 11

1
)( s

n
n

sTn

−= . 

Puisque 0)(*, 00 =−∈∀
∞

ccTNn n , on a 0)(lim 00 =−
∞+∞→

ccTnn
, d’autre part 

nn

c
ccTNn n

1
)(*, 1

11 ==−∈∀ ∞
∞

 et donc 0)(lim 11 =−
∞+∞→

ccTnn
, enfin 

nn

s
ssTNn n

1
)(*, 1

11 ==−∈∀ ∞
∞

 et donc 0)(lim 11 =−
∞+∞→

ssTnn
, cela prouve que les suites ( ) Nnn cT ∈)( 0 , 

( ) Nnn cT ∈)( 1 , ( ) Nnn sT ∈)( 1 convergent uniformément respectivement vers 0c , 1c , 1s  sur R  et d’après III.5, on 

peut affirmer que pour tout Ff ∈ , la suite ( ) Nnn fT ∈)( converge uniformément vers f  sur R . 

 


