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Partie I

Question I.1.a B
Puisque (A1, A1) forme une partition de 2, (A; N Ay, A; N Ay) forme une partition de As. Il en résulte

P(A)+P(A) =P(Q) =1 et P(A; N A2) +P(A; N Ay) = P(Ay)
et donc, par indépendance de Ay et Ao,
P(A; NAy) =P(Ay) —P(A1NAy) =P(4y) — P(A))P(Ay) = P(Ay). (1 —P(A))) = P(42)P(4;) .
Par conséquent A; et A, sont indépendants.

Question I.1.b.I
Notons X7 = A; et, pour j entier compris entre 2 et k, X; = A;. Soit J une partie de {1,...,k}. Si J ne contient pas 1,
par indépendance mutuelle de Ay, ..., Ag, on a

P (NjesX;) =P (Njesd;) = [[P(4;) = [[ P(X)) -
jeJ jedJ

Si maintenant 1 appartient & .J, notons J' = J \ {1}. Par indépendance mutuelle de Ay, ..., Ay, A; est indépendant de
Njey A; et donc, d’aprés L.1.a, A; est indépendant de Njcj A;. Il vient donc

P (NjesX;) =P (AN (Njer4))) = P(A)P (Njer4;) =P(A) [ P(4)) = [[ P(X)) -
jeJ’ jeJ

11 en résulte que X1, ..., X; sont mutuellement indépendants, i.e. A1, Ao, ..., Ay sont mutuellement indépendants.

Question I.1.b.II

Pour j un entier compris entre 0 et k, soit (H;) la propriété : si des événements Xi, ..., Xj sont des événements
mutuellement indépendants de B, alors les événements X;, pour ¢ entier tel que 1 < i < j, et X/, pour ¢ entier tel que
j < £ <k, sont mutuellement indépendants.

La propriété (Hy) est une tautologie, et (H;) est vraie d’aprés ce qui précéde.

Soit j un entier compris entre 0 et k — 1 tel que (H;) soit vraie. En appliquant I.1.b.I aux événements X1, X1, ...,
Yj, Xjt2, ..., Xg, on en déduit que H;4; est vraie.

Par conséquent le principe de récurrence entraine que (H;) est vraie pour tout entier j compris entre 0 et k. En particulier
(Hy) Vest, ce qui est exactement 1’assertion recherchée.

Question 1.2.a
Notons T I’ensemble {1,...,n}. Puisque la loi de X est uniforme sur 7', pour tout sous-ensemble 7" de T', on a P(X €
T') = Card(T")/ Card(T). Notons T, = TN 2N et Ts = T N5N. Puisque 2 et 5 sont premiers entre eux, leur ppem est 10 et
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donc un entier est divisible par 2 et 5 si et seulement si’l est divisible par 10. Il en résulte T, N7 = TN(2NN5N) = TN10N.
Nous noterons T7g ce dernier ensemble. On a donc

Card T, CardTs CardTo
PA)=PXeTy)=——-—+ PA) =P X eT;) = —— t PAINA)=PXelhnTy) = ——
(A1) (X €Ty CardT ’ (42) (X €Ts) CardT * (41N 4,) (X €NT5) CardT
Par conséquent si n = 100, on a
50 1 20 1 10 1
A)=—== PAy) = —=- PATNA) = —=—.
A =100~ 3° (A2) =150 =5 et PlinA) =15 = 15

En particulier A; et A5 sont indépendants.

Question I.2.b
Si ’on fait n = 101 dans les calculs précédents, comme 101 est premier & 2, 5 et 10, les cardinaux de 15, T5 et T1g sont

inchangés et il vient

50 20 10
P(A)) = 1oL’ P(Ay) = o1’ et P(A;NAy) = o1

et donc
P(A1)P(As) =P(A4; N As) & 50 x 20 =10 x 101 < 1000 = 1010,

ce qui montre que A; et A, ne sont pas, cette fois-ci, indépendants.

Question 1.3.a
L’événement A est ’événement X € S,, et donc P(A) = Card S,/ CardT, i.e. P(A) = o(n)/n.

Question 1.3.b

Soit p un entier naturel, notons 7, = T'N pIN. Si p est un diviseur de n, on peut écrire n = pd avec d entier, de sorte que
T, est ’ensemble des multiples de p s’écrivant mp avec m entier compris entre 1 et d. En particulier T}, est de cardinal d,
c’est-a-dire n/p et donc P(X € T),) = 1/p.

Il vient, pour tout entier ¢ compris entre 1 et k, puisque p; est un diviseur de n,

1
P(4)=P(XET,)=--.

Question 1.3.c

Soit J une partie de {1,...,k}. Comme (p;);jecs sont des nombres premiers distincts, ils sont premiers entre eux et donc
leur ppem est [, ;pj. Il en résulte Njesp;N = [[;c;p;N et donc Nje; Ty, = T N[, p;N. De plus [[;c;p; est un
diviseur de n et il vient

1 1
P(NjesAj) =P(X € NjesTy,) =P(X €Ty, p) = 57— = II-—=11P“)
Hjer] jerJ jeJ

et donc les événements Ay, As, ..., Ay sont mutuellement indépendants.

Question 1.3.d

Soit m un entier. S’il n’est pas premier i n, c’est que n et m ont un diviseur commun et donc, puisque tout nombre est
produit de facteurs premiers, n et m ont un diviseur premier en commun. Autrement dit, il existe un entier ¢ compris entre
1 et k tel que p; divise m. Par conséquent I’événement A se produit si et seulement aucun des événements A; ne se produit,
ie. A=A N...NA;.
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Question 1.3.e
Il résulte des deux questions précédentes et de I.1.b.II

Question 1.4.a
Soit r dans Sy et (a, b) son image par h. D’aprés les propriétés de la division euclidienne, on a en particulier PGCD(r,p) =
PGCD(p,a) et PGCD(r,q) = (g,b). Or, r appartient a Sy, et donc r est premier & pg et donc a p et ¢. Il en résulte

PGCD(p,a) = PGCD(r,p) =1= PGCD(r,q) = PGCD(q,b) ,
i.e. a appartient & S, et b & S;. Autrement dit (a,b) appartient & S, x S, et donc h(S,,) est inclus dans S, x S,.

Question 1.4.b
Soit x et y dans Sy, tels que h(z) = h(y) = (a,b). En particulier

r=a=ymodp et x=b=y mod q,

et donc p et ¢ divisent  — y. Comme p et g sont premiers entre eux, il en résulte que pq divise x — y. Or z et y vérifient
0 <z,y < pq et donc |z — y| < pg. On en déduit x — y = 0 ou encore x = y. Par conséquent h est injective.

Question I.4.c

Puisque p et ¢ sont premiers entre eux, on peut trouver une relation de Bézout entre eux, i.e. il existe deux entiers relatifs
a et O tels que ap + Bq = 1.

Soit donc « et § deux tels entiers, (a,b) dans S, x S, et & donné par = apb + fqa. La relation ap + S¢ = 1 entraine
en particulier ap =1 mod q et 5g =1 mod p et il vient

r=0.b+1.a=amodp et x=1b+0.a =bmodq .

Soit r le reste de la division euclidienne de x par pq, on a donc 0 < r < pq, r = a mod p et r = b modgq. Des deux derniéres
propriétés et du fait que (a,b) appartient & S, x S,, on en déduit que r est premier & p et g. Il est donc premier & pg. En
particulier r est non nul. Au final r est un entier vérifiant 0 < r < pq et premier a pg, i.e. r appartient a Spq.

Au final, pour tout couple (a,b) de S, x Sg, on a exhibé un élément r de Sy, tel que h(r) = (a,b). Par conséquent 'image
de h est S, x S,.

Comme h est injective, d’aprés la question précédente, h induit une bijection entre S, et son image, i.e.S, x S;. Comme
ce sont deux ensembles finis, ’existence d’une bijection entre eux entraine qu’ils ont méme cardinaux, i.e. p(pq) = ¢(p)e(q).

Question I.4.d
Pour k entier naturel, notons (Hy) la propriété : pour tout k-uplet (pi,...,px) de nombres premiers distincts et tout
k-uplet (aq,...,a;) d’entiers naturels non nuls, on a

k k 1
” <Hp?i> =II» <1 - ) :
i=1 i=1 pi

Soit p un nombre premier, o un entier naturel non nul et m un entier naturel compris entre 1 et p®. Les diviseurs de

@ sont les p” avec 3 entier vérifiant 0 < 3 < a. Par conséquent le pged de m et p® est nécessairement de cette forme. I

p
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en résulte que m et p® sont premiers entre eux si et seulement si p ne divise pas m. Les multiples de p compris entre 1 et
p® étant les nombres de la forme pl avec 1 < ¢ < p®~! ils sont au nombre de p®~!. Il en résulte que S, est de cardinal
p* —p* 1l ie p(p*) = p*(1 - 1/p).

Par conséquent (H7) est vraie.

Soit maintenant k un entier naturel non nul, (p1, ..., pr+1) un (k+1)-uplet de nombres premiers distincts et (aq, ..., ap+1)
un (k + 1)-uplet de nombres entiers naturels non nuls. D’aprés la question précédente, on a

k1 k k
. . « i « 1
0 (H p?’) = (Hzﬁ“) ppit) = <HP§“> Prst’ <1 - )
i1 i1 i1 Pr+1

et donc la propriété (Hy) est héréditaire.
D’aprés le principe de récurrence, la propriété (Hy) est donc vraie pour tout entier naturel non nul k. Comme n peut
s’écrire, de fagon unique, comme produit de puissances de nombres premiers distincts, on en déduit (F).

Question 1.5.a

Pour d entier naturel non nul, notons G4 ’ensemble des entiers compris entre 1 et n dont le PGCD avec n est d.

Soit x, y, d trois entiers naturels non nuls, on a PGCD(dx,dy) = d.PGCD(x,y). Par conséquent, si a est un entier
naturel non nul, on a

PGCD(a,n)=d<d|n,d|a et PGCD (gg) —1
et donc, si de plus d est un diviseur de n,
an

PGCD(ayn)=d<d|a et PGCD(d,d

)@EIkeN a=kd et PGCD(k,%):l,
ce qui est 'assertion recherchée.

Par conséquent, G4 est 'ensemble des entiers de la forme kd pour k entier naturel non nul inférieur & n/d et premiers
avec n/d, i.e. pour k dans S, /4. En particulier le nombre d’entiers a tels que 1 < a < n et PGCD(a,n) = d est égal &

p(n/d).

Question I.5.b
D’aprés la question précédente, on a

Question L.5.c

Puisque tout nombre compris entre 1 et n admet pour PGCD avec n un diviseur de n, la famille (G4)4ep, recouvre T
De plus le PGCD de deux nombres est unique, et donc cette famille est en fait une partition de 7.

D’aprés la formule des probabilités totales, il vient

1=P(XeT)= ) P(XeGy= > P(Cy

deD,, deD,

ENORS

deD,

et donc

Question I.5.d

Soit d un diviseur de n, la quantité n/d est alors un entier et il vérifie n = d.n/d et, en particulier, c’est un diviseur de
n. Autrement dit on peut définir une application u de D,, dans lui-méme par la formule u(d) = n/d.

Comme u est involutive, u est bijective.
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1l vient
n= Y o)=Y ed)= Y ¢d)
deD, u(d)eDn, d’eD,
ce qui est 'assertion recherchée.
Partie 11

Question II.A.1
Pour a et b dans A et n entier naturel non nul, on a

n—1
" —a" = (b—a) Z akpr—i-k
k=0

et donc b" — a™ est divisible par b — a.
Il est raisonnable de penser que I’énoncé ameéne & penser que le quotient de b — a™ par b — a est égal &

n—1
§ akbn—l—k.
k=0

Remarque : Mais attention, dans un anneau général, il n’y a pas de notion de quotient. Ainsi demander « LE » quotient
est ridicule. Prenons par exemple A = Z/8Z, a la classe de 2, b celle de 4 et n = 2. Alors b> — a? est la classe de 4 et b —a
celle de 2. Mais on a

4=2%x2=2x6
alors qu’est-ce que « LE » quotient de b? —a? par b— a ? Pour que cela ait un sens précis, il faudrait supposer b— a inversible
dans A, mais ce n’est pas ce que veut ’énoncé (voir I11.A.3.a).

Question I1.A.2

Si n est un entier composé, on a n = pq avec p et g deux entiers naturels strictement supérieurs a 1. Et comme p | n et
q | n, p et g vérifient en fait 1 < p,q < n. En particulier leurs classes modulo n est non nulle.

Or n = pq et donc la classe de pq est nulle, autrement dit la multiplication dans Z/nZ de la classe de p par celle de ¢
donne la classe nulle. En particulier ’anneau Z/nZ n’est pas intégre et ne saurait donc étre un corps.

Si maintenant a est un entier premier & n, on a une relation de Bézout entre a et n. Soit donc « et 3 deux entiers relatifs
tels que aa + fn = 1. En particulier aa = 1 mod n. Il en résulte que la classe de a dans Z/nZ est inversible et admet la
classe de o comme inverse. En particulier si n est premier, ce résultat est valable pour tout entier dont la classe modulo n
n’est pas nulle, i.e. Z/nZ est un corps.

Ainsi, Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

Remarque : On pourrait aussi utiliser affirmation de I’énoncé. En effet Z/nZ est un corps si et seulement si tous ses éléments
non nuls sont inversibles et donc si et seulement si le cardinal de (Z/nZ)* est n — 1, i.e. si et seulement si p(n) =n — 1.

Mais d’aprés (E) (voir 1.3.e), on a
1 1
=n—1 1—-2)=1-=
pn)=n-1<]] < p) -

pln

ou le produit est étendu sur tous les nombres premiers p divisant n. Maintenant tous les termes du produit sont inférieurs
a 1 —1/n et aussi strictement inférieurs a 1. Il ne peut donc y avoir qu’un seul terme dans le produit et ce terme doit étre
1—1/n,i.e. n doit étre premier!
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Question I1.A.3.a

Remarque : Bien entendu la théorie des anneaux de polyndmes sur un anneau ou sur un corps autre qu’un sous-corps de
C est hors-programme et, aucun résultat provenant de cette théorie ne peut étre appliqué ici. Il faut donc utiliser d’autres
méthodes. La plus naturelle consiste tout simplement a utiliser les deux questions précédentes. D’ailleurs pourquoi sinon
avoir posé la question II.A.17

Soit donc n un entier premier et K le corps Z/nZ.

Pour k entier naturel, notons (Hy) la propriété : un polynome de degré k a coefficients dans Z/nZ admet au plus &
racines dans Z/nZ. Autrement dit, si (ag,...,a) sont k+ 1 éléments de K avec aj non nul, alors la fonction polynoéme de
K dans K définie par
x>—>a0+a1m+...+akajk
s’annule au plus k fois.

La propriété (Hyp) est vraie puisqu’une fonction polynome associée a un polynome de degré 0 est une fonction constante
non nulle et donc ne s’annule pas.

Soit maintenant k un entier naturel, (ag,...,ar+1) k+2 éléments de K et P une fonction polyndéme de K dans K définie
par

k+1
T+—ag+ a1+ ...+ a1 1.

Soit o dans K tel que P(a) =0 et « dans K. On a

k+1 kt1j—1
P(z)=0< P(z) — Pla) =0 =< Zaj(a:j —a)=0& (z—a) Z aj0d 1t =0
j=1 j=1¢=0

et donc, par intégrité de K et en permutant les deux sommes (par associativité et commutativité de K),

k k+1
Plz)=0& [z=a ou Z Z a;ad 1 2t =0
(=0 \j=(+1

Autrement dit toute racine de P distincte de « est racine d’un certaine fonction polyndme associée 4 un polynoéme de degré
k. La propriété (Hy) est donc héréditaire.

Le principe de récurrence permet donc de conclure que (Hy) est vraie pour tout entier naturel. En particulier pour &
entier non nul, tout « polynoéme » de degré k a coefficients dans Z/nZ admet au plus k racines.

Remarque : Comme les polynomes a coefficients dans Z/nZ ne sont pas au programme, il me semble plus légitime de parler
de « fonction polynome », ce qui a toujours un sens. Par contre le degré d’une telle fonction est plus ambigii, puisque par
exemple la fonction nulle est également la fonction polynome X™ — X lorsque n est premier (voir 11.A.4.b).

Question I1.A.3.b
On vérifie directement (par exemple sur calculatrice, mais aussi sur papier) qu’on a

P0)=P1)=P@B)=P4) =0 et P(2)=P(5)=2
et donc les racines de P sont 0, 1, 3 et 4.

Question I1.A.3.c
On a

XX-1)=X?-iX=X>-X e X-3PX-4H=X’-B+HX+34=X>-1X+0=X>-X.

Par conséquent X (X — 1) et (X — 3)(X — 4) sont deux factorisations distinctes de P dans Z/6Z[X].

Remarque : Depuis la question précédente, Z/6Z[X] n’est toujours pas au programme !
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Question I1.A.4.a
Notons H l’ensemble {1,z,...,2*"!}. Remarquons que H n’est pas vide puisqu’il contient 1.
Soit £ un entier relatif et ¢ et 7 les quotients et restes de la division euclidienne de ¢ par k. L’élément z* appartient a G

puisque G est un groupe et on a
x@ _ qu—i—r _ (xk)qxr — 197" = 2"

et donc z‘ appartient & H. De plus comme k est Pordre de = et comme 0 < r < k, 2" n’est égal & 1 que si r est nul.
C’est-a-dire que z* est égal & 1 si et seulement si ¢ est divisible par k.

Par conséquent si 4 et j sont deux entiers naturels inférieurs strictement a k, comme i — j est un entier, 27 appartient a
H. Autrement dit 2%(27)~! appartient & H. Par conséquent pour tout (z,y) dans H?, xy~! appartient & H et il en résulte,
avec le fait que H est non vide, que H est un sous-groupe de G, i.e. {1,z,...,2571} est un sous-groupe de G.

Remarquons maintenant H est formé d’éléments distincts. En effet si i et j sont deux entiers naturels inférieurs strictement
ak,onaz’ =2 sietseulement si '~/ = 1 et donc si et seulement si k divise i — j. Comme 0 < i,j < k, on a |i — j| < k,
et donc 2° = 7 si et seulement si i = j. Par conséquent H est un sous-groupe de G de cardinal k. D’aprés le théoréme de
Lagrange, le cardinal de H divise celui de G, i.e. k divise n, ou encore : I'ordre de tout élément de G divise le cardinal de G.

En particulier n est divisible par k et la remarque précédente montre que =™ est égal a 1.

Question I1.A.4.b

Soit p un nombre premier et G le groupe (Z/pZ)*. Puisque ¢(p) est égal a p — 1 ou encore puisque Z/pZ est un corps,
le cardinal de G est p — 1 et donc, pour tout éléement a de G, on a a?~! = 1.

Soit maintenant x un entier naturel non divisible par p. D’ apres la propriété rappelee par I’énoncé, la classe de x est
inversible dans Z/pZ et donc i appartient & G. Il en résulte i?~% = =1 ou encore 2P~ = 1 mod p, soit encore : 2P~ — 1 est
divisible par p.

Remarque : Ce résultat est connu comme le petit théoréme de Fermat, mais ce théoréme est hors-programme et il n’est
donc pas licite de 1'utiliser.

Question I1.B.1

Puisque n est premier, Z/nZ est un corps d’aprés I1.A.2 et donc (Z/nZ)* est de cardinal n — 1.

D’aprés I1.A.4.a lordre de tout élément de (Z/nZ)* divise le cardinal de ce groupe, i.e. appartient & D,,_;. De plus tout
éléement de (Z/nZ)* admet un ordre et un seul, par définition, et donc les ensembles formés des éléments d’ordre d, pour d
dans D,,_1, forment une partition de (Z/nZ)*. Il en résulte la formule cherchée :

Z ¢(d) = Card(Z/nZ)" =n—1.

deD, 1

Question I1.B.2.a
Soit H I’ensemble {1,a,...,a% 1}. D’aprés la démonstration effectuée en I1.A.4.a, H est de cardinal d. De plus pour tout
j entier naturel, on a

(@) —i=a¥—i=i-1=0
puisque d divise dj et d’aprés la remarque faite en I1.A.4.a.

En particulier tout élément de H est « racine du polynéme X¢ — 1 ». Comme H est de cardinal d, II.A.3.a entraine que
X? — 1 ne peut avoir de racines en dehors de H et donc ’ensemble des racines de X — 1 est, dans Z/nZ, {1, 4, at1}.

Question I1.B.2.b
Soit k£ un entier naturel inférieur & d et m le pged de k et d. On peut écrire k = bm et d = cm pour des entiers naturels
b et c. Si m est strictement plus grand que 1, ¢ est donc un entier naturel non nul strictement inférieur a d et il vient

(G/k)c — dbcm — abd — 1 .

Par conséquent ¥ est d’ordre inférieur a ¢, et donc d’ordre strictement inférieur a d.
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Question I1.B.2.c

Sid=1,seul 1est dordre 1 et on a (1) =1 = ¢(1).

Soit maintenant d un diviseur de n — 1 distinct de 1. S’il n’existe aucun élément d’ordre d, on a {(d) = 0 et donc
¢(d) < o(d).

Sinon, soit @ un élément d’ordre d. D’aprés I1.B.2.a les éléments d’ordre d s’écrivent nécessairement a* pour k entier
compris entre 0 et d — 1, et méme premiers avec d d’aprés I1.B.2.b. Comme 0 n’est pas premier & d, puisque d est distinct de
1, un tel k& appartient & S;. Autrement dit seuls les éléments de la forme a*, pour k& dans Sy sont susceptibles d’étre d’ordre
d. 11 en résulte ((d) < ¢(d).

Ainsi, dans tous les cas, on a ((d) < p(d).

Il vient, d’apres I1.B.1 et 1.5.e,
n—l= Y ¢d< > pd=n-1
d€Dy 1 deDy 1
et donc toutes les inégalités sont en fait des égalités : pour tout diviseur d de n — 1, on a ((d) = ¢(d).

En particulier ¢(n — 1) = ¢(n — 1). D’aprés (E) ou encore puisque 1 appartient & S,,_; ou encore parce le cardinal d'un
groupe est toujours strictement positif, ¢(n — 1) est un entier naturel non nul. Il en résulte ¢(n —1) > 0. Soit donc b un
élément de (Z/nZ)* d’ordre n — 1. D’apreés I1.B.2.a les racines, toutes distinctes, de X"~' —1, dans (Z/nZ)*, sont 1, b, ...,
b"~2. Ces n— 1 éléments sont donc tous distincts et comme (Z/nZ)* est de cardinal n — 1, ce sont exactement ses éléments :

(Z/nZ)" ={i,b,..., 0" "%} .

Question I1.C.1
On a, d’apres I1.A.1,

p—1
b+pP =t =pYy (b+p) et
k=0

et donc
p—2

(b+p)P~t =P~ =0 mod p* & E (b4 p)*bP~27% = 0 mod p .
k=0
Or b+ p = b mod p et donc

p—2
(b+p)P~ ' ="' =0 mod p* & Zbkbp*%k =0modp< (p—1)bP"2 =0 mod p .
k=0

Comme Z/pZ est intégre et comme p — 1 = —1 mod p, il vient
(b+p)P™ L =P~ =0 mod p*> < b=0mod p .
Par conséquent (b+ p)P~! et bP~! ne peuvent étre congrus modulo p? et donc I'un au moins n’est pas congru a 1 modulo p?.

Question I1.C.2

Pour r entier naturel, soit (H,) la propriété : il existe un entier relatif k,., premier avec p, tel que " =1 soit égal a
14 k.prtt.

Comme c est congru & b modulo p, P! est congru & b~ modulo p et donc & 1. Il existe ainsi kg entier relatif tel que
cP~1 soit égal & 1+ kgp. De plus ¢~ — 1 est nul modulo p? si et seulement si kg est nul modulo p. Comme c a été choisi tel
que cP~! ne soit pas congru & 1 modulo p?, ko n’est pas nul modulo p, i.e. ko est premier avec p.

Par conséquent (Hy) est vraie.

Maintenant, soit r un entier naturel et k, un entier relatif premier & p tel que ¢ =1 soit égal & 1+ k,p" 1. On a donc

p

=2
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Soit

P
krir=ke + ( > fipl—D0+D-1
j=2

Pour j et r entier naturels avec j > 2,ona (j—1)(r+1)>1et (j —1)(r+1) =1 si et seulement si j =2 et r = 0.

Par conséquent, si r > 0, alors er =k, mod p et, si r =0, alors k.11 = k.(1 + p(p — 1)k, /2) mod p.

Si p est impair, alors on a k.11 = k. mod p dans tous les cas et donc k.11 est premier & p, ce qui montre que (H,)
est héréditaire. Et donc le principe de récurrence permet d’affirmer que, pour tout entier naturel r, il existe un entier k,.,
premier avec p, tel que ¢ P=1) goit égal & 1+ k,p" 1.

Remarque : Si p = 2 le résultat est FAUX. En effet dans ce cas b est n’importe quel entier impair et ¢ est un entier
congru & 3 modulo 4. Si ¢ = 4k — 1 avec k entier naturel non nul, on a ¢ =1+ (2k — 1) x 2 et ¢ = 1+ 8k(2k — 1) et donc

c? ne peut pas s’écrire 1 + 4k; avec ki premier a 2. Pour la suite on se placera donc dans le cas p impair.

Question I1.C.3.a

Comme (Z/nZ)* est d’ordre ¢(n), il est d’ordre p*~1(p — 1), d’aprés la formule (E). D’aprés I1.A.4.a l'ordre de ¢ divise
le cardinal de (Z/nZ)* et donc r divise p®*~1(p — 1).

Puisque ¢" est congru a 1 modulo n, en particulier il est congru & 1 modulo p. Or ¢ est congru & b modulo p et est donc
d’ordre p — 1 modulo p. Soit q et a les quotient et reste de la division euclidienne de r par p — 1, on a

"= (P71 = 19¢* = ¢* mod p

et donc, puisque a est inférieur & lordre de ¢ dans (Z/pZ)*, a doit étre nul, i.e. p — 1 doit diviser r, ce qui est ’assertion
recherchée.

Question I1.C.3.b

Puisque p — 1 divise r, il existe un entier naturel non nul k tel que r = (p — 1)k. Soit k un tel entier; r divise (p —1)p*~!
si et seulement si k& divise p®~! et donc si et seulement si k& peut s’écrire p? avec 3 entier naturel inférieur & o — 1.

Par conséquent il existe 4 un entier naturel inférieur & a — 1 tel que r = p?(p — 1).

Question II.C.3.c

Soit donc 3 un entier naturel inférieur & a— 1 tel que r = p”(p—1). D’aprés I1.C.2, on peut trouver un entier ks premier
aptel quec” =1+ kﬁpﬁ“. En particulier, puisque ¢" est congru & 1 modulo p®, k‘ﬁpﬁJrl est divisible par p®. Comme kg
est premier & p, ceci impose a < 3+ 1 et donc, puisque S <a—1,ona f=a—1.

L’ordre de ¢ dans (Z/nZ)* est donc égal a l'ordre de ce groupe. Comme il a été remarqué en II.4.a et en II.B.2.c ceci
entraine que (Z/nZ)* est égal & {1,¢,...,¢" 71}, ie. ¢ est un générateur de (Z/nZ)*.

Question I1.C.4

Le groupe (Z/7Z)* est de cardinal 6. On cherche donc des éléments d’ordre 6. Les ordres des éléments de (Z/7Z)* sont
respectivement 1, 3, 6, 3, 6, 2 pour 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

Par conséquent 3 est un générateur de (Z/7Z)*.

Le groupe (Z/49Z)* est de cardinal ¢(49), soit 7 x 6, i.e. 42. D’aprés ce qui précéde parmi 3 et 3+ 7, 'un des deux a sa
puissance sixiéme qui n’est pas congru & 1 modulo 49 et alors celui-1a est d’ordre 42. Comme 10 est de carré 2, sa puissance
sixiéme est 8, ce qui n’est pas 1. Par conséquent 10 est un générateur de (Z/49Z)*.

Remarque : En fait 3, 5, 10 et 12 sont tous les quatre des générateurs de (Z/49Z)*.
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Partie III

Question IIl.1.a
Puisque p est impair, (p — 1)/2 est un entier. La question IT.A.4.b montre

(aP=V/%2 =1 mod p

et la question IT.A.3.a montre que le polynome X2 — 1 n’a que deux racines au plus dans Z/pZ. Or 1 et —1 sont tous les
deux des racines de ce polynome. Comme p n’est pas 2, ces deux racines sont distinctes et ce sont donc les seules. Il en
résulte que a®~1)/2 est congru soit & 1, soit & —1 modulo p, ou encore

a?~D/2 =1 mod p ou a? V2 =p_1modp.

Question III.1.b

Soit a un entier naturel premier a p. Notons E I’ensemble des entiers naturels r tels que a?%?" soit congru a 1 modulo p.
D’apreés I1.4.b E contient s et est donc non vide. Toute partie non vide de N ayant un plus petit élément, on peut condiérer
k le plus petit élement de E. Si k est nul, alors on a a? =1 mod p et donc a vérifie H,(p).

Si maintenant k n’est pas nul, notons r = k — 1 et b = a?%2". Alors b n’est pas congru & 1 modulo p, par définition de k,
mais b? ’est. Par conséquent, comme en II1.1.a, b est congru & p — 1 modulo p et il en résulte que a vérifie H,(p).

Question IIL.2

Soit @ un entier tel que p soit a-ppf. S’il existe un entier r compris entre 0 et s — 1 tel que a?*?" = p — 1 mod p, alors

2" = 1 mod p et donc, si p est a-ppf il existe un entier n de la forme g x 2" avec 0 < r < s tel que a™ soit congru a 1

modulo p. En particulier a est inversible modulo p et donc, d’aprés les rappels en début de partie II, a est premier avec p.
Par contraposée, si a est un entier dont le PGCD avec p est strictement plus grand que 1, il n’est pas premier avec p et

donc p n’est pas a-ppf.

a?*

Question I11.3.a

Voici le programme en langage TI-89. On initialise ¢ & p — 1 et s & 0, puis on divise successivement ¢ par 2, tant qu’il est
pair, et on incrémente s de 1. Au final on a des valeurs g et s telles que p — 1 = ¢ x 2° avec ¢ impair. Ensuite on initialise
b a1 et on prend ¢ fois de suite le reste de la division euclidienne de ab par p. Au final on obtient donc dans b le reste de
la division euclidienne de a? par p. Si b vaut 1, p est a-ppf grace a la premiére propriété et on affiche « a4 = 1 ». Sinon on
initialise r & 0 et tant qu’il est inférieur strictement & s, on teste si b vaut p — 1. Si oui, p est a-ppf pour la seconde propriété
et on affiche « 72" =1 ». Si non, on incrémente r et on change b en (le reste de la division euclidienne par p de) son carré.
Si on n’a trouvé aucun 7, alors p n’est pas a-ppf et on affiche cela.

ppf (a,p)

Prgm

p-1 ->gq

0 ->s

While mod(q,2)=0
q/2 -> q

s+l -> s
EndWhile

1 ->b

For i,1,q

mod (axb,p) -> b
EndFor

If b=1 Then
Disp "a"g=1"
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Else

0 ->r

While r<s

If b=p-1 Then

Disp "a~(gq*2"r)=p-1"
Exit

EndIf

r+l1 ->r

mod(b~2,p) -> b
EndWhile

If r=s Then

Disp "p n’est pas a-ppf"
EndIf

EndIf

EndPrgm

Question IIL.3.b

P 49 91 111 121 135 1225
a 30 74 28 94 43 999
p est a-ppf Oui Oui Non Oui Non Oui
Relation ad=1]a®=1 a'® =120 a5 =1224

Question II1.3.c
Gréace au programme, en langage TI-89,

ppf561(a)

Prgm

a->b

For i,1,10

Pause b

mod (a*xb,561) -> b
EndFor

EndPrgm

On constate, grace a ppf561(50), que 50 admet comme puissances successives, de 1 a 10, les classes de 50, 256, 458, 460,
560, 511, 305, 103, 101 et 1 modulo 561. Et donc l’ensemble des classes modulo 561 des entiers a tels que 561 soit a-ppf est
exactement le groupe cyclique, d’ordre 10, engendré par 50.

Partie IV

Question IV.A.1

Supposons que n s’écrit n = p; X py X ... X p pour k un entier naturel supérieur & 2 et py, p2, ..., pr des nombres
premiers deux a deux distincts tels que p; — 1 divise n — 1 pour tout entier naturel non nul ¢ inférieur & k. En particulier n
n’est pas premier.

Soit @ un nombre premier avec n et ¢ un entier naturel non nul inférieur a k. Comme a est premier a n, il est également
premier & p; et donc, d’aprés ILA.4.b, a?i~! est congru & 1 modulo p;. Mais comme p; — 1 divise n — 1, d’aprés la remarque
faite en II.A.4.a a™ ! est également congru & 1 modulo p;.
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Autrement dit p; divise a® ! — 1 pour tout entier naturel i inférieur & k, donc a”~! — 1 est divisible par le PPCM de
(pi)1<i<k, c’est-a-dire n, puisque les (p;)1<;<k sont premiers entre eux.
En conclusion si a est un nombre premier & n, a® ! est congru & 1 modulo n et donc n est un nombre de Carmichaél.

Question IV.A.2.a

On a ¢(2%) =2°7"1(2 - 1) = 22! et donc (Z/nZ)* est de cardinal n/2.

Si a est un entier impair, il est premier avec 2 et donc avec n. Il est donc inversible modulo n et donc a™? est congru a
1 modulo n, d’aprés II.A.4.a. A fortiori a™ est également, de sorte que a”~! est congru & a~! modulo n. Par conséquent,
a®"~1! ne peut étre congru a 1 modulo n que si a l’est.

Comme (Z/nZ)* est de cardinal n/2, il ne comporte un seul élément que si n = 2 et donc, si n = 2% avec o un entier
supérieur a 2, n n’est pas un nombre de Carmichagl. Ou encore : tout nombre de Carmichaél posséde au moins un facteur

premier impair.

Question IV.A.2.b.I

D’apres 1.4, S,, est en bijection avec szln X Spaz pok par Papplication qui a un élément ¢ associe les restes de ses divisions
2" Py

euclidiennes par pi'* et p5? ...py*, puisque ces deux nombres sont premiers entre eux.

Soit donc a le reste de la division euclidienne de w par pJ*. La classe de a et celle de w sont les mémes modulo p7*
et a est donc premier avec pi*. C’est donc un élément de SP?I. Comme 1 est premier avec n’importe qui, il appartient a
Spgzmp:k. Soit donc ¢ I’antécédent de (a, 1) par la bijection précitée. On a

t =a=w mod p{* t =1 mod p3*...pp"

et donc
t =a=w mod p{* Vie2,....,.k t=1modp; .

Par construction de la bijection ¢ appartient a S, et est donc premier & n. Comme 7 est un nombre de Carmichaél, on
a donc t"~! =1 mod n.

Question IV.A.2.b.I1
Soit r un entier naturel non nul et x la réduction modulo n de ¢". Puisque ¢ est premier a n, il en est de méme de t",
donc de z. Par conséquent, comme h construite en 1.4 est une bijection, x est égal a 1 si et seulement si h(z) = h(1) = (1, 1).
Or, en notant, h(x) = (a,b), on a
a=x =t =w" mod p* et b=1.

Par conséquent = = 1 si et seulement si 7 est un multiple de l'ordre de la classe de w dans (Z/p{*Z)*, i.e. ©(p]*), ou encore
p(l“_l(pl — 1), puisque la classe de w est un générateur de (Z/p{*Z)*.

En résumé t" est congru & 1 modulo n si et seulement si r est un multiple de p‘f‘l_l(]?l —1). Par conséquent, d’aprés ce
qui précede, pt* ! (py — 1) divise n — 1.

Comme n et n — 1 vérifient la relation de Bézout n — (n — 1) = 1, ils sont premiers entre eux et en particulier p; est
premier avec n — 1. Comme p‘f‘l_l divise n — 1, c’est que a3 — 1 est nul, i.e. a7 = 1.

Autrement dit p‘fl_l(pl — 1) =p; — 1 et donc, d’aprés ce qui précéde p; — 1 divise n — 1.

Question IV.A.2.b.ITI

Comme p; est impair, p; — 1 est pair et donc n — 1 aussi, puisque p; — 1 divise n — 1. Il en résulte que n est impair
et ne posséde donc que des facteurs premiers impairs. La question précédente montre que tous les facteurs premiers de n
apparaissent avec un exposant 1 dans la décomposition de n et que si p est I'un d’eux, alors p — 1 divise n — 1.

D’ott la conclusion : un nombre n est un nombre de Carmichaél si et seulement si n s’écrit n = p; X p2 X ... X pg pour k
un entier naturel supérieur a 2 et p1, pa, ..., pr des nombres premiers impairs deux & deux distincts tels que p; — 1 divise
n — 1 pour tout entier naturel non nul ¢ inférieur a k.
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Question IV.A.3
Soit p et ¢ deux nombres premiers impairs distincts, avec p < ¢. On a

plg—1)=pg—p<pg—1<pg—1+q—p=(p+1)(¢g—1)

et donc ¢ — 1 ne divise pas pg — 1. Par conséquent pg ne peut étre un nombre de Carmichaél et, ainsi, un nombre de
Carmichaél posséde au moins trois facteurs premiers.

Question IV.A .4

On a la relation de Bézout 16 x 16 — 3 x 85 = 1 et donc les solutions de 85p — 16k = 1 avec k et p entiers sont les couples
(k,p) = (—16 + 85m, —3 + 16m) avec m entier relatif.

En effet, si k et p sont deux entiers relatifs, on a

85p — 16k — 1 = 85(p + 3) — 16(k + 16)

et donc, si 85p — 16k = 1, alors, puisque 85 et 16 sont premiers entre eux, 16 divise p + 3 et 85 divise k + 16, et ’assertion
en découle.

Soit maintenant p un nombre premier impair distinct de 5 et 17 et n =5 x 17 x p. D’aprés IV.A.2, n est un nombre de
Carmichaél si et seulement si 4, 16 et p — 1 divisent n — 1, i.e. si et seulement si 16 et p — 1 divisent 85p — 1. Pour que 16
divise 85p — 1, il faut et il suffit qu’il existe un entier relatif k tel que 85p — 1 = 16k et donc p est congru a -3 modulo 16.
La plus petite valeur de p possible est donc 13. C’est un nombre premier et de plus 13 — 1 vaut 12 et divise 85 x 13 — 1 qui
vaut 1104.

Par conséquent le plus petit nombre de Carmichaél divisible par 5 et 17 est 1105.

Question IV.B.1
Remarque : On ne s’intéresse qu’au cas ol n est impair, sinon la définition de a-ppf n’existe pas.

Soit a un entier naturel premier & n. Comme n n’est ni premier, ni un nombre de Carmichaél, il posséde un facteur
premier impair avec un exposant strictement supérieur a 1. Autrement dit il existe un nombre premier impair p; et un entier
naturel oy supérieur a 2 tels que pi* divise n

Ecrivons n — 1 = ¢ x 2° avec ¢ impair et s entier naturel. On a déja remarqué en II1.2 que si n est a-ppf, alors il existe
un entier naturel r inférieur a s tel que a9*?" soit congru & 1 modulo p. D’aprés la remarque faite en IT.A 4.a, ceci entraine
que lordre de la classe de a divise ¢ x 2" et donc divise n — 1.

Soit ¢ I’élément construit en IV.2.b.I, on a montré que I’ordre de sa classe modulo n est p* ~*(p; —1). Comme n et n — 1
sont premiers entre eux, p; est premier a n — 1 et donc pi”_l(pl — 1) ne divise pas n — 1. En particulier n n’est pas t-ppf.

Par conséquent, si n est un nombre impair non premier et qui n’est pas un nombre de Carmichagl, il existe au moins un
entier inférieur & n et premier avec n tel que n ne soit pas a-ppf.

Remarque : Un nombre non premier et qui n’est pas un nombre de Carmichaél est tout simplement un nombre divisible
par le carré d’'un nombre premier.

Question IV.B.2

Soit n un nombre impair composé.

Puisque ’ensemble des classes d’entiers naturels a strictement inférieurs & n tels que n soit a-ppf est inclus dans un
certain sous-groupe H strict de (Z/nZ)*, le nombre de telles classes est inférieur au cardinal de H. Or ce cardinal est un
diviseur de celui de (Z/nZ)* et méme un diviseur strict, puis H est un sous-groupe strict. Autrement dit le cardinal H est
un diviseur strict de ¢(n) et donc est inférieur a p(n)/2.

Par conséquent la probabilité de tirer un nombre entier naturel non nul a, inférieur strictement & n et tel que n soit
a-ppf, est inférieure & ¢(n)/2n et donc a 1/2.

1l en résulte que la probabilité de déclarer n premier est inférieure & 1/2F.
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