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Partie I

Question I.1.a La fonction inverse étant décroissante sur R, la formule de la moyenne donne, pour tout entier naturel
non nul p :

et, par conséquent, pour tout tel entier

Il en résulte que la série Yu, est une série & termes positifs et donc la suite de ses sommes partielles, (7,)nen+ est
croissante.
Soit maintenant n un entier naturel non nul, en sommant les inégalités précédentes pour p entier variant entre 1 et n,

on obtient 1
0< <1l— ——
=M = n+1

et donc (7, )nen+ est une suite croissante, majorée par 1. Elle est donc convergente.
Le théoréme d’encadrement des limites permet d’affirmer, au vu de 1'inégalité que 1’on vient d’obtenir, que + est compris
entre 0 et 1.

Question I.1.b Soit p un entier naturel non nul, par définition de u,, on a

1 /P“ dt
Up = — — —
P p » t

et donc, en effectuant le changement de variable (affine) ¢ = u + p,
1 /1 du
Up = — — .
p o utp
1 1
up—</ (1 P >du>
p \Jo u+p

1 1
up:—/ Y du .
pJo ptu

La fonction identité étant positive, il résulte de la premiére formule de la moyenne

1 1 1 1 1
—_— udug/ v dug—/ udu
p+1Jo 0o Ptu P Jo

Il en résulte

soit encore
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et donc
1 1

— < u, < .
2p(p+1) = "7 2p?

Par conséquent, si p est supérieur & 2, on a aussi

1(1 1 ) U S| <1< 1 1)
—_ _— = _u S —F S < S = _— 5
2\p p+1) 2p(p+1) = "7 2p2 " 2p(p—-1) ~2\p—-1 p

ce qui est ’encadrement recherché.
Soit maintenant n un entier naturel non nul et NV un autre entier strictement supérieur & n. Par sommation des inégalités

précédentes, on a
N
1 1 1 1/1 1
= -~ )< <z (2.
2(n+1 N+1)—Z“”—2<n N)

p=n-+1

Chacune des quantités précédentes ayant une limite lorsque N tend vers l'infini, le théoréme d’encadrement des limites

assure
1 1

a7 <T7LS7'
2(n+1) — 2n

Question I.1.c Soit € un réel strictement positif. Par définition, pour tout entier naturel non nul n, on a v —~, = r,. Par
conséquent -, approche v 4 € prés si et seulement si |r,| < e et comme, d’aprés la question précédente,

1
Vn € N* — <e=|rp| <e
2n
il en résulte que I’on est siir d’approcher v par -, avec une précision e pour n supérieur & 1/2¢. En particulier, pour ¢ = 1072,
n = 50 convient et, pour € = 1078, n = 50000000 convient.

Question I.1.d Soit n un entier naturel non nul, on a

1 1

’Y*’Yn,li’Y*’Yn*m:Tn*m

et donc I'encadrement obtenu en I.1.b permet d’affirmer

1
0<H—Ap < — < .
=TT Tt = 2n(n+1) — 2n?

Question I.1.e D’aprés ce qui précéde pour tout réel strictement positif ¢ et tout entier naturel non nul

1
Wﬁgéw—%,l|§5
et on est donc str d’approcher ~ par v;, avec une précision € pour n supérieur & 1/v/2¢. En particulier, pour ¢ = 1072,
n = 8 convient et, pour ¢ = 1078, n = 7072 convient.
Pour calculer g ; remarquons que, pour tout entier naturel non nul n, on a

1 n+1 dt n 1
=1 =17 1 =P
1l en résulte 1 761 1 6989
M1 =+ g = ggp 2G5 = o550 ~2106)

et donc, d’aprés la calculatrice, 0.576 < g1 < 0.577.
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1l en résulte
0.57 < g1 < v < g1+ 1072 < 0.587 < 0.59

et donc 0.58 est une valeur de v approchée a 1072,

Question 1.2.a En tant que quotient partout défini de fonctions continues sur R*, f est continue sur R*. De plus, pour
tout ¢ non nul,

exp(—t) — exp(0)

fiy =

est le taux d’accroissement entre —t et 0 de la fonction exponentielle. Par dérivabilité de cette derniére, il en résulte

lim f(t) = exp’(0) = 1 = f(0) .

t—0

t£0

Par conséquent f est continue en 0 et donc, au final, sur R tout entier.

S(x) = /; ! _te_tdt = /O:Ef(t)dt .

Comme f est une fonction continue, elle est intégrable sur tout intervalle compact de R et donc S est bien définie et est
une primitive de f. C’est en fait la primitive de f s’annulant en 0. Il en résulte que S est dérivable sur R, de dérivée f et,
par conséquent, S est de classe C! sur R.

Soit maintenant = un réel strictement positif et g la fonction définie sur R’ par la formule g(t) = e~*/t. Celle-ci est
continue sur R et donc localement intégrable sur R . De plus, au voisinage de +o0, on a g(t) = o(1/t?) et donc g est aussi
localement intégrable au voisinage de +oo. Il en résulte que R est une intégrale convergente.

Soit de plus G une primitive de la fonction continue g sur R’ . Pour tout réel strictement positif y, on a, d’aprés le
théoréme fondamental du calcul intégral

Question 1.2.b Pour tout réel x, on a

et donc, d’aprés ce qui précéde G admet une limite en +o0o et on a

R(z) = ( lim G@)) —G(z).

y——4o00

I en résulte que IR est dérivable sur R, de dérivée —g et est donc de classe C" sur R .

Question I.2.c Soit v un réel non nul, n un entier naturel non nul ; la somme des n premiers termes de la suite géométrique
de raison 1 — v et de terme initial 1 est donnée par la formule

ot 1—(1—v)" 1—(1—v)"
I+(1-v)+...+(1-v) 1_1_(1_”)_ . .

Il résulte de cette formule que la fonction de R* dans R v +— ﬂ est continue sur R* et prolongeable par continuité

v
en 0 par la valeur n. On peut donc considérer son intégrale sur le segment [0; 1] et on a, par linéarité de l'intégrale et par le
changement de variable affine v =1 — v,

n—1 n—1

T1—(1—o) ! . L |
/0 » dv kz_o/o( v)"dv kz_o/oudu I;)k—l—l

soit

1 1 S G R
1+—+...+—=/ Mdv.
2 0 v
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Question I.2.d Soit n un entier naturel non nul ; faisons le changement de variable v = ¢/n dans 'intégrale précédente. On

obtient . .
/ 1—(1—v) dv:/ L—enlt)
0 v 0 t

1 1
1+§+...+ﬁ—ln(n)

et donc

| Il
o\o\
= 3
= =
I
wém ﬂ:@
_ —~
= -
& &
+ |
»\Q,\
S 3
D s
S+ O
3
—~
—y
N~—
|
o~ | =
N~~~
QU
~

Question I.2.e La fonction exponentielle étant convexe sur R, sa courbe est au-dessus de ses tangentes. En particulier celle
en l'origine, d’équation y = 1 + x puisque exp(0) = exp’(0) = 1. Par conséquent, pour tout réel v,

e'">14+wv.

Question I.2.f Soit n un entier naturel non nul et ¢ un réel compris entre 0 et n. En appliquant ce qui précéde on a

0§1—3<e—“” et 0§1+33et/"
n

3

et donc, par croissance de 1’élévation a la puissance n-iéme sur R,

t n
0 <eu(t) <et et (1—1——) <el.
n

11 en résulte, par positivité de e, (t)e™t,

et donc

Ce dernier encadrement peut se récrire

2\ "
0<e'—e,(t) < (1_<1_ﬁ> )et.

Or la fonction d’élévation a la puissance n-iéme est convexe sur R, et sa courbe est donc au-dessus de sa tangente en 1. Il
en résulte que, pour tout réel x strictement positif

2" >14+n(z—1)

puisque les valeur et dérivée en 1 de cette fonction sont respectivement 1 et n. En appliquant cette remarque & © = 1—12/n?,

on obtient o ) )
t t t

1-(1-=) <n—==—

( n? ) ~— n® n

0<e'—e,(t)< —et.
n

et, par conséquent,
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Question I.2.g Soit n un entier naturel non nul, on a

- "1 L
w=uw=3 - T3
p=1 p=1 1

Il en résulte

o —S(1)+ R(1) = /01 St - /ln e"ﬁ(t) dt —In (1 + 711) —S(1) + R(1)

Il Il
hh
>
(4} i‘b‘
[
c o
e )
= =
S
| \
g »—\
— 3
= o
+ =
SI= |
~
o
- 1
:\ Q.
+ ~
? \
g
/7~
QL —_
&
+
\
~_
4
s~
+
3
‘m
+ |
QL
=

Or, par intégration de 'inégalité précédente,

n o —t _ n t 1 n 1 —+o0 1
og/ eimdtg—/ te_tg—/ tetdt = -
0 t n Jo n Jo n

n o —t _ nt
/ e —enlt) ,,
0 t

tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Il en est de méme de la quantité In(1+ 1/n) par continuité du logarithme et aussi de

+oo —t
e
[
n t
puisque c’est le reste d’une intégrale convergente.
11 en résulte que 7, — S(1) + R(1) tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini et donc

et donc

v=S(1)-R().

Question I.3.a Soit z un nombre réel strictement positif et g, la fonction de R* dans R définie par g,(t) = e "t*~ 1.
Cette fonction est continue sur R’ et y est donc localement intégrable. En 0 on a g,(t) ~ t*~1 et donc par le théoréme
de comparaison des intégrales de fonctions positives et le critére de Riemann, g, est localement intégrable en 0. Enfin, en
+00, on a g, (t) = o(1/t?) et donc g, est localement (absolument) intégrable en +oo. Par conséquent I'(z) est une intégrale
convergente.

Question I.3.b Soit g, la fonction de [1/n;n] x R%. dans R qui au couple (¢, z) associe e~ ‘t*~. C’est une fonction dérivable
par rapport a la seconde variable, de dérivée donnée par la formule

9gn

D (t,x) = e " 1 1n(t)

et donc g, et dg,,/0x sont des fonctions continues par rapport aux deux variables ¢ et . Ceci assure I'existence de T, et le
fait qu’elle soit de classe C'. De plus on a la formule

rhe) = [ 2w
1 X

n

Question I.3.c Soit ¢ un réel strictement positif, la fonction qui & x associe t*~! est décroissante, constante ou croissante
selon que t est inférieur, égal ou supérieur & 1.
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Soit donc [a,b] un intervalle compact de R, 2 un de ses points et n un entier naturel non nul. Il résulte de la remarque
précédente

: = : +oo
IT(x) — T (z)] :/ e*tt“"*ldt+/ e*ttzfldtg/ e*tt‘“ldt+/ ettt 1at .
0 n 0 n

Puisque T'(a) et T'(b) sont des intégrales convergentes, la quantité précédente tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini et donc
il en est de méme de
sup |['(z) — I'n(2)]
z€la,b]
i.e. la suite de fonctions (I';,),en+ converge uniformément vers I' sur tout intervalle compact de R.

Question I.3.d Soit « un nombre réel strictement positif et h, la fonction de R’ dans R définie par h,(t) = e~ "t*!In(¢).
Cette fonction est continue sur R et y est donc localement intégrable. En 0 on a h,(t) ~ t*~!In(t) et donc par le théoréme
de comparaison des intégrales de fonctions négatives et le critére de Bertrand, h, est localement intégrable en 0. Enfin, en
+00, on a h,(t) = o(1/t?) et donc h, est localement intégrable en +oo. Par conséquent F(z) est une intégrale convergente.
On va montrer que la suite de fonctions (I'},),en+ converge uniformément vers F' sur tout intervalle compact de R*.
Soit donc [a,b] un intervalle compact de R, x un de ses points et n un entier naturel non nul. Il résulte de la remarque
faite en 1.3.c

% +o00 % +oo
F(z) — T, (2)] = / =11 In(8)[dt + / e~ n(t)dt < — / =19 Un(t)dt + / =1t~ In(t)dt |
0 n 0 n
Puisque F'(a) et F(b) sont des intégrales convergentes, la quantité précédente tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini et donc
il en est de méme de
sup |F(z)—T0(x) .
z€[a,b]

Par conséquent sur tout intervalle compact I de R, la suite de fonctions de classe Cl sur I (T',)nen+ est simplement
convergente en au moins en point de I (d’aprés 1.3.c) et la suite de ses dérivées converge uniformément sur I vers F. Il en
résulte qu’elle converge (simplement) vers une fonction de classe C! sur I dont la dérivée est F. Par conséquent, d’aprés
L.3.c, T est de classe C! sur I et sa dérivée y est égale & F.

La continuité et la dérivabilité étant des phénoménes locaux, il en résulte que I est de classe C! sur R, de dérivée I

En particulier

(1) = F(1) = /Om et In(t)dt .

Question I.3.e D’aprés ce qui précéde et par intégration par parties

r(1) = lm T()

= lim e tIn(t)dt
n—+oo [ 1

1 n
= hrf (/ et 1n(t)dt+/ e_tln(t)dt>
1 b1—et net
= nEIEoo ((1 —e /™) In (n> f/i te dt —e "In(n) +/1 :dt)

= 0-5(1)— 0+ R(1)
r'a) = —

d’aprés 1.2.g.
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Partie 11

Question II.1.a Soit n un entier naturel non nul, la somme partielle au rang n de la série ) «,, est donnée par

n

> oy =)~ f(n+1)
p=1
et donc, puisque f appartient & E, cette quantité admet f(1) comme limite lorsque n tend vers l'infini. 11 en résulte que la

série > oy, converge et est de somme f(1).
De plus le calcul précédent montre que le reste est donné par la formule

+o00 +oo n
S =Y 0= f(1) ~ (F(1) ~ S+ 1) = fln+1).
p=n-+1 p=1 p=1

Cette formule est encore valable lorque ’on remplace n par 0 et donc, pour tout entier naturel n, le reste a 'ordre n de la
série >y, est égal & f(n+1).

Question II.1.b Soit k£ un entier naturel non nul. Remarquons tout d’abord d’une part que ¢,_1 appartient & E et par
conséquent que A¢r_1 a un sens et, d’autre part, que I'expression générale de ¢, coincide pour n = 0 avec expression
donnée pour ¢y. Par conséquent il n’y a pas lieu de distinguer entre le cas k=1 et le cas k£ > 1.

Soit ¢ dans R% , on a

1 1 t+k—t

Am*ﬂﬂ:t”.@+k—1)_(ﬁ+nu.@+k):t”.a+k):km“)

et donc Agy_1 est égal & koy.

La série de terme général ¢y (p) est donc convergente si et seulement si celle de terme général Agy_; 'est. Comme ¢p_1
est un élément de E, cette derniére résulte de la question précédente. Donc > ¢r(p) est convergente et pour tout entier
naturel n on a

= 1 X 1 1 nl
= — A _ = — _ ]_ = - .
k=n+1 p=n+1
Question II.2.a Soit p un entier naturel non nul et u un réel positif, on a
Lo, Ll—u_ 1 ptutl-u_ 1
p+1 p+lp+u p+1  p+u  p+u

et donc, en tenant compte de I’expression de u, obtenue en L.1.b, on a

1t ( u 1 u(l- u)) 1 1 b Ny ()
Uy = — + du = + du
P p/o p+1 p+1 ptu 2p(p+1)  pp+1)Jo ptu

Question I1.2.b La série de terme général u, est convergente et celle de terme général 1/p(p + 1) Pest aussi puisque c’est
la série de terme général ¢, (p). Il en résulte que la série de terme général

1 ! N2 (’LL)

plp+1) Jo ptu

est aussi convergente, en tant que différence de deux séries convergentes.
Si maintenant n est un entier naturel non nul, on a

+oo too 1
1 1 NQ(U)
m=g D hl)+ ) du
2 o Pp 1) Jo pru

du
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Or
+oo 1
> 61p) = Téo(n+1)
p=n+1
et donc
Tn = 72(n+1) +Tn,1
ol N
00 1
1 N.
Th1 = Z 2(v) du .
o plo+1) Jo ptu

Or, pour tout entier naturel non nul p, on a d’aprés la formule de la moyenne et par positivité de Ny sur [0; 1],

/ NQ du < 2— / N2
soit L
6(p+1) ~ Jo ptu 6p
A fortiori, si p est supérieur a 2,
1 ' No(u 1 1
2(u) u< ——————==_—d(p—1)
pp+1)Jo ptu 6(p—1Lp(p+1) 6

et donc, par sommation de ces inégalités en tenant compte de la convergence de la série de terme général ¢2(p) et de

Pexpression de son reste
1

1
0<rn1<-=¢y(n) = ——— .
St S 5010 = ey

Question I1.3.a Soit k et p deux entiers naturels non nuls et u un réel positif. On a

1 1 k—u 1 p+u+k—u 1
- = =
p+k p+kp+u p+k p+u pt+u
et donc ) )
N, 1 1 N,
e g, — Mo + k() g,
o Ptu p+k p+kJo ptu

p restant fixé, établissons maintenant la propriété suivante par récurrence sur ’entier naturel non nul % :

! Nig1(u)
ptu

(Pr) Z Xi@i(p) + ¢r(p) du

La véracité de P; est le résultat de la question 2.a. De plus, pour tout entier naturel non nul k, le calcul précédent
entraine

1 1
Nk+1(u) 1 1 Nk+2(u)
R = — Mp11 + O d
x(p) o ptu ! ¢k(p)p+k+1 s ¢k(p)p+k+1 o pbtu !
soit 1 () 1 (u)
Nig1(u Niggo(u
®x(p) A k+19k41(P) + Pr41(p) . ptu

et il en résulte que la propriété P est héréditaire.
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Par conséquent, d’aprés le principe de récurrence, pour tous entiers naturels non nul p et k, on a
k
= Xiti(p) + ppok -

Question IL.3.b Les séries de termes généraux u, et ¢;(p) pour i supérieur & 1 étant toutes convergentes, il résulte de la
question précédente que, pour tout entier naturel non nul £ la série de terme général p, ;. est convergente.
De plus, pour tous entiers naturels non nuls k& et n, on a

Z)\ gbz 1n+1)+ Z Pp.k

p=n+1

soit

“i(n+1)...(n+i) "
en notant

—+oo
Tnk = E Pp,k

p=n+1

De plus, par positivité de Ny41 sur [0; 1] et par la formule de la moyenne on a, pour tout entier naturel non nul p

or(p) ¢r(p)
p+1 p

Ae+1 < ppk < Ak+1

et donc, a fortiori, si p est au moins égal a 2,

0 < ppk < Aet1941(p— 1) .

11 en résulte, puisque la série de terme général ¢y11(p — 1) est convergente,

S (n) = AR

0<rn1 <A )
fnl = AT k+ Dn.. (n+ k)

1
E+1

Question I1.3.c Posons, pour tous entiers naturels non nuls n et k

%+Z Tl nﬂ).

On a alors, dans les mémes conditions,

k
Ai
’Y—r)/n,k’—TWL_z;i(n+1)...(n+i) =Tn,k

et a fortiori
0<v =Yk <Tnk

par positivité de ry, j.

Question II.4.a Pour tout u dans l'intervalle [0; 1] et pour tout entier naturel non nul n, on a

m=—I=12...n-1)<2-u)...(n—u)<23...n=nl!
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et donc, par intégration
(TL — 1)!)\2 S /\7L+1 S 71/!)\2 .

De plus
1
1 1 1
Ay = l—wdu==-—-=-=
2 /0 u(l —u)du 5733
et donc ( i o
n—
N <=
6 =6
Pour tout entier naturel n au moins égal & 2, on a
1 A 1
<= < —
6n(n —1) ’( ) nl| ~ 6n

Or les séries entiéres Y z™/6n et > a™/6n(n — 1) ont toutes les deux un rayons de convergence égal & 1 d’aprés le critére
de d’Alembert et il en est donc de méme pour la série

1+ Mz + ) (-

n>2

Question II.4.b Soit u un réel strictement positif. Le développement en série entiére de x — (1 + z)" est donné, pour = de
valeur absolue strictement inférieure & 1, par la formule

+oo

n!
n=2

Remarquons que la formule précédente est encore vraie pour u nul si 'on prolonge, & = fixé, la fonction h, définie sur
[0;1] par u +— (1 + )" par continuité en 0 (i.e. par la valeur 1).

Pour pouvoir, & = fixé, intégrer terme a terme cette égalité entre 0 et 1, il suffit donc de démontrer que la série de
fonctions

converge uniformément vers h sur [0;1]. Comme elle converge déja simplement vers h, il suffit de prouver qu’il y a en fait
convergence uniforme.
Or on a, pour entier naturel non nul n,

sup
0<u<1

ED" N ()

In
< —
n! n

et donc la série de fonctions considérée converge normalement et, a fortiori, uniformément sur [0;1].
Il en résulte, par intégration terme & terme entre 0 et 1,

1+ 1 x

G(x) :/O (14 z)"du = n(1+2) - In(1+2) - In(1+z)°

Question I1.4.c D’aprés la question précédente on a, pour tout x dans | — 1;1],
In(l1+2)G(z) =«

et donc, en écrivant le produit de Cauchy des développements en série entiére de z — In(1+z) et de G, on obtient le systéme
triangulaire recherché :
“+o00

S 1+§; R P

=1
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soit
. n . s 1
VneN § (-1) 1#(—1) =i

1
n+1—j
=1 ti=y
Oou encore

n

1

Aj _
et (n+1-7575" (n+1)’

Question IL.5.a On calcule directement (mais on pourrait bien sir utiliser le systéme précédent)

1
1

A= /udu:—
O 2

1
1 1 1
>\ - —2d - —_ - - = —
i /o(u wldn=5 375
1 ) . .
A3 = /(271'—3“ —|—ug)du:1_1_|__:_
0 4 4
1
14 7 1 19
A = Su—14 + 708 —uMdu =4 — — 4 L2 _ 27
4 /O(u u® + Tu’ —u*)du 3+4 ==

De plus, d’aprés 4.a, on a

)\5§E':4.

Question I1.5.b Soit n un entier naturel non nul. D’aprés la question 3.b, on a

4
n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

<
n.d = 5n(

et donc

1
< - ~6.931077.
394 = 144389700

Par conséquent pour n =39, on a r, 4 < 7.1079.

Question II.5.c On a

1 1 19

39
11
! —In(4
V39,4 ;p T30 " 124041 " 12404142 T 20404raz43 U0
et donc 14612676011563611773
_ — In(40) ~ 0.5777215661122 .
7594 = 3oe30a7s5010062400  40)

Comme la calculatrice calcule avec une précision 10712 (Ti 89), le résultat est en fait obtenu, compte tenu des erreurs
d’arrondi & chaque opération, avec la précision 3.107'2, ce qui assure bien la précision demandée de 2.1077.

Partie II1

Question III.1 Soit £ un nombre réel strictement positif, on a

S(x) — R(z) — In(z) = S(1) + /j ! *t"’f dt — R(1) + /w %dt () = S — R+ [ % “In(z) = S(1) - R(1)

1 1
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et donc, d’aprés la relation (7),
v=S(z) — R(z) — In(z) .

Question IIL.2.a Soit x un réel strictement positif. Notons que, pour tout entier naturel non nul %, Ri(x) est définie par
une intégrale convergente puisque la fonction intégrée est continue sur R (donc localement intégrable sur le méme domaine)
et est dominée par t — t2 en +oo0.

Montrons par récurrence sur l’entier naturel non nul % la propriété (Pj) suivante :

(Py) R(z) =e7" Z (;jl}rjlﬂ + Ry(x) .
0<j<k—2

Cette propriété est vraie pour k = 1 par convention. De plus, pour tout entier naturel non nul k et tout réel strictement
positif y, on a, par intégration par parties
Yy eft e T e Y Yy €7t
/ Tdt:Tfok/ Tﬂdt
z T yr Jz T

et donc, en prenant la limite lorsque y tend vers 'infini

e "

Ri(x) = (<" (b = DI + Ria (2)

et il en résulte que la propriété (Py) est bien héréditaire. Par le principe de récurrence elle est donc vraie pour tout entier
naturel non nul k.

Question ITI.2.b Soit k£ un entier naturel non nul et = un réel strictement positif. D’aprés la formule de la moyenne, par

positivité de I’exponentielle, on a
+o0 €7t 1 +oo e %
= t z® J, T

—x

et donc
e

zk

|Ri(@)] < (k— 1)
D’aprés la formule établie dans la démonstration de la question précédente, on a

2F Ry ()
(k—1)le=

2" Ryq1 (x)

= (—1)k71 + m

et donc, si = est supérieur & k, en utilisant la majoration précédente pour Ryi1(x),

k 2Ry (2)| k
1- 2 2RI g 2
x = (k—=1Dle= — +x
Par conséquent, par le théoréme d’encadrement des limites,
e*fE

B(@)] ~apoe (k= 1
Question ITL.2.c Soit k£ un entier naturel non nul et x un réel strictement positif. On a

too ot 2z et
|Rk(9€)|:(’€—1)!/ t—kdtZ(k—l)!/ —dt

et donc, par la formule de la moyenne,

6729:

(@)

Ry (z)| > (k— 1)z
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et donc, par comparaison,
lim |Rg(z)| =400 .
k—+oo

Soit toujours k un entier naturel non nul. Notons (P) la propriété
(Py) In(k) < (k+1)In(k) —k+1.

Pour k£ =1, elle s’écrit 0 =In(1!) < (k4 1)In(1) — 14 1 = 0 et est donc vraie.
De plus, si k est un entier naturel non nul quelconque, on a

In(k+1)+ (k+1)ln <$) -1

((k+2)In(k+1) — k) — ((k + 1) In(k) — k + 1)

— n(k4+1) = (k+1) <k%1—1n(1—%+1>> .

Or, par concavité du logarithme, pour x réel inférieur & 1, on a In(1 —z) < —x (c’est aussi une autre forme de I'inégalité de
1.2.e pour v = —xz). Il en résulte

(E+2)Ink+1)—k)— ((k+1)In(k) —k+1) > In(k+ 1) = In((k + 1)!) — In(k!)

et donc la propriété (Py) est héréditaire. Par le principe de récurrence elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul &

et il en résulte
k! < kFtlel=F

Remarquons que cette propriété est encore vraie pour k nul. Soit k£ un entier naturel non nul, on en déduit

—k RN
Ru(k)| < (k— 115 < kE=1\" a-or
kF k

(kkl)k =en(l)<e!

|R (k)| < el=2k _ —(2k=1)

Or

d’aprés I.1.d et donc

Question IT1.3.a La fonction f introduite en L.2. est en fait développable en série entiére sur R puisque I'exponentielle
lest et que le développement de 1 — e~ n’a pas de terme constant. On a donc

+o0 oo _
vVt e R ft) = 1- k;:(t)(*t)k/k! _ Z(—l)k_ltkk_'l |
k=1 :

Comme le rayon de convergence de cette série entiére est infini, la série de fonctions qu’elle définit est normalement
convergente (et a fortiori uniformément convergente) sur tout compact de R. En particulier ce développement est intégrable
terme & terme sur tout compact et donc, pour tout réel x, on a

+oo
k=1

Question IIL.3.b Si z est un réel supérieur & 1, la suite (a,(x))pen+ est strictement positive et on a, pour tout entier
naturel p,
apa(x) _ px

ap(z) (p+1)?
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et, par conséquent, si p + 1 est supérieur ou égal & x, on a

ap+1() P

— <1
ap(r) ~ p+1

et la suite (a,(x))pen+ est donc décroissante & partir du rang [z].

Question III.3.c Soit x un réel supérieur & 1 et n un entier supérieur a [z], on a

+oo .Z’k
S(z) = Sn(z) = Z(—l)k_lm
k=n

C’est donc la somme d’une série alternée dont le terme général décroit en valeur absolue. D’aprés le théoréme sur le reste
des séries alternées, il en résulte

- n.n!

() — Su(2)] < \(—w"-lx—"

et donc
x’IL

[S(2) = Sn(2)] <

n.n!’
Démontrons par récurrence sur l’entier naturel non nul n la propriété

(Pn) nln(n) +1—n <lIn(n!) .

Pour n =1, elle s’écrit 0 =11n(1) +1 —n < In(1) = 0 et elle est donc vraie.
De plus, pour tout entier naturel non nul n, on a

(n+1)In(n+1)—n)—(nln(n)+1—n)=In(n+1)+n (ln (1 + %) - %) <ln(n+1) =1In((n+ 1)!) — In(n!)

et donc la propriété (P,) est héréditaire. Il résulte du principe de récurrence qu’elle est vraie pour tout entier naturel non
nul n et donc pour un tel n

1 en—l

n! nm

et, par conséquent,
1

xnen—
1S(x) = Sn(2)] < Y

Question IIT.4.a Comme R(x) est le reste d’un intégrale convergente, il existe en particulier un réel strictement positif tel
que |R(z)| < 107100/3,
Choisissons un entier n supérieur a 100 et & 10ex. On a alors

n(ln(n) — In(ex)) > nIn(10)

et donc

e 1 1 sex\n" 1 1
T < (=) € —10"< Z107100
n*tl — en ( n) — 100e -3

Par conséquent, grace au résultat de la question précédente, pour un tel entier 7 on a

1
1S(z) — Sp(z)] < 510_100 .

Question IT1.4.b D’aprés le résultat de la question 2.c, si k est supérieur a 50 In(10)+(1+1n(3))/2, alors | Ry (k)| < 107199/3.
Par conséquent

1
|R117(117)| < 510—100 :
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De plus

500
502 <1;g(.)e) ~ 42107
.€

et donc, d’aprés la question 3.c, on a
1
|S(117) — S500(117)| < 510—100 :

Question ITI.4.c On fixe des entiers naturels non nuls k et n ainsi qu’un réel strictement positif x.

Si on ne se pose pas de probléme d’arrondi, pour calculer S, (z) il faut étre & méme de calculer la suite (a,(z))1<p<n—1
et le plus performant est donc de calculer un terme en fonction du précédent. On stocke ainsi deux variables S,(x) et a,(x).
Pour tout entier naturel non nul p on a alors

(p—Da g _g _1)p !
ap(r) = T ap-1(z) et pt1(@) = Sp(2) + (=) ap(z) .

Toujours en négligeant les problémes d’arrondis, on calcule les termes de la suite (j!/z971)o<;<x_o de fagon récurrente
et on en calcule la somme alternée au passage. In fine on multiplie par e~* pour obtenir R(z) — Ri(z). Ainsi pour tout
entier naturel j au moins égal a 2, on a

-1 j—1(—2)!
x x il

G-1!

xJ

et "(R(2) — Ryni(2)) = e (R(@) — Ry(a)) + (~1)!

On stocke donc deux nombres sur une boucle de longueur k — 2, puis on effectue une multiplication.
Il faut tout de méme noter que, pour tenir compte des problémes d’arrondi, il faudrait commencer par sommer les termes
les plus petits et donc ces algorithmes ne conviennent pas!
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