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Partie I

Question I.1.1 Puisque f; est une fonction exponentielle, elle de classe C° sur R et donc, a fortiori, sur R} . On a aussi

fi, = —log k fi et donc, pour tout entier naturel 7, f,gr) = (=1)"(log k)" fi-
Soit maintenant o un réel strictement positif quelconque, par décroissance de fi, on a

(log k)"
ka0+1

VaeRL a>ag=|f7(a) <

D’aprés le critére de convergence des séries de Bertrand, le membre de droite est le terme général (en k) d’une série
convergente et donc >, flir) est normalement convergente sur lintervalle [ov; 400[.

Question I.1.2 Soit o un réel strictement positif quelconque. Pour r entier naturel soit (H,) la propriété : S =5, fx
est une fonction de classe C" sur I = [ag; +00[ et on a, pour tout « dans cet intervalle,

SO () =" £ ().

k>1

La propriété (Hp) est vraie d’aprés le théoréme de dérivation des séries : comme ), o, fu(ao) est une série de Riemann
convergente, la série ), ., fi converge simplement en au moins un point de l'intervalle I. Comme les fonctions fj sont de

classe C! sur I et par convergence normale de la série Y, o, fi, S est bien de classe C* sur I et ona S' =3, ., f}.

Supposons maintenant que, pour un certain entier naturel r, on ait S de classe C" sur I et S =3 E>1 f,ir). En particulier

S o1 S () converge, toutes les £ sont de classe C! sur I et la série 3, £ converge normalement sur I. Par
conséquent la série »_, ., f,gr) converge uniformément sur I et admet >, flgrﬂ) comme dérivée. Autrement dit S est

dérivable, de dérivée S =3 D),

Nous avons donc bien montré que la propriété (H,.) est héréditaire, ce qui assure qu’elle est vraie pour tout entier naturel
r. Par conséquent S est de classe C° sur I. Comme «q a été choisi arbitrairement dans R, il résulte que S est de classe
C°° sur R et ses dérivées sont données par la formule

vreN S0 =30

k>1

Question I.1.3 Toutes les fonctions fj sont décroissantes et convexes (cette seconde propriété résultant de la log-convexité
de fr ou de la convexité de 'exponentielle). Leur somme 'est donc également par conservation des inégalités a la limite :
soit x et y deux réels strictement positifs et A un réel compris entre 0 et 1, on a

(VkeN* z<y= filz) > fi) = [2<y=D fulz) =D frly)

k>1 k>1
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et

(VEeN" frQz+ (1= Ny) < Me(@) + 1= Nfal) = [ D e+ 0 =Ny) <A ful@) + 1 =2 fily)

k>1 k>1 E>1

Question 1.2.1 Par décroissance de la fonction ¢ — fu% sur R, on a, pour tout entier naturel non nul k,

1 < 1 < 1
(k+1)a+1 — tatl — Lka+l .

Vit € [k k + 1]

Chacun des termes de cette double inégalité étant une fonction continue de la variable ¢, on peut intégrer entre k et k + 1.
On obtient alors

1 - RELdt _ 1
(k+1)a+1 — & taJrl — kaJrl :
Soit maintenant n un entier naturel non nul et N un entier strictement supérieur & n. En sommant la premiére partie de

I’encadrement de K =n & N, on obtient
N+1

1 NFL gy
Z kaJrl — n ta+1 :

k=n-+1

Chacune des deux expressions étant convergente quand N tend vers U'infini, d’aprés le critére de Riemann, on en déduit

*dt
Pa () S/n rny

1
an®

ou encore
pa(n) <
Pour l'autre inégalité, on somme 'autre partie de ’encadrement de n+ 1 & N et on obtient

/N+1 dt i 1
n+1 toz+1 k=n+1 kaJrl

IN

et par suite, par convergence quand N tend vers 'infini,

o dt
/ prs < pa(n)

41
ou encore
: (n)
an+1)> — Pa
Il en résulte
1 < paln) < 1
— o) =
a(n+1)> — P an®

Question 1.2.2 Soit n un entier naturel non nul; on a

0 < n*(Sa — 0a(n)) =n%pa(n) <

Q|

et donc S = 0a(n) +0(1).
Pourn =1,0onao,(1) =1 et o(1) est, par définition, une fonction tendant vers 0. On obtient donc exactement lim,— o So =
1.
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Question 1.2.3.a Comme S, = 1+ pa(1), il suffit de montrer que po(1) — L est borné au voisinage de 0. En utilisant
linégalité (1), on a
1

pa(l) - a

1—2-@
<=

«

Quand « tend vers 0, le terme de droite tend vers 'opposé de la dérivée en 0 de t +— 27%, c’est-a-dire log 2. En particulier
c’est une quantité bornée dans un voisinage de 0.

Question 1.2.3.b Soit h la fonction, définie pour ¢ sur R} par

logt
h(t) - totl ’

C’est une fonction dérivable, en tant que quotient de telles fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas. Sa dérivée est
donnée par la formule, pour ¢ dans [3; 400/,
_1—(a+1)logt

/
h (t) ta+2

Or, sit >3, logt >loge =1 et donc h’ est négative sur [3;+oo|. Par suite h est décroissante sur ce méme intervalle.
Comme po(3) = S(a) — 04(3), la dérivée de o — po(3), notée pl, (3) vaut

3

log k
S/(a) + Z Jatl

k=1

soit -
Pa(3) == h(k).
k=4
Comme h est décroissante, on peut comparer série et intégrale. On a donc
0o ik
@ = =3 [ wwa
k=47 k-1
—/ h(t)dt
3
S _alogt+1 o
- a?te 3

14 alog 3
a?3«

Y

La dérivée de v — pa(3) — L est donc minorée par (3% — 1 — alog3)/(a?3%). Or, par concavité du logarithme, pour tout

réel strictement positif x, x — 1 > logz (le logarithme est en-dessous de sa tangente en 1). En appliquant cette inégalité a
x = 3%, on en déduit que la dérivée de o — po(3) — é est positive. Cette fonction est donc croissante sur R .

Question 1.2.3.c Comme o — 04(3) est continue en 0, elle est bornée au voisinage de 0. Par conséquent p,(3) — 1 =

(Sa — %) +04(3) est une fonction bornée de o au voisinage de 0, en tant que somme de deux telles fonctions. Comme elle est
croissante, elle admet une limite & droite en 0. I en est donc de méme pour S, — é, toujours par continuité de a — o4(3).

Question 1.2.3.d Soit n un entier naturel non nul. En utilisant ’encadrement (1), on a

(7 =1) < Sa =+ <oulm) + = ((n+1)7 1)

1
oa(n) + P

Q
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De plus, pour tout réel strictement positif z, la dérivée de o — =~ en 0 est égale & — logx. Par conséquent, en passant a
la limite & droite en 0 dans I’encadrement précédent, on obtient

n

il log(n+1) < 1 logn
il ° il o

On a donc

1
—log(n + 1)) <log(n+1) —logn =log(l+ —)
n

?r|>—‘

(Z

1

k=
d’ott v = limy, o0 (Zk 1 k —log(n )

Question 1.3.1.a Pour encadrer S,, il suffit d’encadrer, pour un certain entier naturel non nul n, la quantité p,(n) puisque
o4 (n) peut-étre connu avec une précision arbitraire. L’encadrement (1) fournit une précision de (n=* — (n+1)"*)/a. Pour

a = 0.5, on trouve
2< 1 1 ) 2\/n+ — \/_ 2 1
NN St Dt Jng D) w2

et donc, pour obtenir une précision de 1073, il suffit de prendre n = 100.

On a en fait une précision de inférieure & 0.000993. Si on effectue les calculs des quantités apparaissant dans Sy 5 avec la
précision 1078, les erreurs d’arrondi fourniront une erreur d’au plus 100 fois 1072 et donc de 1075 au plus. Au final la
quantité calculée sera bien & moins de 1073 de Sy 5. On trouve 2.412874 < 00.5(100) < 2.413869 et donc une valeur décimale
par défaut de Sp5 & 1072 prés est 2.611881.

Question 1.3.1.b Pour la précision 1077, il faudrait n > 10'%/?3 et donc n > 46416. Le nombre de calculs effectués
et 'exigence de précision dans le calcul de 1/ k3/?2 demanderaient un nombre trés élevé d’opérations et il n’est donc pas
raisonnable de calculer Sy 5 avec cette méthode. C’est méme impossible avec une calculatrice possédant une précision 10712
ou moins puisque le nombre d’opérations fournit des erreurs d’arrondis a priori supérieures 4 1077,

Question 1.3.2.a La fonction h, est log-convexe, donc convexe sur R .

Question 1.3.2.b La méthode des trapézes consiste & remarquer qu’une fonction convexe f (donc continue) est située sous

ses cordes. Autrement dit on intégre I'inégalité f(ta + (1 —¢)b) < tf(a) + (1 —t)f(b) entre t = 0 et ¢ = 1 pour tout couple
(a,b) de points dans le domaine de définition de f avec a < b, et on obtient

b f(a) + £0)
/a Foyar < HOHIOL

C’est exactement l'inégalité demandée avec f=hy,a=ketb=k+1:

/’““ dt 1 1 N 1
& ta+1 - 92 kaJrl (k+ 1)a+1 .

Soit maintenant n un entier naturel non nul et IV un entier supérieur & n. On somme cette inégalité de k = n & N et on

trouve
N+1 dt 1
»/n ta+l Qna+1 Z kaJrl N + ]_)ochl :

Par convergence quand N tend vers l'infini, on en déduit

R 1
<

on® — 2potl

+ Pa (n)
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soit
1 1 <
ane et < Paln) -

Question 1.3.2.c Cette fois-ci on remarque qu’une fonction convexe f est au-dessus de ses tangentes et on intégre 'inégalité
fla)+(t—a)f'(a) < f(t) entre t = a—h et t = a+h pour a et h, avec h strictement positif, tels que le segment [a — h;a+ h]
soit inclus dans le domaine de définition de f, et on obtient

a+h
/ F(t)dt > 2hf(a)

—h

C’est exactement ’inégalité demandée pour f =h,,a=ket h=1/2:

k+1/2 dt 1
— >
\/161/2 taJrl — kaJrl
Soit maintenant n un entier naturel non nul et N un entier strictement supérieur & n. On somme cette inégalité de k =n+1
a4 N et on obtient

N+1/2 dt N 1
/ to+l = Z fat+l ”
n+1/2 k=n+1

Par convergence quand N tend vers l'infini, on en déduit

pa(n)g/ adL: 11a.
nt1/2t a(n+3)

Question 1.3.3 1l s’agit encore d’encadrer p,(n) pour n un entier naturel non nul bien choisi et donc d’estimer la différence
entre le majorant et le minorant trouvés précédemment. Pour o = 0.5, on a
1 1 1 2v2 2 1
a(n+)° Tane T aperi T miﬁJrﬁ
2/2 Van - Vil 4+
on(2n+1)  2Vnd
2V2 1
TR D(an Ve i) av
1 V2 +1(V2n+v2n +1) —4n
2Vn 20+ 1(V2n + V2n +1)
| /T - (n-1)
2/ ny/2n £ 1(v2n + v/2n £ 1)
1 2n(2n +1) — (2n — 1)?
2vnny2n +1(vV2n + 20+ 1)(y/2n(2n + 1) +2n — 1)
1 6n —1

2Vn n/2n2v/2n(4n — 1)
3 1

dny/n.3n  4nd/2

Il nous suffit donc de choisir n tel que n > (107/4)2/5, i.e. n > 363. Avec des calculs d’une précision 1072, on aura, en
tenant compte des erreurs d’arrondis, un calcul de Sy 5 d’une précision de 0.9995 10~7. 1l s’en suit, & 10~7 prés par défaut,

So.5 =~ 2.612375298899 .
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Remarque : cette méhode fournit la précision 10~2 pour n = 10.

Question 1.3.4.a Soit n un entier naturel non nul. On écrit, comme en 1.3.1.a,

(1)

1
~gpert Toelm S Sam s {0

< 1 <(n+ 1)*“ — 1) + 0a(n)

et, en prenant la limite & droite en 0, on trouve I'inégalité demandée :

n

1 1 "1 1
——logn— —<~<y -1 .

Question 1.3.4.b Pour approcher 7, il suffit que la différence entre le majorant et le minorant trouvés précédemment soit
assez petite. On a, pour tout entier naturel n non nul,

lo n+i—lo n—}-l =log|(1— 1 1<i 1 1 <L
BN T o, T8 5) =8 m 1 1

Y S Tl gl T dn?
et il suffit donc de prendre n tel que n > 103/2 = 500. Il s’en suit avec 500 calculs & 10710 prés, une précision inférieure &
In(1000/1001) 4+ 1073 + 5.107%, ce qui est inférieur & 6.10~7. 1l vient alors, & 10~% prés par défaut,

v~ 0.577215 .

Partie IT

Question I1.1.1 Toutes les fonctions étudiées sont de classe C* sur [0; 1] en tant que sommes et produits de telles fonctions,
dont des fonctions puissance.

Pour j = 0, on a ¢(0) =0 et ¢\ (z) = O‘(l(_ax—‘;z;l) et donc ¢{(0) = av... (a4 — 1), ce qui est bien la formule demandée
pour 5 = 0.

Pour j > 1,0n a

() _ IS O o N i PR N S
¢; =a...(a+j— )Z —k(f)m(( — ) —-1).

" dx
k=0
Le terme %(a:j) s’annule en 0 sauf quand & = j. On en déduit gby)(O) =0sir<j. Sir>j, ona par contre
) (0) = S (1= et Z )0

A0) = 0. (a+ ] - DICIHE (1 - ) )0)
soit o

™ (0) = o AT et

o0 =alati-N L (1) ).

Le terme di—:((l — x)~(@+3) — 1) gannule quand 7 — j = 0. On en déduit ¢§j)(0) =0.
Enfin si r > j, on a
dr=J
dzr—J

(a+j7)...(a+r—1)

((1-— x)—(a+j) -1 = (L= z)otr

et on trouve bien
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Question I1.1.2 Soit p et r des entiers tels que p >r > 1. On a
p—1

(99— 9)7(0) = Y~ u;67(0) = 0.
j=r

Cette égalité étant encore trivialement vraie si p =r.
Remarquons de plus que les ¢; et donc les g, sont de classe C*° (en fait développables en série entiére au voisinage de 0).
En particulier la formule de Taylor-Young en 0 prouve que g, y est un O(z") si et seulement si gp et ses k — 1 premiéres
dérivées s’y annulent.
Comme toutes les ¢; et donc toutes les g, sont nulles en 0, on a pour tout entier naturel p non nul

gp(x) = O(a"*!) & g,(0) = ... = giP(0) = 0 & g1 (0) = g5(0) = ... = g{”(0) = 0
d’otl

(VpeN* gy(z) = O(*)) (Vr eN* ¢M(0) = o) .

Question I1.1.3 On a ¢} (0) = uppy(0) — 1 = ugar — 1 et, si p est un entier supérieur a 2,

—

p—

p—1
(P)(0) = Ui « — p! = @ « — Y
g(0) ; ja...(a+p 1)(p7j)! (Pa...(a+p 1);0@7]_)!.

<

On trouve donc immeédiatement la condition d’annulation cherchée :
Vr € N* g,(f)(()) =0

si et seulement si
p—1

1
u=— et VYpeN,p>2=
0= 7 p b=z ]Z:O

u;

PRI

Question I1.1.4 Pour n entier naturel, soit (H,,) la propriété : la suite (u;);en est uniquement déterminée jusqu’au rang
n et vérifie cu; est rationnel, toujours pour j inférieur & n.

On a up = 1/« et donc la propriété (Hp) est vraie.

Supposons (H,_1) vraie pour un certain entier naturel n supérieur a 1. L’équation

n—1
Oéu]'
AUy = — —
" JZ:(:) (n+1—j)!

montre que au, est rationnel et uniquement déterminé, donc wu,, également est uniquement déterminé. La propriété (H,,)
est donc héréditaire et le principe de récurrence permet de conclure qu’il existe une unique suite (u;);en vérifiant (5) et que
cette suite est, aprés multiplication par «, rationnelle.

Question I1.2.1 Comme % g, (1) = O (725571 ), la série de terme général =g, (1) est absolument convergente pour tout
entier naturel non nul p.
Par le théoréme de comparaison entre séries convergentes, il en résulte que le reste de cette série

est un O(paqp(n)), cest-a-dire un O(n~(@FP)) d’aprés 1.2.1.
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Question I1.2.2 Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(z) = 2*(gp(z) + x). On a, pour tout entier naturel non nul k,

1 N, L (1
eI\ %) T et T\ %)

De plus f est une combinaison linéaire de fonctions z*¢;(z). Remarquons que, pour z dans [0;1],

et donc, pour tout entier naturel non nul k,

1 ?; (1> =a...(a+j5-1) ((k _ 1)*(0&]’) _ k*(a+j)) .

ke \ k
Par conséquent, en posant pour tout entier naturel non nul p, G, = up + Z?;% a...(a+j— 1)quj, on obtient

1 1 1 1 1 1 1
o 90 (z) = o) (k 1) TR (z) T e

Soit maintenant n un entier naturel non nul et N un entier strictement supérieur & n. En sommant de n + 1 & N ’égalité
précédente, on trouve

N o)
1 1 1 1 1 1 1
D b (g) =G (g) ~NaCr <N> IR
k=n-+1 k=n-+1

Par convergence quand N tend vers l'infini, on en déduit

5 Lo (D)2 (1) -

k=n+1

Le developpement asymptotique de p, en découle immédiatement en utilisant 11.2.1.

Question II.3.1.a Comme exp(z) — 1 est développable en série entiére et s’annule en 0, on peut trouver f développable
en série entiére en 0 telle que exp(z) — 1 = zf(z). On a alors f(0) = exp’(0) = 1 et donc 1/f = 6 est développable en série
entiére au voisinage de 0. En particulier elle y admet des développement limités & tout ordre.

Remarque : les coefficients vs; sont appelés nombres de Bernoulli. Ils apparaissent notamment dans la formule d’Euler-
McLaurin pour le calcul approché d’intégrales. Formule qui sert de point de départ & la méthode de Richardson-Romberg
(accélération de la convergence de la suite donnant 'intégrale).

Question I1.3.1.b On a
z+a2/24 x3/6 + x*/24 + O(x)
1
14 (/2 +22/6 + 23/24 + O(z4))
= 1—(z/2+2%/64+23/24 + O(z*) + (/2 4+ 22/6 + O(2*))? — (z/2 + O(2?))® + O(z*)
= 1-x/242%/12 + O(z?)

O(x) =

et donc vy =1,y =—1/2, 15 =1/12 et v5 = 0.

Question I1.3.2 Par l'unicité de w; il nous suffit de montrer vy = aug =1 et Z;);é (pijj)! =0.
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On va écrire 0(x)(exp(z) — 1) = =, utiliser les développements limités & 'ordre p des deux membres et les identifier. On a
donc, pour x réel, au voisinage de 0,

pzlo /Tl k1
o) (S ==+
7=0 k=0

et en particulier pour le terme en zP, avec p entier naturel non nul, on trouve
Vg = 1

quand p = 1 et, pour p > 2, on obtient ’annulation requise :

p—1 U
j
— =0.
= (=)
Question I1.3.3.a On a, pour tout z réel non nul,
B x _ zexp(—2/2) _ xch(z/2) —sh(z/2) = 3
blw) = 2exp(z/2)sh(x/2)  2sh(z/2) 2 sh(z/2) 2 (coth(z/2) = 1) -

Question I1.3.3.b 1l en résulte que = — 0(x) + /2 est une fonction paire et donc que tous ses termes de degrés impairs
(dans son développement limité) sont nuls, i.e. v; +1/2 =wv3 = ... = 19,41 = 0 pour tout entier ¢ supérieur a 1.

Question I1.3.4.a On a, pour tout = réel non nul,

th(z) + coth(z) = Shs;x()x;;lf?x)(x) = 8511(12(32;)2 = 2coth(2z) .

Question 11.3.4.b Il vient, toujours pour tout x réel non nul,

0(4x) — 0(2x)

th(z) = 2coth(2z) — coth(z) = -

+1

et donc le terme d’ordre 0 de th est 2y + 1 = 0 et celui d’ordre n, pour n > 1, est donné par 4"y, ., — 2"+, | =
gntl(9ntl _ 1)y, 1

Question 11.3.4.c Pour i entier naturel non nul, soit (H;) la propriété : th®~(0) est non nul et du signe de (—1)"1.
Comme th'(0) = 1 — th?(0) = 1, la propriété (H;) est vraie.

Soit i un entier naturel non nul tel que (H;) soit vraie. On a alors th®*™1) = (1 — th?)29 et donc
th® D (0) = = Chth™(0)th*=9(0) .
k=0
Par imparité de th, on th(k)(()) =0 si k est pair et donc

th(2i+1)(0) _ Z C%;e—lth@k'—l) (0)t}l<2(i_k+1)_1)(0)
k=1

qui, par hypothése de récurrence, est I’opposé d’une somme de termes tous non nuls et du signe de (—1)¥=1(—1)"=%F = (—1)=1,
c’est donc un nombre non nul du signe de (—1)*. La propriété (H;) est donc héréditaire et le principe de récurrence permet

de conclure que, pour tout entier naturel non nul i, th®**~(0) est non nul et du signe de (—1)"~L.
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Question I1.3.4.d Soit n un entier naturel non nul. Comme th(”)(O) est proportionnel, par un facteur positif, & v,41, on
a bien vo; du signe de (—1)*~! pour tout entier naturel non nul i.

Question I1.4.1 Soit p un entier naturel non nul. On a
G2p+2 — 92p41 = U2p41P2p+1 = Vopr1¢2pr1/a =0
Question I1.4.2 Soit p un entier naturel non nul. On a

2p+1
Gopta = UOJFZUJ OL+]*1)X

Jj=1
1 X L 21
— _—5 Za—l—l Aa+2i — Dy X
«

Le résultat en découle grace a 11.2.2. :

1 1 P , Vi 1
pa(n) = e - W+Z(a+1)”'(a+22_l)na+2i +0 <na+2p+2) .
i=1

Partie II1

Question III.1.1 Puisque ch est de clagse C°° sur R et paire, on a
1. f est de classe C° sur tout intervalle de la forme ](2k — 1)7; (2k + 1)7[ pour k entier.
2. Soit t un réel; on peut trouver un entier k tel que —w <t —2km < 7. Sit # (2k+ )7, on a —7 < 2kw —t < 7 et donc

f(t) = ch(at — 2knrx) = ch(2kwx — xt) = f(—t) .

Si au contraire, t = (2k + 1)7, alors —t =7 — 2(k 4+ 1)7 et donc

Dans tous les cas on a donc f(t) = f(—t).
3. Pour tout entier k et tout 0 < h < m, on a

f((2k 4+ 1)m + h) = ch(—nz + ha) = ch(rz — ha) = f((2k+ 1)m — h)

et donc f est continue en (2k + 1)7 (et y vaut ch(wz)).
Il en résulte que f est paire, continue et de classe C' (en fait C'°°) par morceaux.

Question II1.1.2 Puisque f est paire ses coeflicients de Fourier en sinus sont tous nuls.

On a
g _ [sh(at) T oon [T )
/0 ch(zt) cos(nt)dt = [ . cos(nt)]o + E/o sh(zxt) sin(nt)dt
_ (_1)nsh(;$) + {%Ch(xt) Sin(nt)};r - %/0 ch(zt) cos(nt)dt
et donc

~—

(1 + Z—j) /07r ch(zt) cos(nt)dt = (—1)" sh(rx

T
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1l en résulte que les coefficients de Fourier en cosinus, notés a,, sont donnés par les formules

4y = 2sh(mx) an = (—1)" 2xsh(mx)

X (22 4+ n2)

(n>1).

Question IT1.1.3 D’aprés les propriétés de f énoncées en II1.1.1, on peut appliquer le théoréme de Dirichlet & f et donc

CLo
= + E Qp, cos nt
n=1

pour tout réel t. En particulier pour t = 7, on obtient

sh(mz) 2xsh(mx)
cosh(mz) = - + ;(f ) ) os(nm)
soit encore
meoth(mx) _+212+n2 .

Question III.2.1 Pour tout réel z et tout couple d’entiers naturels non nul n et p, on a
—1 —1
2x 22 (% kaj% 2P x2
e 2 B A ST O Y el il
x2 + n2 - n2 <Z( 1) n2k + ( 1) n2p L+ n2
k=0
et donc

1 S e p 22k z? 22\ !
I N L AU LRGNV i T
meoth(rz) o= E_l = < (1) T +(-1) 5 (1 + n2) :

k=0

Comme toutes ces séries sont (absolument) convergentes, on obtient
p . ] 2p+1 .CC2 —1
-1 2k—1 4
mweoth(rz) — — =2 E Sok_1T E T < F) .

k=1 =

Le dernier terme est absolument majoré par
2
2p+1 — 2p+1 _ 2p+1
LR vz = Ozp1fz[TT = 0@

et on obtient le résultat souhaité.

Question II1.2.2 Pour tout réel z, on a

- k 1 222 2p+2
— 54 Y (D) g1 + O F?)

O(z) = 5 (coth(x/2) -1 (2m)F
k=1

l\DlH

et donc Vo; = 2(—1)i_1521‘,1/(2ﬂ')2i pour 1> 1.
Remarque : ceci montre que la somme des inverses de puissances paires des entiers sont des multiples de la méme puissance
de 7 par un nombre rationnel.
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Question ITII.3 Pour tout couple d’entiers naturels non nuls n et p, on a

|v2p] _2(a+1)---(04+2p—1)52p_1 2 (a+1)...(a+2p-1)

(a+1)...(a+2p-1) not2p nat2p(2m)2p " e (2mn)?»

et, en minorant o + p + k par a + p si k > 0, le terme de droite est minoré par

2 fa+p\’
n® \ 4n2n?

et tend donc vers l'infini quand p tend vers l'infini. C’est exactement dire que la partie réguliére du développement asymp-

totique de p,(n) n’a pas de limite finie quand p tend vers linfini.
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