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Partie Préliminaires

Question P.1.a

Par convexité La fonction racine carrée est strictement concave sur R et donc la pente de la droite joignant (a?, va?) a
(a® 4+ 1,v/a? + 1) est strictement inférieure & la pente de la dérivée en a?. Autrement dit

2 _ 2
Ve tl-ver s 11

a?+1-—a? 20

2vV a2 - 2a

Par la Formule de Taylor L’inégalité de concavité précédente peut étre vue comme un produit dérivé de la Formule de
Taylor-Lagrange. Notons f la fonction racine carrée. Puisque f est de deux fois dérivable sur R}, on a

1
Jeela’a® +1[ f@® +1) = f(a®) + f'(a®) + 5£7(0)
et donc la stricte négativité du dernier terme entraine

1 1
2 1 2 = —_— .
vas+1<+va +2\/c? a+2a

En fait racine carrée est trois fois dérivable sur R , de dérivée troisiéme strictement positive et il vient

Sela +1] f(@+1) = (@) + () + 3 (@) + (0

et donc

1 1 1 1
2 1 \/_2 _—_— = —_— = — .
Y= N A T

Par manipulation algébrique En multipliant par la quantité v/a? + 1 + a, dite quantité conjuguée, on remarque
et, comme va? + 1 > a, il vient

De méme

2a \/a2+1+a_%

B a—+va2+1
2a(a ++va? +1)
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1 1
val+l—a—— = -—
2a 2a(a + Va2 + 1)2

1
> —
2a(2a)?
S 1
8a3
Par élimination des radicaux On a
1 2a%+1 1 1 8'+4a®>-1
Va € R} a+ — = et at+———7F=—-—"7-—"7—"-—.
+ 2a 2a 2a 8a? 8a’
Comme va? + 1, 2a® + 1 et 2a sont des quantités (strictement) positives sur R, on a
1 A 2a% +1)?2
Pil<att o ap1<ZatD
2a 4a?

& 4d’(a® +1) < (2a® +1)?
o da* +4ad® < 4a* +4a®> + 1

et 'inégalité de droite en découle. Pour celle de gauche, on remarque

4 2 2
va:+1> a+%—$ & a2+1>%
& 64a® + 64a° > 64a® + 64a° — 8a® + 1
& 8a?>1.
Par conséquent, pour a entier naturel non nul
a?+1> a+l—— >a+i—i.
2a 8a®| 2a  8a?

Remarque : on peut obtenir ces résultats par le calcul formel en évaluant (a+1/2a)?— (a®+1) et (a+1/2a—1/8a?%)? —
(a? + 1) sous forme de fraction rationnelle.

Par étude de fonction C’est la méthode ot on réfléchit le moins mais aussi celle ol ne comprend pas pourquoi ¢a marche.
En particulier quand on n’a pas de chance dans les calculs ou dans les choix de fonctions & étudier, ¢a devient trés
compliqué et on perd confiance. Si on étudie la fonction x — v/a2 + z, on retombe rapidement sur la formule de Taylor
et tout va bien en faisant x = 1. Si on réfléchit moins, on pose f(x) = z + 1/2z — v/22 + 1 sur R}, qui est de classe
C®. On obtient (& la main ou avec une calculatrice)

JE 1 3
veeR,  pay=YrTL T oy
322 +1

et donc f' est croissante. Comme

lim f'(z) = lim (1—%—L)=0

z—+00 z—+00 2 2 +1

f' est négative sur R} . Pour conclure on est donc obligé de trouver un équivalent de f en I'infini. On peut employer
pour cela un développement asymptotique et le calcul utilisera le développement limité de y — /1 + y au voisinage

de 0 :
1 1 1 1 1 1 1 1
flz) ==z (1_”1+_x2> +_2:1: —a:<1— <1+—2x2 ~ 3t +0<_a:4)>> +—2x =33 +O(_x3> .

Par conséquent f est strictement positive au voisinage de I'infini. Comme elle est décroissante, elle est donc strictement
positive sur tout R} .
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Question P.1.b
Pour tout entier naturel k distinct de a, on a

/ 5 1 1
| a2+1—a|:\/a2+1—a<%§§
et 11
[V a2+ —k|=|a—k+\/a2+1—a|2|a—k|—|\/a2+1—a|21—|\/a2+1—a|>1—§:§
d’ou

Va2 +1—a|<|Va2+1-kl.

Question P.2
Prenons a = 25, on a 8a® = (50)% = 1.25 10° > 10° et donc

1 1 1
2502—10°<a+———<Va2+1=V626<a+ — =25.02.
2a 8a3 2a

Il en résulte que 25.02 est une valeur décimale approchée de v/626 & 1073 par excés. On trouve sur une calculatrice
V626 ~ 25.0199920, ce qui est cohérent.

Partie I - Méthode de PADE

Question I.A.1
Soit f la fonction, définie sur R, par f(z) = z + (1 + a® — 22)/2a. La suite (t,)neN est donc la suite récurrente associée
a f et de terme initial a.

2254 ——r—=szz-- 1

2.2

2.15+

2.14

2.05 A

On part de (a,a) puis on projette successivement verticalement sur le graphe de f, puis horizontalement sur la premiére
bissectrice. Les abscisses des points sur la premiére bissectrices sont les valeurs successives de t,,.
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Question I.A.2.a

La fonction f définie précédemment est une fonction polynome & coefficients rationnels et donc f(Q) C Q. Par propriété
des trindmes du second degré, le maximum de f est atteint en a et elle est donc décroissante sur [a; +o0o[. En particulier,
par continuité et décroissance de f,

$([worm]) = [ (o i) @] = ot i gasiat o] € [ma+ 2]

et donc f préserve lintervalle [a;a + 1/2a).

11 en résulte ) 1
flla;a+—|NQ) Cla;a+—|NQ.
2a 2a

On conclut par récurrence. Notons X ’ensemble [a; a+1/2a]NQ ; en particulier la propriété précédente s’écrit f(X) C X.
Pour n entier naturel, notons (H,,) la propriété ¢,, € X. Comme to = a et a est un entier, (Hp) est vraie. Montrons maintenant
que la propriété est héréditaire. Soit n un entier naturel tel que ¢, € X. On a alors t,11 = f(t,) € f(X) C X et donc
tn+1 € X. D’aprés le principe de récurrence on conclut

Vn e N th,eX

ou encore, pour tout entier naturel n, ¢, est un rationnel appartenant a [a;a + 1/2a].

Question I.A.2.b
On note toujours f la fonction précédente. Puisque c’est une fonction polyndme, elle est continue et toute limite d’une
suite récurrente associée 4 f est un point fixe de f. Or

VzeR f@)=zor’=d+1&|z/=Va2+1.

De plus la suite (tp)nen est & valeurs dans Vintervalle fermé [a;a + 1/2a] et donc sa limite, si elle existe, appartient aussi
4 ce fermé. En particulier cette hypothétique limite est strictement positive. Comme 'unique point fixe de f strictement
positif est a2 + 1, c’est 'unique limite possible pour la suite (¢,)neN-

Question I.A.3.a
Soit n un entier naturel. On a

€nt1 = |tn+1 -V a? + 1|
|f(tn) — f(Va® +1)|

t vaz+1
(tn, — Va2 +1) <1_%)‘
tn + Va2 +1
en 72(1 -1

puisque va? + 1 et ¢, sont supérieurs a a et donc (¢, + va? + 1)/2a — 1 est positif.

Question I.A.3.b
Pour n un entier naturel, on note (H,) la propriété ar™*1/2" < e, < (2a?)~"/2a. La propriété (Hy) s’écrit

1
ar:\/a2+1—a§eoz|a—\/a2+1|§2—.
a

Puisque va? + 1 — a est positif, (Hg) résulte de P.1.a.
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Montrons maintenant que la propriété (H,,) est héréditaire. Pour cela prenons n un entier naturel tel que (H,,) soit vraie.

On a
t, +va2+1 1 (tn —a) + (Va2 +1-—a)
2a N 2a '
Or0<t,—a<1/2a d’aprés I.A.2.a, et Va2 +1—a < 1/2a, d’aprés P.1.a. Il vient
JaZ
C<t”+ a +1_1<L
2~ 2a ~ 2a?

Par conséquent (H,,) et I.A.3.a entrainent

rt2 g tn + Va2 +1 1 1/ 1\""
aﬁﬁienﬁen (T_l =ept1 < <—>

et donc (Hy,y1) est vraie. D’aprés le principe de récurrence on en déduit

prtl 1 1\"
Vn e N a2n Sen§%<ﬁ> .

Question I.A.3.c
1l résulte de la question précédente que (e,)nenN €st une suite positive majorée par une suite géométrique de raison
inférieure & 1/2. Elle converge donc vers 0, ce qui exprime que la suite (¢,)nen converge vers va? + 1.

Question I.A.4.a

On a déja remarqué que f est décroissante sur [a;a + 1/2a]. Il en résulte que les suites (t2n,)nen €t (f2n41)nen SONt
monotones de monotonies contraires. Elles convergent vers va? + 1 puisque ce sont des suites extraites de la suite (t,,)neN-
Comme t9 = a, on a tg < va?+1 et donc la suite (t2,)nen est croissante. La suite (t2n41)neN €St par conséquent
décroissante. On a donc

Vn e N tznf\/a2+1st2n+1

VneN  t,—Va2+1=(-1)"e,.

Ainsi, d’aprés I.A.3.a, pour tout entier naturel n,

va?+1+t, —2a 2(\/a2+1_a) +t, —VaZ+1 2&T+(—1)”+1€n (
=e, =e, =re,
2a 2a 2a

et ainsi

1+ (—1)"+16—”) .

€ntl = €n
2ar

Question I.A.4.b
On en déduit

VneN il _ o (1 + (—1)"*16—")

rntl  pn 2ar
et donc
e n—1 ex
vneN* &— (1 1)kt )
" rn €o kl:[o +(=1) 2ar

Posons, pour tout entier naturel n,
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Remarquons que, pour tout entier naturel n, par stricte positivité de e, 1/rey, la quantité 14+ (—1)"*1e,, /2ar est strictement
positive. On peut donc écrire

e n
VEeN ur, = log (1 + (—l)k“ﬁ) et log(An) = Z,uk .
k=0

Comme ey < 1/2a, il suffit, pour démontrer assertion demandé, par continuité de 'exponentielle, que la série précédente
est convergente et converge vers un réel £ inférieur & 1/2r(2a® — 1). En effet la suite (eoAn)nen est alors convergente de
limite A = ege’ et on a 0 < A < egexp(1/2r(2a® — 1)) < exp(1/2r(2a® — 1))/2a et e, ~ Ar™.

Montrons d’abord que la série Y uy, est absolument convergente. Rappelons d’abord que, par concavité du logarithme,
pour z > —1, In(1 + z) < z. Aussi pour tout entier naturel n

2n+1
€2n+1 1 1
0< < < R
= Bantl = 2ar — 4a3r (2a2>

et

1 €an €an 1 (%)2"
os—uznzlog(—l_ez_n) =log(1+ 13“;&) P
2ar 2ar 2ar 4a2r 2a2

et donc, par comparaison avec une série géométrique, la série > uy, est absolument convergente. De plus

1 1\*
Vk e N pkglog(1+e—k)< ( )

2ar/ = 4a2r \ 242

et donc

Jrfu ! 1 1
k > = )
~ 4a’r1— 35 2r(2a2-1)

ce qui achéve de prouver ’assertion.

Question I.B.1

Notons R; et Ry les rayons respectifs des cercles (C1) et (C2), et d la distance entre leurs centres. On a R; = O1 A = t,
Ry = O2L = +Va?+1etd= 0,05 = 2a. Comme R; et Ry sont deux réels de Uintervalle [a;a + 1/2a], leur distance est
inférieure 4 la longeur de cet intervalle. Il vient [Ro—R1| < 1/2a <1< 2a=d.Deplus R+ Ry —d=+va2+1—a+t—a >0
et donc
|[Ro —Ri|<d<Ri+R>.

Par conséquent les cercles (C1) et (C2) sont strictement sécants, i.e. sécants en deux points distincts.
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Question 1.B.2

Puisque 'axe des abscisses est la droite des centres des cercles (C1) et (C2), leurs deux points d’intersection sont
symétriques par rapport & cet axe. Aussi le point P est-il bien défini.

Notons I un des points d’intersection. Comme le triangle (O; PI) est rectangle en P, on a O; P2 + PI? = 0,17 = R2.
De méme, dans (O2PI), on obtient O, P2 + PI? = R3. Comme P est sur le segment [0;05], on a également O, P =
0105 —O1P =d — O1P et il vient (d — O P)? + PI? = R2. En prenant la différence avec la premiére relation trouvée, on
obtient 2dO, P — d*> = R? — R3 et donc O P = (R? — R3 + d?)/2d. Toujours puisque P est sur le segment [0; O], I'abscisse
de Pest t+a— (t? —a® — 1 + 4a?)/4a ou encore t — (t> — a® — 1)/4a. Celle de N est donc deux fois celle de P moins celle

de M ou encore ) ) ) )
t*—a°—1 1 —t
t'=2t—L—t=t++a7.
2a 2a

Partie II - Méthode des moyennes arithmético-harmoniques

Question II.1.a
Pour n entier naturel, notons (H,,) la propriété

F((uk) (vk) ) ( *) ' ( *) ' ; Y i — — Unt
A ((u , (v €(Q x (Q
kJ0<ksns 0kJ0<k<n + + VEeN k<n-1 < ; uln vln €t Unt1 unzvn) ’

Un+1

La propriété (Hp) s’écrit
1
J!(uo,v0) € QY x QYL up = a, v0:a+5.

Ce qui est vrai puisque a et a + 1/a sont deux rationnels strictement positifs.

Soit maintenant n un entier naturel pour lequel (H,,) est vraie. Prenons (uy)o<k<n €t (vg)o<k<n vérifiant les propriétés
exigées par (H,). En particulier u,, et v, sont des rationnels strictement positifs. Par conséquent (u,, + v,)/2 aussi et, de
plus, 1/u,, et 1/v, sont bien définis et sont des rationnels strictement positifs. Il en est de méme pour (1/u, + 1/v,)/2 et
donc son inverse est bien défini et est un rationnel strictement positif. Aussi si on pose

2 ¢ Up + Uy
Untl = T 1 e Untl = — 5
w o 2
les deux (n+2)-uplets (ur)o<k<n+1 €t (Vk)o<k<n+1 satisfont aux propriétés exigées par (Hy,y1), ce qui prouve que la propriété
(H,) est héréditaire.
D’aprés le principe de récurrence la propriété (H,,) est vraie pour tout entier n. Ceci entraine que les relations de ’énoncé
définissent (de fagon unique) deux suites de rationnels strictement positifs.

Question II.1.b
D’une fagon générale la moyenne M}, d’ordre k de réels strictement positifs (z1,...,2,) est une fonction croissante du
réel k£ ol on pose

o+ b\
- :

Mo(z1,...,Zn) = Y/Z1 ... 2y et, pour k non nul My (z1,...,2,) = (

Pour k£ = 1 on trouve la moyenne arithmétique et pour £k = —1 c¢’est la moyenne harmonique. Ainsi la moyenne harmonique
de deux nombres réels strictement positifs est inférieure & leur moyenne arithmétique, 1’égalité n’ayant lieu que si ces deux
nombres sont égaux. Démontrons ce point : on a

2 2zy

*\2 _(L'—}—
Vg € RS)" Maley)=ir=o s e My =50
T Y
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et donc )
V(z,y) € (R}) M_y(z,y) < My(z,y) & 4oy < (2 +y)* ©0< (2 —y)?

avec égalité si et seulement si x = y.
Montrons également que ’on a affaire & des moyennes, & savoir :

* )2 .
V(z,y) € (R}) inf(z,y) < M_1(z,y) < Mi(2,y) <sup(z,y) .
Pour z et y deux réels strictement positifs, on a

inf(z,y) < M_1(z,y) & inf(z,y)(z +y) <22y <& inf(z,y) (inf(z,y) + sup(z,y)) < 2inf(z,y) sup(z,y)
& 0 <inf(z,y) (sup(z,y) — inf(z,y))

et

Mi(z,y) < sup(z,y) & z +y < 2sup(z,y) < inf(z,y) + sup(z,y) < 2sup(z,y) < inf(z,y) < sup(z,y)
et 'assertion en résulte. On peut noter que les infimum et supremum sont en fait les moyennes d’ordre k = —o0 et k = +00
respectivement.

Soit maintenant, pour n entier naturel, (H,) la propriété u, < unt1 < Vpt1 < Upn. Puisque ugp = a et vo = a+1/aq, la
propriété précédente entraine

inf (ug,vo) = wp < M_1(ug,v0) = ur < My (ug,v0) = v1 < sup(ug,ve) = vo

et donc (Hyp) est vraie.
Soit n un entier naturel pour lequel (H,,) est vraie. On a alors 0 < u,, < v, et donc

inf(un, vn) = tn < M_1(Un, V) = Unt1 < M1(Un,Vn) = Vi1 < SUP(Un,Vn) = Vn
et (Hp41) est vraie. La propriété (H,,) est donc héréditaire et le principe de récurrence entraine
Vn € N Up < Upt1 < Upg1 < Up

ce qui assure en particulier que (u,)nen est strictement croissante tandis que (v, )nen est strictement décroissante. On en
déduit que ces suites sont de monotonies contraires.

Question Il.1.c
Soit n un entier naturel. On a

Un +Un 2V (Up —vp)?

Unt T lnt = 2 a Un + Un B Z(Un + 'Un) -

De plus

1
a=1uy < U, <Upt1 < Unt1 <Un§1)0=a+a
d’apres la propriété démontrée en I1.1.b et donc vp41 — Upt1 > 0 et uy, + v, > 2a. Il en résulte

(un — vn)?

O<w —u <
n+1 n+1l > 4a

Question II.1.d
La suite (up)nen est strictement croissante et majorée par vg, elle est donc convergente. Notons £ sa limite. La suite
(vn)neN est strictement décroissante et minorée par ug, elle est donc également convergente. Notons ¢’ sa limite. En passant
4 la limite dans l'inégalité précédente, il vient
(0 —¢)?

<0 —-¢<
0t —1< 1
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et donc
0=4¢—1¢ ou 4a<t —1¢.

Mais les suites (un)nen €t (Vn)nen sont A valeurs dans [a;a + 1/a] et £ et £' appartiennent donc aussi & cet intervalle, ce
qui entraine |£ — ¢'| < 1/a. Par conséquent £ = £', i.e. les suites (un)neN €t (Vn)nen convergent et ont méme limite.

Question Il.1.e

Soit n un entier naturel. On a
2UupVn Up + Un

Uy + Up 2

Un41Un+1 = = UpUn

et donc la suite (unvn)neN est constante. Sa valeur est ugvo, i.e. a? + 1. En passant & la limite, il vient £ = a? + 1. Comme
£ est positif, on a £ = v/a? + 1. Autrement dit la limite commune des suites (un)neN €t (Un)nen est vVaZ + 1.

Question I1.2.a
Soit n un entier naturel. On a

d? vE-2v,vVa?+1+a?>+1 02 —2v,vVa?2+1+upv, U, + v, \/T d
_n _— = = a = 0p41 -

20, 20, 20, -2

Question I1.2.b
La calcul avec les quantités conjuguées donne la méme relation en remplacant d par 6. En effet, soit n un entier naturel,
on a

2 2 / 2 2 /
(5_n:'l]n+2/un a2+1+a +].:Un+2'l)n a2+1+unvn:un-2’-vn+m=6n+l.

2Up 2up, 2up,
Par conséquent )
Vn e N Dt _ (d—")
5n+1 5n
et donc . P
n 0
Vn € N 5 = (%> .
Or
dy _a+i-vVa2+1 a?+1-ava®+1 Va2+1(Wa®+1-a)
o a+i+Ve@Z+1l @+1+V2+1 @+ +1+a)
et donc

VneN  d,=d.p" .

Comme (vp,)nen converge vers Va2 + 1, (d,)nen converge vers 2v/a? + 1 et donc
d, ~ 2 a2+1p2" .
Soit n un entier naturel, on a

2dpt1 = (Un +vp) —2Va2+1=d, — (Va®>+1—uy)

et donc

vaZ+1l—u,=d,—2d,y1 .

Comme p=1/(Va2+1+a)?> <1,0na

dp ~ 2v/a2 +1p*" et 2d, 11 ~ 4V a? + 1p2"+1 =o0 (pzn)
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et il vient
Va2 +1—u, ~2va2+1p* ~d, .

En particulier les suites (d,)nen €t (Va? + 1 — uy,)nen sont équivalentes.

Question II.2.c

Comme (up),eN €st une suite strictement croissante convergeant vers va? + 1, on a, pour tout entier naturel n, u, <
va? + 1. De méme (v, )neN €st une suite strictement décroissante convergeant vers v/a? + 1, on a, pour tout entier naturel
n, v, < Va2 +1 et donc d, > 0.

Soit n un entier naturel, on a vu & la question précédente u, — Va2 + 1 —d, = —2d, 11 et cette derniére quantité est
strictement négative. On en conclut

Vn € N 0<Va2+1—u,<d,.

Question I1.3
On a

—_—~

en Arm

d, 2/a®2+1p>"  2Va® + 1elog(p)e" 108(2) _p, log ()
5 .
L’exponentielle double ’emporte sur I’exponentielle simple. De fagon plus concréte, le terme dans ’exponentielle peut s’écrire

_ log(r)
1o enlog(2) (1 — ne nlog(2) )
g(p) og(p)

et ce terme tend donc vers —oo, puisque p < 1. Par conséquent

. d
lim =2=0
n—+oco ey

i.e. (Un)nen tend plus rapidement vers v/a2 + 1 que (¢,)nen : la méthode des moyennes arithmético-harmoniques est plus
performante que la méthode de Padé.

Question II.4.a

Onaey=+va2+1—a=aret
1 241—avai+1 VaZ+1-
domar o yaETTo CHIDWVERT oy Loa

a

Comme a < vVa%+1 et r >0, on en déduit ey < dp.
On a

M

61=a+l— /2 41— 2a%> + 1 —2ava? +1 _ (WVa2+1-a)® (ar)® _ar
2 2a 2a 2a 2
et
_ d? _ (a? + 1)r? B a(a® + 1)r? B ar?

T 2w 20+i)  2@+1) 2

dq
et par conséquent e; = dj.

Question I1.4.b Soit n un entier naturel supérieur a 1, on a, par décroissance de la suite (vy)neN, Un < Vo =a+1/a =
(a® 4+ 1)/a et donc

dpyr  dp 1 ) a?+1 <1 ) ava? +1 1a2+1—-ava®+1 1\/a2+1—a<1
= — = — - — — = — = — —r
dy, v, 2 Up, -2 a?+1 2 a?+1 2 a2+1 — 2
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De plus, ainsi qu’on I’a déja remarqué en 1.A.3.b,

' < M -1
2~ 2a
avec égalité seulement si t, = a, ce qui n’est pas le cas. On a donc
Entl T Ont1
€n 2~ d,
et rn r\n
ent1 > <§) e = (5) dy > dpt1 -

Autrement dit, pour tout entier naturel n supérieur & 2, d,, < e,.

Partie IIT - Méthode des fractions continues

Question ITI.A.1.a

Soit m, p et g trois entiers naturels non nuls tels que v/n = p/q avec p et ¢ premiers entre eux. On a alors p? = ng?. Si
£ est un nombre premier divisant g, il divise ng? et donc il divise aussi p. Comme p et g sont premiers entre eux, c’est que
q n’a aucun diviseur premier, autrement dit ¢ = 1. Ainsi n = p? et \/n = p. Par conséquent si n est un entier naturel non
nul tel que /n est un rationnel (strictement positif), alors 1/n est un entier. Pour n = 0, y/n est entier et donc, pour tout
entier naturel n, si \/n appartient & Q, alors /n appartient & N.

D’aprés P.1.b a est U'entier le plus proche de v/a? + 1. En particulier v/a? + 1 ne saurait étre entier. D’aprés ce qui
précéde, ceci entraine que ce n’est pas non plus un rationnel.

Question ITI.A.1.b
Soit A et B deux polyndmes dans Z[X] tels que

Vz e R A(z) + V22 +1B(z) =0.

La méthode suggérée par 1’énoncé Supposons que B ne soit pas le polynéme nul. Alors il existe au plus un nombre fini
d’entiers qui sont racines de B. Aussi il existe une infinité d’entiers naturels qui ne sont pas des racines de B. Mais
de tels entiers vérifient alors A(n) + v/n? + 1B(n) et donc vn? +1 = —A(n)/B(n), ce qui entraine que v/n? + 1 est
rationnel. Ceci est impossible d’aprés la question précédente, et donc B est le polyndme nul. Mais alors A aussi et
donc

Vz e R A(x) = B(z)=0.

Par élimination des radicaux On a donc
VzeR  A%*(z) = (2 +1)B?*(2) .

Notons I le polynéme de Z[X] donné par I(X) = X2 + 1. L’égalité des fonctions polynémes sur R entraine ’égalité
des polynémes eux-mémes et donc A2 = I.B2. Si B n’est pas le polynéme nul, alors A non plus et on peut définir la
multiplicité (éventuellement nulle) de la racine ¢ dans A et B. Notons-les respectivement m et n. La multiplicité de i
dans A? est 2m, mais dans IB? elle est de 1 + 2n. Comme ceci est impossible B est le polynéme nul et donc A aussi,
par intégrité de Z[X], d’ou

Vx € R A(x) =B(z)=0.

Question ITI.A.2.a
Notons tout d’abord que, d’aprés III.A.1.b, pour tout élément de E,

(A, B) € (Z[X])> VzeR  f(z)=A(z) + Va2 +1B(z) .

Ceci montre "unicité des suites (P, )nen €t (@Qr)nen- Montrons maintenant leur existence.
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Formellement Notons que E est un sous-anneau de C(R) puisqu’il contient 0, 1, f — g et fg si f et g sont des éléments
de E. En effet si (A, B) et (C, D) sont associés & f et g selon la définition de E, alors (A — C, B — D) est associé a
f—get (AC + (X2 +1)BD, AD + BC) est associé a fg. Or ¢, appartient & F de par son écriture et comme, pout
tout entier naturel n, ¢, = @7, ¢, appartient & E. De plus si ¢, est associé & (P, Q,), comme ¢; est associé a (X,1),
ona Py =XP,+ (X +1)Qn et Qui1 = P+ XQp.

Directement Soit n un entier naturel. Posons, en notant [¢] la partie entiére du réel ¢,

[n/2] [(n—1)/2]
PX]= ) CX"H(X?+ 1)k et Qu[X]= D CRFPIXTTRIN(XZ 4 1)k
k=0 k=0

Ce sont des polynomes 4 coefficients entiers puisque les coefficients binomiaux sont entiers et que Z[X] est un anneau.
La formule du binéme donne

VeeR  ¢u(z) = Z(Jﬁm"’k Va2 + lk = Pp(z) + V22 + 1Qn(2)
k=0

et donc ¢,, appartient & E. On peut obtenir la relation entre (P11, Qn+1) et (P, @) en utilisant la relation C¥,, =
Cr+Ck .

Par récurrence C’est certainement la méthode envisagée par I’énoncé. Pour n entier naturel soit (H,,) la propriété ¢,, € E
et,sin>0,P,=XP, 1 +(X24+1)Qn 1 et Q, =P, 1+ XQ, 1. La propriété (Hy) est vraie puisque ¢ s’obtient
avec A =1 et B =0. Montrons que (H,,) est héréditaire. Soit n un entier naturel tel que (H,) soit vraie. On a, pour
tout réel z,

bas1(3) = fu(@)(@+ Va2 +1)
= (Pu(z) + V22 +1Qn(x))(x + V22 + 1)
= 2P, (z) + (° + 1)Qn(2) + V22 + 1(Py(z) + 2Qn (7))
et donc ¢p41 € E et Poyy = XP, + (X2 +1)Qn et Qui1 = P, + XQ,. Le principe de récurrence permet donc

d’affirmer que, pour tout entier naturel n, ¢, € E et qu’il existe, de facon unique, deux suites (Pp)nen €t (Qn)neN
de polynomes de Z[X] telles que

VneN Vze€R  ¢n(zr) = Pa(z) + V22 +1Qu(x) et (Pay1,Qnr1) = (X Py + (X? + 1)Qn, Po + XQn) -

Question ITI.A.2.b

Matriciellement On peut récrire les relations précédentes de facon synthétique

Poi \ [ X X%2+1 P,
men (g )= (7 N)(8)

Par ailleurs, par un calcul direct ou par le théoréme de Cayley-Hamilton, on a

X X241) _ X X241 10
(1 X)_2X<1 x Jtlo1

et donc, en appliquant cette identité au vecteur (P,, @),

Pn+2 _ Pn+1 Pn
vneN (Qn+2>_2X<Qn+1)+<Qn>

D’ou les relations cherchées.
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Par unicité de 1’écriture dans E Soit n un entier naturel. Par unicité de D’écriture des éléments de E, les relations
cherchées sont équivalentes a
Vz € R Pnt2(2) = 28¢n41(7) + du(z) -

Remarquons
VeeR  ¢o(@) = (z+ Va2 +1)? =222 + 1+ 2022 +1=22(x + Va2 + 1) + 1 = 22¢; (x) + ¢o(x)

et donc

Ve €R  Pnia(z) = ¢n(@)d2(2) = dn(2) (2201 (2) + Po(2)) = 22¢n41(z) + Pn() -

Directement Soit n un entier naturel. On a

Pipo = XPi1+ (X +1)Qnp1
= XPn+1 + (X2 + 1)(Pn + XQH)
= XPou+(X2+1)P, +X(X2+1)Q,
= XPu+(X?+1)P, + X(Poyy — XPy)
= 2XP,,+P,

et

Qn+2 = Pn+1 +XQn+1 = XPn+(X2+1)Qn+XQn+1 = X(Qn+1 _XQn)+(X2+1)Qn+XQn+1 = 2XQn+1+Qn .

Question ITI.A.2.c Pour n entier naturel soit (H,) la propriété : P, et (), ont des coefficients entiers naturels (ou positifs,
ce qui revient au méme puisqu’on sait déja qu’ils sont entiers relatifs), le degré de P, est n, celui de @, est n — 1 sauf pour
n = 0, les coefficients dominants de P, et @,, sont égaux et valent 2"~! sauf pour n = 0. Dans le cas n = 0, Qg est nul et
P, est constant égal & 1.

Directement Les expressions trouvées dans la démonstration directe de I1I.A.2.a montrent que (H,,) est vraie pour tout
entier naturel n, sauf peut-étre en ce qui concerne les coefficients dominants. Mais le développement du bindme pour
(1 — 1)™, pour n entier naturel supérieur & 1, montre que la somme des coefficients binomiaux d’indice pair est égale
a celle des coefficients binomiaux d’indice impair. Comme la somme de ces deux quantités est (14 1)™ = 2", c’est que
chacun vaut 2"~ 1, ce qui est ’assertion cherchée.

A partir de ITI.LA.2.b Ona Py =1, P, = X, Qo = 0 et Q; = 1. Par conséquent (Hy) et (H;) sont vraies. Si maintenant n
est un entier naturel tel que (Hp11) et (Hy,) soient vraies, alors (Hp2) lest aussi d’aprés I11.A.2.b. D’aprés le principe
de récurrence (faible), on en conclut que tous les polynémes P, et ), pour n entier naturel, sont & coefficients entiers
naturels.

A partir de ITI.A.2.a On a Py = 1 et Qo = 0, donc (Hp) est vraie. Si maintenant n est un entier naturel tel que (H,,) est
vraie, alors P11 = XP, + (X2 +1)Q,, et Qny1 = P, + XQ,, entrainent que (H,1) aussi est vraie.

Remarque : il est utile de noter que seul Qg est le polyndéme nul car la relation ITI.A.2.b entraine la non nullité de P42 et

Qn+t2 dés qu'un des deux précédents ne l’est pas. L’étude des Fy, P, Qo et ()1 permet donc de conclure que P, n’est nul

pour aucun n et que (), ne ’est que pour n nul.

Question ITI.A.2.d

Directement Les expressions trouvées dans la démonstration directe de IT11.A.2.a montrent que P, est de la parité de n
tandis que @, est de la parité opposée.

Par récurrence Pour n entier naturel, on note (H,) la propriété P,(—=X) = (—=1)"P,(X) et Qn(=X) = (-1)""1Q,(X).
Le polynome Py = @1 = 1 étant pair et les polynomes P; = X et Qo = 0 étant impairs, (Hy) et (H;) sont vraies. On
conclut soit grace a la relation trouvée en ITI1.A.2.b, soit grace & celle trouvée en IT1.A.2.a, que la propriété (H,) est
héréditaire et d’aprés le principe de récurrence (faible dans le premier cas), P, est de la parité de n et @, de la parité
opposée.
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ATTENTION ! L’énoncé ne précise pas que ’on cherche les racines réelles. C’est une erreur de sa part.

Un polynoéme non nul pair & coefficients positifs prend des valeurs positives sur R et méme strictement positives sur R*.
Il peut ou non s’annuler en 0. Un polynéme non nul impair & coefficients positifs s’écrit X fois un polynéme de la forme
précédente. Il a donc une unique racine réelle, & savoir 0. De plus, pour tout entier naturel n, on a ¢,(0) = 1 = P,,(0)+ @, (0)
et donc 0 ne peut étre racine & la fois de P, et de @),,. Il en résulte : Py ne s’annule pas sur R et )y s’annule sur tout R,
si n est pair et non nul, P, n’a pas de racine réelle et (),, admet 0 comme unique racine réelle, tandis que si n est impair la
situation est inversée, (0, n’a pas de racine réelle et P, admet 0 comme unique racine réelle.

Question ITI.A.3.a Soit n un entier naturel et z un réel, on a

(z - Va2 +1)" = (=1)"¢n(—2) = (-1)"Pa(— )*Va? +1Qn(—2) = Po(z) — Va* + 1Q4(2)

D’ou la relation (1).
Comme la fonction racine carrée est de classe C*° sur R, la fonction ¢; est de classe C°° sur R. On peut donc la dériver
et il vient

() =1 @) (14 = )

et donc

2 +1¢),(x) = ndp_1(2)$1 (z) = ngn(z) .
¢, (z) = PL(x) + ——=Qu(x) + V22 + 1Q/, ()

2 +1

Va2 + 16, (z) = 2Qn(z) + (2* + 1)Q),(z) + V22 + 1P\ (z

Il en résulte que vVz2 + 1¢), appartient & E et I'unicité de I’écriture dans E entraine les relations (2) et (3).

Par ailleurs

et donc

Question ITI.A.3.b Soit n un entier naturel et = un réel, on a
(2 + 1)P”,(2) + 2P (2) — n*Py(z) = n(z® + 1)Q',(z) + nzQn(z) — n’Py(z) = n((2® + 1)Q’,(2) + 2Qn(x) — nP,(2)) =0

et donc P, est solution, sur R, de I’équation différentielle (z2 + 1)y” + zy’ — n?y = 0.
ATTENTION ! L’énoncé devrait préciser sur quel domaine P, est solution de 1’équation différentielle précédente.

Question III.B.1.a D’aprés I’étude menée en III.A.2.d, a n’est racine de (),, pour aucun entier naturel non nul n. La
quantité P, (a)/Qn(a) est donc bien définie. Comme P, et Q,, sont & coefficients entiers et que a l’est aussi, il en va de méme
pour P,(a) et Q,(a) et existence de la suite (¢, )nen+ en découle.

Question ITI.B.1.b Soit n un entier naturel non nul. On a
1=(Va* +1+a)"(Va* +1-a)" = (-1 a)+Vva® +1Qn(a —Va? +1Qu(a) = (-1)"(Pr(a)~ (a*+1)Q}(a))
et ceci est en particulier une relation de Bézout entre P, (a) et Qn(a). Par conséquent la fraction définissant ¢,, est irréductible.

Question ITI.B.1.c D’aprés les relations obtenues en III.A.2.a, pour tout entier naturel non nul n, on a

_aPp(a)+ (a®> +1)Qn(a) _ ach +a®+1
Cnt1 = P, (a) + aQn(a)  epta

Question IT1.B.2.a Soit n un entier naturel. Remarquons que @, (a) est un entier naturel non nul et est donc supérieur a
1. Grace a IILLA.3.a (1), il vient

R R s P RV
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et, puisque |a — va? + 1| < 1/2 d’aprés P.1.a, la suite (¢, )nen+ converge vers va? + 1.

Question ITI.B.2.b Soit 7 un entier naturel non nul. On a

cn — Va2 +1 _ P,(a) — va% 4+ 1Qn(a) _ (a—+va2+1)" _
ecn+val+1l  Pya)+vVa?+1Qnp(a) (a+ Va2 +1)"

(=p)"
et donc
en = (cn + Va2 +1)p"

et il vient, par convergence de (¢,)nen+ vers vVa? + 1,

eEn~2VaZ+1p".

Question ITI.B.2.c Il vient
En  2Va?+1 (B)n

en A r
Or p/r = a/(Va® + 1+ a) est un réel strictement compris entre 0 et 1/2 et donc
lim =" =0.
n—-+oo €en

Autrement dit la méthode des fractions continues est plus performante que la méthode de Padé.

Question ITI.B.2.d Soit n un entier naturel non nul. On a, d’aprés II1.B.1.c,

2
1
Cnt1 — a2+1 —_ w_1/a2+1
a+cp
_ (a—Va+1)en+a®+1—ava®+1
h a—+cy,
_ (a=Va>+1)en + (Wat+1—-a)Va® +1
B a+cn
VaZ 11—
= M(,/(ﬁ_'_l_cn)
a+cp
et donc
val+1l-a
Entl = —————En .
a+cp

Onac; = Pi(a)/Q1(a) = a/1 = a et, pour n entier naturel strictement supérieur & 1, on a c,4+1—a = (ac, +a*+1)/(a+
¢n) —a = 1/(a + ¢,) > 0 puisque ¢, est positif. Par conséquent, pour tout entier naturel n non nul ¢, est un rationnel
supérieur 3 a et €, est non nul. Il en résulte

\/a2+1—a<\/a2+1—a_r

VYn € N* Entl _
En a+cp - 2a 2

Onae =+va?2+1—a=e¢eget donc
n n
Vn € N* Ent1 < (—) g1 = (—) eo < ep

d’aprés ce qui précéde et la remarque faite en I1.4.b.
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Question III.B.3.a Soit k¥ un entier naturel. Par unicité de I'écriture des éléments de E et puisque ¢op = q)i, on a
Poy, = PP+ (X? + 1)Qj et Qar = 2P4Qx..
1l vient, pour k£ non nul,

_Pa)+ (@ +1)Qi(a) _c+(@®+1) 1 ( N a? +1>
2k = 2P;(a)Qr(a) - 2¢ T\ cr )

Question III.B.3.b Pour n entier naturel non nul soit (H,,) la propriété cs» = v,. Puisque P, = X et Q; = 1, on a
P, =2X%+1et Qy = 2X. Par conséquent ¢, = (2a® 4+ 1)/2a = a + 1/2a = v, et la propriété (H,) est vraie. Montrons le
coté héréditaire. Soit n un entier naturel non nul tel que (H,) soit vraie. On a

1 a?+1 1 a®+1 1 UnUn Vn + Uy
Con+1 262_2n25 Con + . 25 Up + " 25 Up + " = 2 = Un41 -

Le principe de récurrence permet de conclure
Vn € N* Con = Uy, .

En particulier ’équivalent trouvé en II1.B.2.b redonne ’équivalent trouvé en I1.2.b :

dn:EQn ~ 2 a2+1p2".

Question III.B.4.a Soit k¥ un entier naturel. Par unicité de 'écriture des éléments de E et puisque ¢3, = ¢3, on a
Ps, = P2+ 3(X? + 1)P,Q3 et Qsx = 3P2Qk + (X? 4+ 1)Q%.

1l vient, pour k£ non nul,

e+ 3(a® + 1)cy
k= "9 5 _ 1

3¢ +a*+1

et donc
w + 3(a® + Nw,

VYn € N* w = -
m 3w2 +a? + 1

Question IT1.B.4.b 11 vient

n_,/2 13 ” /a2 13
Vn € N* Woy1 — Va2 + :(w @ +1) et Woy1 + Va2 + :(w-i- @ +1)

3w +a%+1 3wz +a? +1
d’out s
Vn € N* Wpe1 — Va2 +1  [wp, —Va?+1
Wna1 + Va2 +1 wn, + Va2 +1
et

Vn € N* lwn — Va2 + 1| = (w, + Va2 + 1)p*"
De plus, d’aprés 1.A.3.b,

1 3
Vn € N* ngn+\/a2+1§2\/a2+1+£3n§2\/a2+1+63n_152\/a2+1+2—§2a+2—
a a

et finalement

Vn € N* |lw, — Va2 +1| < (2a+23—a)p3".
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Question ITI.B.4.c On prend a=3. On a 2a+ & = 6.5 < 10 et

va:+1—a 1 1

- < =10""'.

P V@tita (W@titaP @+1
11 vient, pour n = 2,
|wy — /10| < 10 (1071)? <1078

et donc n = 2 convient. On trouve
wo = 3 w _g we — 6406803
0= T >~ 2026009

et

we =~ 3.16227766016834 V10 ~ 3.16227766016837

soit |wa — /10| < 410 14!
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