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Partie 1
On a
ty = f(t1) = T(=11,3) —2(=37,10) = (=3,1) et t3= f(t2) = —3(—11,3) + (—=37,10) = (—4,1) .

La famille (¢1,ts) admet

7T =3
-2 1

comme déterminant par rapport a la base canonique, c’est-a-dire 1. C’est donc une base de FE. Par conséquent la famille
(t1,t2,t3) contient une base de E et est, de ce fait, une partie génératrice de E.

Par définition méme de t5 et ¢35, on a to = f(t1) et t3 = f(t2) et le calcul précédent montre que les deux vecteurs to et
t3 sont distincts de ¢;. Ainsi pour vérifier que (t1,t2,t3) est un cycle pour f, il suffit de vérifier f(¢3) = ¢1. Or

flts) = —4(=11,3) 4 (=37,10) = (7,-2) = t;

et donc f est un endomorphisme cyclique de E et admet (¢1,to,t3) comme cycle.

On a f3(t1) = f(t3) = t1 et f3(t2) = f4(t1) = f(f3(t1)) = f(t1) = t2. Par conséquent f> est I'identité sur une base de
E. Tl en résulte que c’est I'identité. Comme de plus f(t;) et f2(t1) sont distincts de t;, puisque ce sont respectivement t et
ts, f et f? sont distincts de I'identité. Aussi f vérifie-t-il la propriété Ps.

Partie 11

Question II.1

Toute partie génératrice de E contenant une base de E, elle est de cardinal supérieur & la dimension de FE. Ici il est donc
nécessaire que n soit supérieur & 2.

D’aprés la propriété (2) des cycles, la famille (to,...,t,,t1) appartient & 'image de f et donc I'm(f) contient une partie
génératrice de F. Il en résulte que f est surjectif. Etant un endomorphisme de E, f est donc bijectif.

Soit k et [ sont deux entiers compris entre 1 et n, on a, par bijectivité de f,

th=t = fHt) =)

& ) =h
& ) =0
< tr—y+1 =14
& |k=-l+1=1
< k=1=0

et donc les vecteurs de la famille (¢1,...,t,) sont deux & deux distincts.
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Question I1.2

Le vecteur t; ne peut étre nul car sinon il en est de méme de ¢y et cela contredit la propriété (2). Par conséquent il
engendre une droite D. Si to appartient & cette droite, alors f(D) est inclus dans D puisque t2 est 'image d’un vecteur
directeur de D. Il en résulte que D est stable par f et donc par toute itérée de f. Par conséquent tous les vecteurs de la
famille (¢4,...,t,) appartiennent & D et ne peuvent former une famille génératrice de FE.

Le vecteur t5 ne peut donc appartenir & D, i.e. (¢1,t2) est une famille libre de E.

Soit A et p deux scalaires tels que Mg + uf = 0. En spécialisant en ¢1, on en déduit Aty + uts et donc, puisque (t1,t2)
est une famille libre, \ et u sont nuls. Par conséquent (Ig, f) est une famille libre de Lg(F).

Question I1.3

D’aprés la propriété (2) des cycles, on a f¥(t;) = t;,1 pour k entier entre 1 et n — 1 et donc, d’aprés la propriété (3) des
cycles, pour un tel k f* n’est pas l'identiteé.

De plus f™(t1) = f(tn) = t1 et, pour tout entier k entre 2 et n,

fn(tk) — fn+k—1<t1) — fk—1<t1> =ty

et donc f™ est 'identité sur la famille génératrice (¢1,...,¢,). Il en résulte que f™ est 'identité sur E et, en conclusion,
vérifie la propriété P,.
Soit (uq,...,um) un second cycle pour f. En appliquant les résultats précédents a ce cycle, il vient que f veérifie la

propriété P,,. Si m et n sont distincts alors min(m,n) est strictement inférieur & max(m,n), tout en étant strictement
positif (en fait supérieur ou égal & 2 d’aprés I1.1). Or frin(mon) est égal & Iy d’aprés Prnin(m,n) Mais en est distinct d’apres
Praz(m,n)- Cette contradiction assure que m et n sont égaux, i.e. deux cycles pour f ont méme cardinal.

Question I1.4.a

La famille (¢1,t2) constitue bien une base de F puisque ¢’est une famille libre, d’aprés 11.2, et que E est de dimension 2.
La matrice de f relativement a cette base est donnée en colonnes par les coordonnées des vecteurs de base relativement &
cette méme base. On a f(t1) = to et f(t2) appartient & F, donc il existe deux scalaires a et b tels que f(t2) = aty + bta, d’out

MatB(f):((l) Z) :

Question II.4.b
1l s’agit d’un cas particulier du théoréme de Cayley-Hamilton. En effet le polynéme caractéristique de f est X2 —bX —a
et donc
f2P=bf—alp=0.

Question I1.4.c

Soit H le sous-espace vectoriel de Lgr(F) engendré par Ig et f. H est de dimension 2, par indépendance linéaire de Ig
et f, et stable par f (f peut-étre vue comme un endomorphisme de Lr(F) par composition : f(u) = f owu, pour tout u dans
Lr(E)).

En effet il suffit de vérifier que f envoie la base (I, f) de H dans H. Comme folIg est fet fofestalg+bf, H est
bien un sous-espace vectoriel de Lgr(F) stable par f. Pour tout entier naturel k, H est donc également stable par f*. En
particulier f* o Iy appartient & H et s’écrit de facon unique sous la forme z,Ir + yi f pour des scalaires zj, et iy, puisque
(Ig, f) est une base de H.

De plus, pour tout entier naturel %, on a

= fo "= fo(vrlp +ynf) = onf + yrf> = ayrle + (zi + by) f

et donc
Tpq1 = ayk et Ye+1 = Tk + Dy
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par unicité de I'écriture de f**! dans la base (Ig, f).
Néanmoins, vu la difficulté de rédiger une démonstration par récurrence, faisons également cet exercice!
Démontrons par récurrence sur l'entier naturel k, la propriété Hj suivante

(Hy) Ik, ye) €ER?  fF=aplp +yif .

Pour k = 0, la propriété Hj est vraie puisque f° est I’identité et peut s’écrire sous la forme 1.Ig + 0.f.
Soit maintenant k un entier naturel pour lequel Hy, est vraie. Si (x,yx) est un couple de réels pour lequel f* = 2. Ig+yi f,
on a

A= foff = folarls +uyrf) = anf + yuf? = ayele + (i + byr) f

et donc Hy,1 est également vraie, i.e. la propriété (Hy) est héréditaire. Le principe de récurrence permet donc d’affirmer
qu’elle est vraie pour tout entier naturel k.

De plus, par indépendance linéaire de Ig et f, I’écriture précédente est unique et, d’aprés le calcul effectué, on a une
relation de récurrence entre les coefficients :

VkeN 3(zpuyr) €R® fF=aplp +ynf

et
Vk e N Tht1 = QYK et Yk+1 = T + by -

Question I1.4.d
Puisque f vérifie la propriété P,, f™ est l'identité. Par unicité de (x,,y,) et puisque f* = 1.1g +0.f,on a z, = 1 et
Yn = 0.

Question I1.4.e
Soit k un entier naturel, on a

Y42 = Tht1 + OYr+1 = ayr + byr41 -

Comme yo = 0 et y1 = 29 + byp = 1, on en déduit, par unicité de la suite (yx)ren, que cette suite est la suite récurrente
définie par

Vk e N Yrt2 — byry1 —ayr = 0.

Question I1.5.a
D’aprés les formules de Newton reliant coefficients et racines, on a, que les racines soient réelles ou non,

a+08=0 et af=—a.
L’équation X2 — bX — a = 0 est 'équation caractéristique des suites récurrentes linéaires vérifiant
Vk e N Ukt2 — buk+1 —aug =0

et donc I’ensemble de ces suites est I'espace vectoriel engendré par les suites géométriques (o )ren et (8%)ren. Ce résultat
étant d’ailleurs encore valable si les racines « et 3 sont simplement supposée distinctes. Dans le cas ou « est racine double
de P, ce sont (a¥)ren et (ka®)ren qui engendrent Iespace des solutions.

Remarquons enfin que (zx)ren et (yr)ren vérifient cette relation de récurrence linéaire d’une part du fait de I1.4.e pour
la seconde et d’autre part du fait que la premiére est un multiple d’une translatée de la seconde.

Par conséquent, dans le cas ou « et § sont distinctes, on a

_ Bak: _ Oéﬁk ﬁk _ alc

Vk e N Tk i a
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puisque les suites étudiées coincident sur leurs deux premiéres valeurs et vérifient la méme relation de récurrence linéaire.
Du fait que y,, vaut 0, on déduit o™ = " et donc z,, = a™. Par conséquent, comme z, =1, ona a” =" = 1.
Comme « et [ sont réels et distincts, on en déduit {a, 8} = {—1,1} et donc a = —1 et b = 0. C’est donc que f(t2) vaut
t1 et donc f est cyclique d’ordre 2, i.e. n = 2.

Question II.5.b
Dans le cas ot P admet des racines doubles, on a, d’aprés les remarques faites précédemment et le fait que les deux
suites étudiées coincident en leurs deux premiéres valeurs

Ve N  yp=kat!

et « ne saurait &tre nul.
Mais alors y,, = na™ ! ne peut &tre nul que si « est nul, ce qui est contradictoire. Ainsi P ne peut avoir de racine double.

Question I1.5.c1

Comme, pour tout complexe z, P(Z) est le conjugué de P(z), les racines « et 3 sont complexes conjuguées. Notons «
une racine de partie imaginaire positive, elle s’écrit donc sous forme polaire o = pe?” avec p un réel positif et 6 un réel dans
[0; 7]. Dans ce cas 3 s’écrit pe~*?. De plus, comme « n’est pas réel, p n’est pas nul et @ est distinct de 0 et 7.

Les formules liant racines et coefficients étant encore valable, on obtient a = —|a|? et b = 2Re(«) et donc

a=—p? et b = 2pcos(#)

avec p dans R et 6 dans ]0; [.

Question I1.5.c2
La formule établie au IL5.a est encore valide en prenant « et [ les racines distinctes de P. Comme on a o = pe? et
B = pe~™, il vient, pour k dans N,

T e (k= 1)0) _sin((k = 1)0)
o—i0 _ gib 2isin(6) sin(6)

et j '
e k0 _ ke k1 —2isin(kd) . sin(k0)

Y= e Y sin(9) P sin(0)

Question II.5.c3
Puisque y,, est nul et pas p, on a sin(nf) = 0 et donc nf est un multiple entier de 7. Comme 6 est strictement compris
entre 0 et m, ce multiple est de la forme rm avec r dans {1,2,...,n — 1} et donc 0 = rm/n.
Comme z,, vaut 1 et p est positif, sin((n — 1)0)/sin(f) est négatif. Or
sin((n —1)0)  sin(rm — 6)

= = —cos(rm) = (1)t
sin(6) ~ sin(9) (rm) = (=1)

et donc 7 est pair. De plus on obtient z,, = p” et donc, puisque p est un réel positif, p vaut 1.
On a donc a = —1 et b = 2cos(f) = 2cos(2sm/n).

Question I1.5.c4
Le déterminant de la famille (e1, e2) par rapport & la base (¢1,%2) est sin(f) et est donc non nul puisque 6 est dans |0; 7|
11 en résulte que (e1,e2) est une base de E.
De plus
f(e1) = sin(0) f(t2) = sin(#).(—t1 + 2 cos(f)t2) = sin(f)ea + cos()ey

et
flea) = =ty + cos(6).(—t1 + 2cos(f)tz) = cos(B)ea — (1 — cos®(0))ta = cos(f)es — sin(f)e;
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et donc

p- (o) ) )

Autrement dit B est la matrice d’une rotation d’angle 6, par conséquent pour tout entier naturel k, B* est la matrice
de la rotation d’angle k0, i.e.

_( cos(kf) —sin(k0)
VkeN B = ( sin(kf)  cos(k) )

Soit maintenant d un diviseur (positif) commun & s et n, pour k = n/d, kf vaut 2s7/d et est donc un multiple entier de
27. 1l en résulte B/ = I, et donc /% = Ip. Puisque f vérifie la propriété P,, c’est donc que n/d vaut n et donc d = 1.
Autrement dit s et n sont premiers entre eux.

Question I1.6
Soit f la rotation du plan d’angle 7/6 et pour k entre 1 et 12,

ty, = (cos(km/6),sin(km/6)) .

Par construction la famille vérifie la propriété (2) des cycles. La propriété (3) résulte de 'injectivité de 'application de ]0; 27]
dans R? qui & t associe (cos(t),sin(t)). Enfin (t12,%3) est la base canonique de R? et la propriété (1) en résulte.
En conclusion f est un endomorphisme cyclique d’ordre 12.

Partie II1

Question III.1
Soit u un élément de c(E) et (x,y) dans E? tels que u = x + iy. Puisque B est une base de E, = et y sont combinaisons
linéaires & coefficients réels de (eq,...,ep,) et donc u est combinaison linéaire & coefficients complexes de cette méme famille.
Soit maintenant (\g)1<k<, des scalaires tels que

14
Z )\kek =0.
k=1

On a donc
p

Z Re()\k)ek +1 Z Im()\k)ek =0

k=1 k=1

et il vient, par unicité de la décomposition dans ¢(FE),

ZR@(/\k)ek = Zlm()\k)ek =0
k=1

k=1

soit, par indépendance linéaire,
Vk € [1;p] Re(Ak) =Im(Xg) =0

et donc la famille (eq,...,ep) est libre et, en conclusion, une base de c(E).

Question II1.2
Soit u et v deux vecteurs de ¢(F), A un scalaire. Par définition on peut trouver des vecteurs de E, z, y, z et ¢, tels que
u=2x+ 1y et v = z 4 it. Par conséquent

f(u) = f(z) +if(y) € «(E)

et donc f est a valeurs dans c(E).
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De plus

flutv)=fl@+z+ily+1) = fle+z)+if(y+t) = f(@)+ f(2) +if(y) +if(t) = f(z +iy) + f(z +it)

et

Fu) + f(v)

fOw) = f(Re(Na — Im(Ny + i(Re(N)y + Im(N)z))

= ( e(A) —fm( )y) +if (Re(A)y + Im(N)z))

= Re(A\)f(z) — Im(A)f(y) +iRe(N) f(y) + ilm(A) f(x)
= A/[f(@)+if(y )) Af(u) .

Par conséquent f est un endomorphisme de ¢(E).
Soit (aki)1<k,i1<p la matrice de f dans la base B. On a

Vi € [1;p) fler) = fler) = Zaklek

et donc (ax)1<k,i<p est également la matrice de f dans la base B. Autrement dit les matrices de f et f dans la base B sont
identiques.

Question II1.3.a

Les valeurs propres de f sont les racines réelles de son polynéme caractéristique. D’aprés la question précédente f et f
ont méme polynoéme caractéristique. Aussi si A est valeur propre réelle de f , elle est racine réelle du polynéme caractéristique
de f donc aussi de celui de f et est, finalement, valeur propre de f.

Question IT1.3.b

Comme le polynéme caractéristique de f est & coefficients réels, si A est une de ses racines, A aussi en est une, i.e.
I’ensemble des valeurs propres de f est stable par conjugaison complexe.

Soit maintenant \ une valeur propre non réelle de f et u un vecteur propre non nul associé i cette valeur propre. Ecrivons
u sous la forme z + iy avec z et y dans E. On a

fu) = f(x) +if(y) = Mz +iy) = Re(\)x — Im(A)y + i(Re(N)y + Im(N)z)
et donc, par unicité de la décomposition dans ¢(FE)

{ f(x) = Re(N)x — Im(N)y
f(y) = Re(N)y + Im(N)z

Il en résulte ~ ~
flx—iy) = fx) —if(y) = Mz —iy) .

Or I'application de ¢(F) dans ¢(F) qui & tout u de la forme z + iy avec = et y dans E associe x — iy est un isomorphisme
linéaire par unicité de la décomposition dans c¢(F). Le calcul précédent montre que 'image de F) par cette application est
inclus dans Fx et donc, puisqu’on a affaire & un isomorphisme,

dim(F)) < dim(F5) .
En appliquant ce qui précéde & A (ce qui est licite puisque c’est également une valeur propre non réelle de f ), on obtient

I'inégalité inverse et donc, finalement,
dim(Fy) = dim(Fy) .

Question II1.3.c
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Puisque u et v sont des combinaisons linéaires de x et y, le sous-espace engendré par u et v est inclus dans celui engendré
par x et y.

Mais on a également x = (u+ v)/2 et y = (u— v)/2i et donc la réciproque est également vraie; ces deux sous-espaces
vectoriels sont donc égaux. Notons-les F'.

D’aprés le calcul de la question précédente, on a

{ f(@) = Re(Nz — Im(\)y
f(y) = Re(N)y + Im(N)zx

et donc H est stable par f puisque 'image d’une partie génératrice de H par f est incluse dans H.

Comme u et v sont des vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes, ils ne sont pas liés et donc F est de dimension
2. Or ¢(H) contient H et donc aussi x et y; il contient donc F. Par conséquent ¢(H) est de dimension supérieure ou égale a
2, et donc aussi H puisqu’il a méme dimension que ¢(H). Pour finir H est donc de dimension 2, puisqu’engendré par deux
vecteurs, et (z,y) est un systéme générateur de H de cardinal égal & la dimension de H, c’en est donc une base.

Les calculs précédents montre que la matrice de h dans la base (z,y) est

(5 i)

Partie IV

Question IV.1

Le cardinal d’une famille génératrice étant supérieur a la dimension de I’espace n doit étre supérieur & p.

Soit I ’ensemble des entiers naturels k compris entre 1 et n tels que la famille (¢4, ...,t) soit libre. ¢; ne saurait &tre nul
sinon toutes ses images par f le seraient et donc la famille (¢1,...,¢,) serait formée de vecteurs nuls, d’aprés la propriété
(2), et ne pourrait donc étre génératrice. Cette contradiction assure que I contient au moins 1 et n’est par conséquent pas
vide. Soit donc k son plus grand élément et F' le sous-espace engendré par la famille (¢y,...,%;). Si k est supérieur ou égal
a p, la famille (¢1,...,1,) est libre et est donc une base de E.

Sinon k est strictement inférieur & p et donc aussi & n. Comme la famille (¢1,...,¢x11) est liée, on peut trouver des
scalaires non tous nuls (\;)i1<i<k+1 tels que

)\1t1 + ...+ >\k+1tk+1 = 0 .

Par indépendance linéaire de (¢1,...,%), la nullité de Ay11 impose celle de tous les (\;)1<;<x et donc x4 n’est pas nul et

on peut écrire
k
Ai
th41 = — Z t;
= Mt

et ty+1 appartient & F'. La propriété (2) des cycles entraine alors que F est stable par f, puisque f envoie la famille génératrice
de F (t1,...,t) sur une famille d’éléments de F.

Par conséquent F est stable par toutes les itérées de f et, au final, F' contient tous les vecteurs de la famille (¢y,...,t,).
Par conséquent F est égal & E, d’aprés la propriété (1) et ceci est contradictoire avec le fait que k est strictement inférieur
& la dimension p de E.

En conclusion la famille (¢1,...,%,) est une base de E.

Question IV.2

D’aprés la propriété (2), pour tout entier k entre 1 et n — 1, on a f¥(t;) = tx,1 et donc f* n’est pas I'identité. De plus
f™(t1) = t1 et, pour tout entier k entre 2 et n, on a

It = [ () = R ) =

et donc f" est l'identité sur une partie génératrice de E. C’est donc l'identité sur F et f vérifie donc la propriété P,,.
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Question IV.3.a

Puisque (t1,...,t,) est une base de E, c’est également une base de c¢(E) d’aprés IIL.1 et donc la famille (t1,...,¢,)
engendre ¢(FE).

Pour tout entier k£ compris entre 1 et n, on a

f(te) = f(tx)

et donc les propriétés (2) et (3) des cycles sont vérifiées par (t1,...,t,) pour f. En conclusion cette famille est bien un cycle
pour f et cette derniére application est cyclique.

Question IV.3.b

La démonstration de IV.2 n’utilisant pas le corps de base, elle est encore valide dans c(E) : d’aprés la propriété (2), pour
tout entier k entre 1 et n— 1, on a f*(t;) = ;1 et donc f* n’est pas l'identité. De plus f™(t;) = ¢; et, pour tout entier k
entre 2 et n, on a

Fr(te) = frHE ) = N 0) =t
et donc f™ est lidentité sur une partie génératrice de ¢(E). C’est donc 'identité sur ¢(F) et f vérifie donc la propriété P,,.

Question IV.3.c
Soit P le polynéme X™ — 1. On a

n—1
X" _ 1= H(X _ eQik‘n’/n)
k=0

et les polynomes (X — e2#7/")q 1<, sont premiers entre eux dans C[X].
Puisque f" = I (g, P(f) est nul et donc le lemme de décomposition des noyaux assure

c(E) = Ker(P(f)) = @Z;éKer(f - eQik’T/”IC(E)) ,
ie foest diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont des racines n-iémes de I'unité.

Question IV .4
On at; = oqug + ... + apup. Soit maintenant & un entier compris entre 2 et p, on a

te =7 t) = a7 N wn) e T ()

et donc
tk = al)\lf_lul + ...+ OépAzlgil’u,p .

Par conséquent les coordonnées de t;, dans la base (uy, ..., u,) sont (a;A\F~', ... ,apAnh).
Le déterminant de la famille (¢4,...,t,) par rapport & la base (u1,...,u,) est donc

p p
det((aiX ™" )1<ij<p) = (H ai) det((M ™ i<ij<p) = (H ai) T &=x)
i=1 i=1 1<i<j<p

d’aprés la propriété des déterminants de Vandermonde. B
Comme (t1,...,t,) est une base de E, ce déterminant est non nul et en particulier toutes les valeurs propres de f sont
distinctes deux & deux. Autrement dit chaque sous-espace propre de f est de dimension 1.

Question IV.5 5
D’aprés ce qui précéde on a, en notant F le noyau (éventuellement nul) de f — Al (g),

C(E) =F®F,1® (@)\nzl;ﬁ)gF)\) .
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Or d’aprés I11.3 le dernier terme de cette somme directe est de dimension paire. Il en résulte que dim(Fy) + dim(F-1) est
impair. Comme c’est la somme de deux termes chacun soit nul soit égal & 1, c’est que 'un d’eux est de dimension 1 et autre
est nul. En d’autres termes f admet une seule valeur propre réelle et celle-ci est soit 1 soit —1.

Notons maintenant (Ay, A1, ..., Ags S\q) les valeurs propres non réelles de f . Pour tout entier k entre 1 et ¢, notons u; un
vecteur propre non nul associé & A\, et vy le vecteur obtenu & partir de uy par le procédé de IIL.3.c. Notons enfin xj et yg
les vecteurs obtenus & partir de uy, et vy dans cette méme question et Hj, le sous-espace de E engendré par zj et yy.

Notons x un vecteur propre non nul de f pour la valeur propre réelle de f. Un tel x existe d’aprés I1L1.3.a.

Montrons que la famille (z,z1,y1,...,2%q,Yq) est libre. Soit en effet des scalaires (o, a1, 51, ..., a4, 8) tels que

q
oxr + Z(akxk + Bryr) = 0.
k=1

On a alors

q . .

aE — 1 ag + 1
O[‘T—FZ( k D) BkUk—F k 9 ﬁk?)kj) =0
k=1

et donc, par indépendance de vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes,
Vk € [1;4] ap — iy =a+ifr=a=0.

Ce qui prouve bien le résultat annoncé.
Il en résulte que (x,x1,%1,--.,%q,Yq) €st une base de E et, d’aprés IIL.3.c, pour tout entier k compris entre 1 et g, Hy
est stable par f et la restriction de f & Hy admet

cos(fr)  sin(fx)
—sin(f;) cos(6k)
comme matrice dans la base (xy,yx) si Ay = et
Comme tous les A\ sont des racines n-iémes de I'unité on obtient bien la forme désirée pour la matrice de f dans la base
que l'on vient de construire.

Question IV.6

L’argument du début de IV.5 montre cette fois-ci que dim(Fy) 4+ dim(F_1) est paire, ce qui prouve que 1 et —1 sont
simultanément valeurs propres ou simultanément non valeurs propres. Dans le premier cas —1 est alors une racine n-iéme
de T'unité et donc n est pair.

Si Fy et F_; sont de dimension 1, on note x et y des vecteurs propres non nuls de f associés a 1 et -1 respectivement.
On note (x1,y1,...,%q,Yq) des vecteurs comme précédemment. La famille (z,y,21,41,...,24,Y¢) (si 1 et -1 sont valeurs
propres de f) ou la famille (z1,y1,...,24,y,) (dans le cas contraire) est une base de E dans laquelle f admet pour matrice
une matrice de la forme désirée.
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