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Partie I

Question I.1 Notons f et g les applications de ]0; 1[ dans R’ définies par f(t) = —In(t) et g(t) = 1 — t. Puisqu’elles sont
a valeurs positives, pour tout couple (a, ) dans R?, on peut définir une application ¢, 5 de ]0;1[ dans R, par

Pa,p(t) = (=In(t)*(1 —1)7 .

Les fonctions puissances étant continues sur R’ et f et g Pétant sur 0; 1], cette application est continue sur J0;1[ et y est
localement intégrable.

Fixons maintenant un couple («, 3) dans R?. Par croissance comparée entre les fonctions puissances et le logarithme, on
a, au voisinage de 0,

f@)® = o(V1) et donc ba.p(t) = 0o(V1)

et, par conséquent, ¢, g est absolument localement intégrable au voisinage de 0.
Au voisinage de 1, on a

ft) ~ (1 —t) et donc bap(t) ~ (1 —1)>tF

Comme ¢, g est positive, le critére de comparaison des intégrales impropres entraine que ¢, g est intégrable au voisinage
de 1 si et seulement si ¢ — (1 — )®7 Iest. Cette derniére condition est, d’aprés le critére de Riemann, équivalente au fait
que « + [ est strictement supérieur & —1.

Ces trois points montrent que ¢, g est intégrable sur |0; 1] si et seulement si oo+ 5 > —1.

Question I.2.a L’application h définie sur R’ par h(z) = e™* est de classe C! sur R’ et y est strictement décroissante.
Elle réalise donc une bijection de R sur ]0;1[ et est donc un C*-diffeomorphisme entre ces deux ensembles. La dérivée de
cette fonction étant son opposé, on a, pour tout x dans R, |h/(x)| = e™". Le théoréme de changement de variable pour les
intégrales impropres entraine, pour tout («, ) dans (,

“+o0
Ia )= [ (- 1n(h@) (1 - b)) e "ds
0
soit oo
I(a,8) = / (1 — e ®)Pe %dx |
0
ce qui est bien la formule requise.

Question 1.2.b Pour tout réel «, («,0) appartient & Q si et seulement si « est strictement supérieur & —1. Sous cette
condition « + 1 est strictement positif et on a, puisque la fonction I' est définie sur R,

+oo
I(a,0) = / e dr =T(a+1).
0

Soit n un entier naturel, il est en particulier strictement supérieur & —1 et donc la formule précédente entraine

I(n,0)=T(n+1).
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Soit maintenant, pour tout entier naturel k, Py la propriété : T'(k + 1) = k!l. Montrons qu’elle est vraie, par récurrence
sur Pentier naturel k. La propriété Py s’écrit
+oo
/ e Tdxr =1
0

et résulte du fait qu’une primitive de x — e~* est son opposée.
L’hérédité de la propriété provient de la relation fondamentale pour la fonction T':

Vk e N Nk+2)=(k+1I(k+1)
et donc
Vk € N Nk+1)=kl=Tk+2) =((k+1)!.

Le principe de récurrence permet de conclure

Vn e N I(n,0) =n!.

Question I.2.c Soit n dans N et (a,n) dans Q. La formule du binéme de Newton permet d’écrire

+oo n +oo n
I(a,n) = / % (Z(_l)kcseka:> dr = / (Z(_l)kcrlixae(k+l)w> dr .
0 0

k=0 k=0

Or, pour tout entier k, la fonction = — z®e~(**t1* est continue sur R’ et y est donc localement intégrable. Elle est
absolument intégrable au voisinage de I'infini car, par croissance comparée, c’est un o(t~2). En 0 elle est équivalente & x — x
et, par positivité, est intégrable au voisinage de 0 si et seulement si « est strictement supérieur & —1.

Remarquons que la formule de ’énoncé n’a de sens que si I'(a + 1) est défini, i.e. seulement si o > —1.

Dans ce cas, par linéarité de l'intégrale et intégrabilité de toutes les fonctions considérées, on a

n

+oo
I(a,n) :Z(q)kc’;/ g~ (FHDz gy

k=0 0

Pour k fixé entre 0 et n, le changement de variable linéaire = = y/(k + 1) permet de calculer

+oo +oo a
/ e~ Bz gy — / Y e Y dx = [(e+1) .
0 0 (k+ 1) E+1  (k+1)ot!

1l en résulte
J— n
k=0
Remarque : insistons sur le fait qu’il y a une erreur d’énoncé puisqu’il faut supposer « > —1 et non juste (a,n) € Q,
ce qui s’écrit a > —n — 1.

Question I.2.d Soit &k un entier entre 0 et n. Si k n’est pas nul, 1/(k+1) est un nombre compris strictement entre 0 et 1 et
donc lim, 4 oo 1/(k+1)*! = 0. Si par contre k est nul, cette limite vaut 1, puisque la quantité étudiée est alors constante,
égale & 1.

Il en résulte, par linéarité,

I i(q)ki — (—1)°C° =1
a—too (k+1)o+1 ) — n=

k=0

et donc, par définition de I’équivalence et grace a ’égalité 1.2.c (valable dés que « est strictement supérieur & —1),

I{a,n) ~T(a+1).
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Soit o un réel strictement positif et m la partie entiére de a. En particulier m est positif. On a, d’aprés la relation
fondamentale vérifiée par la fonction I,

m—1 m—1
MNa+1)= (H(a—k))I‘(a+l—m)> (H(m—k))F(a+1—m)=m!f‘(a+1—m).

k=0 k=0

Or a+ 1 — m est un réel compris entre 1 et 2 et donc
—+oo +oo 1
Fla+1-—m)> / " Me " dx > / e ¥dr =~ .
J1 1 €

11 vient, en notant F[z] la partie entiére d’'un nombre réel z,

(Ela))!

Vo € R Fa+1) >

et donc
lim I(a,n)= lim D(a+1)=+oc0.

a——+00 a—+00

Question I.3.a Puisque In est développable en série entiére au voisinage de 1, avec un rayon de convergence égal a 1, et

exp l'est au voisinage de 0, avec un rayon de convergence infini, pour tout réel 3 t — (1 + ¢)” est développable en série
entiére au voisinage de 0 avec un rayon de convergence égal & 1, par composition, puisque pour tout ¢ dans | —1;1], on a
(1+t)? = exp(BIn(1 +t)). Celui-ci est donné par une expression de la forme

+oo
vee = L1 (107 =Y un(A)"
k=0

pour certains coefficients (u,,(8))neN-

Pour = dans R, —e™* appartient & | — 1;0[ et donc, a fortiori, a | — 1;1[ et on a
+oo

VeeRL  (1—e ) =) (=1)"un(B)e " .
k=0

La suite des coefficients étant donnée par la suite des coefficients de la série de Taylor de ¢ — (1 +¢)? au voisinage de 0,

on a
up(f) =1 -
Un e N' () = LSO

Question 1.3.b Remarquons que la suite v,, est définie pour n entier non nul puisque 3 n’est pas un entier naturel et donc
u,(08) n’est nul pour aucun entier naturel n.
De plus, pour n entier strictement positif, on a
n 1 B+1 —-n 1 B
v, =1In (n+1) 8 | =In 14+ — 1—é
nftl(n +1) n n
et donc, lorsque n tend vers l'infini,
1 1 1 1
Up=0FIn{14+—]+1n 1—é :é—&—o — —é—i—o — | =0l .
n n n n? n n? n?
Par comparaison, la série > v, est donc absolument convergente, donc convergente.

Rédaction : Francois Sauvageot Page 3/14



Université Paris VII Denis Diderot Préparation au CAPES

Soit s sa limite. On a

s= tm 3 (((k+ )P g (3)) ~ WG () = lim_ (0, (8)) ~ n(|8))
k=1

et il en résulte, par continuité de I’exponentielle,

li B+1 — s
i (07 (8)]) = [Ble
Notons K = |(|e®, c’est un réel strictement positif puisque [ n’est pas un entier naturel et n’est donc pas nul. Par définition

de I’équivalence il vient
K
[un(B)] ~ AL

Remarque : il y a donc une nouvelle erreur d’énoncé puisque wu, () n’est pas de signe constant lorsque n croit indéfi-
niment. Au contraire, ¢’est une suite alternée a partir du rang sup(0, E[3]).

Question I.3.c Soit (o, ) dans Q. Remarquons qu’une fois encore, pour que ’énoncé ait un sens, il faut supposer également
a > —1. C’est ce que nous ferons.
D’aprés I.2.a et 1.3.a, on a

_ e [ _1\n a,—(n+1)z
I(a, ) i D> (1) un(B)z e dz .
n=0

La série donnant (1+¢)? pour ¢ dans | — 1; 1] étant uniformément convergente sur tout compact de | — 1; 1], elle I'est sur
tout intervalle de la forme | — e~7;0[, pour 7 réel et strictement positif. Par conséquent la série

+oo

Y (D un(B)e ™

n=0

est absolument convergente pour z dans [T 400l

Soit maintenant 7" un réel strictement positif. La fonction, définie sur [T; +oo[, z — x®e~ " est continue et tend vers 0
en l'infini et est donc bornée sur cet intervalle. Soit M un majorant de cette fonction, par ailleurs positive. Pour tout entier
naturel N et tout réel « dans [T; +oo[, on a

+oo “+o00 —+o00
D (D) un(B)ae” T = 2% |y (< 1) un (B)e | < M| D (1) un(B)e "
n=N n=N n=N
et, par conséquent, la série
+oo
Y (=) up(B)ae D
n=0

est uniformément convergente sur [T'; +oo[ de par le méme fait pour la série précédente.

On a donc
too [t 400 +oo
/ (Z(—m"un<mxae—<n+l>r) de =3 (1) u, () / 2o g

T n=0 n=0 T

Pour tout entier naturel n, on a, par changement de variable linéaire,

—+o00 ( +1) 1 —+o00 1
e "y = 7/ % "der < —————T'(a+1) .
/T (n+ 1)+ Joiyr ~ (n+ 1)t ( )

Par conséquent
+oo

(1w (0) [

2% (T4 = O (
T
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Par le théoréme de comparaison et le critére de Riemann appliqué pour o + 3+ 2 qui est strictement supérieur & 1, la série

de fonctions, dépendant de T,
+oo +o0

Z(_l)nun(ﬁ)/ xae—(n+1)xdx

n=0 T

est normalement convergente. On peut donc en prendre la limite pour 7 tendant vers 0 en restant strictement positif et
échanger les signes somme et limite. Il vient

+oo [+oo (1) 400 1 +o00
/(; Z(—l) U/n(ﬂ).f € dl‘ZZ(_l) un(ﬁ) Tllﬂ()ler/(nJrl)Tﬂf e *dx

n=0 n=0

soit

+o00 u 400 too Up,

n=0 n=0

Question I.4 Soit « un réel, I(a, —1) est définie si et seulement si « est strictement positif. De plus pour tout entier naturel
non nul n, on a u,(—1) = (—1)" et donc, pour tout entier naturel n, (—1)"u,(—1) = 1. Il en résulte, pour « strictement
positif,
+oo 1
Ia,-1)=T(a+1) Z T Ma+1)¢(a+1).

n=0

Cette derniére expression étant licite puisque « + 1 est appartient au domaine de définition de (.
De méme, si « est un réel, I(«, —2) est définie si et seulement si « est strictement supérieur & 1. De plus pour tout entier
naturel non nul n, on a u,(—2) = (—1)"(n + 1) et donc, pour tout entier naturel n, (—1)"u,(—2) = n + 1. Il en résulte,

pour « strictement supérieur a 1,
“+o0

I(a,-2) =T(a+1)) nia =T(a+ 1)¢(a) .

n=0
Cette derniére expression étant licite puisque « est appartient au domaine de définition de (.

Question I.5.a Soit n et m deux entiers naturels non nuls, on a

(=D)"up(—m—1)=C},

m—+n
et
cn . o= (m+n)! m+nm+n-1)! m-1+n+1_
mE ol m (m—1)In! m mtn—1 -
Par conséquent
m—1 n+1
( ) U ( m) m m—14n T —m m—1+n
et donc, pour tout réel «,
Up(-m—1) m-—1 Up (—m) 1 U (—m)

Cette formule est encore vraie pour n nul puisqu’elle s’écrit 1 = (m—1)/m+1/m. Il en résulte, pour « strictement supérieur
a m et donc (a, —m — 1) dans €,

=2 o Un(—m — 1)

n=0
_ NS (mod e tnm) L (m)
_ r(a+1)nz%< —(-1) (n+1)a+1+m( 1) (n+1>a>.
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Or les séries > (—1)"un(—m)/(n+1)*"! et > (—1)"u,(—m)/(n+ 1)* sont absolument convergentes grace a I'équivalent
1.3.b et le critére de Riemann puisque o +1 —m + 1 et @« — m + 1 sont strictement supérieurs & 1. Comme de plus
I'(a+ 1) = al'(«) puisque « est en particulier strictement positif, il vient

—+o0 —+oo

m—1 Up(—m) 1 Up(—m)
I{a,—m—-1) = —T 1 -)t'——+ —T 1 o
m_ll( )_|_ aF( )-ii:.o( 1)nun(_m)
= —I(a,—m)+ —T'(« -)n—="
m ’ m — (n+ 1)
m—1 o
= —Ia,— —I(a—1,—m).
— (o, —m) + 1o~ 1,-m)
En conclusion, pour tout n dans N* et « strictement supérieur a n,
-1
I(a,—n—l):n I(a,—n)—&—gI(a—l,—n).
n n
Question 1.5.b Soit, pour n dans N*, P, la propriété
n—1
Va e R a>n:>n[(a,fn):aZI(a71,fp).
p=0

La propriété P, s’écrit, pour « strictement positif,
Ia,—1) =al(a—1,0) .

Or I(aw — 1,0) = I'(«x) et donc al(aw — 1,0) = I'(ae + 1) d’aprés la relation fondamentale vérifiée par I'. La propriété P; en
résulte.
Soit maintenant n un entier naturel non nul et « un réel strictement supérieur & n. On a

nl(a,—n—1)— (n—1I(a,—n) = al(a—1,—n)
d’aprés la question précédente et

n+1-—1 n—1

Q Z I(a—L—p)—aZI(a—l,—p):aI(a—l,—n)

p=0 p=0

et donc la propriété est héréditaire. Le principe de récurrence permet de conclure
o n—1
Yn € N*, Vo €]n;+o00] I(a,—n):—Zl(a—l,—p).
n
p=0

Si I'on préfére, comme le demande ’énoncé, on peut remplacer I(« — 1,0) dans la somme précédente par son expression
obtenue en 1.2.b, & savoir I'(«).

Question I.5.c Soit n dans N et P, la propriété I(«, —n) ~ I'(a + 1) pour « tendant vers 'infini. Il est équivalent de dire,
puisque la fonction T' ne s’annule jamais, lim,_, 4o (o, —n)/T(a+ 1) = 1.

La propriété P, est vraie d’aprés 1.2.d.

Soit maintenant n un entier naturel tel que les propriétés Pj soient toutes vraies pour k entier compris entre 0 et n. On

a alors,
. a Ila-1,-p) . I(a—=1,-p) 1
Vp € [0; | =1 =
p € [0in] a%llfoo n+1 T(a+1) aHHEOO (n+ 1(«) n+1
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et donc la propriété P, . est vraie, grace a ’expression trouvée en 1.5.b.
Le principe de récurrence permet de conclure :

Vn € N Ia,—n) ~T(a+1)
lorsque « tend vers I'infini.
Question 1.6 Soit (o, 3) un couple de réels et m la partie entiére de (3. Pour tout réel positif = la fonction de R dans R
définie par t — 2% (1 — e~ *)! est décroissante, puisque 1 — e~ est un réel compris entre 0 et 1 et que tous les termes du
produit considéré sont positifs. Il en résulte, pour tout « strictement supérieur & —m — 1,
INa,m+1) < I(a,3) < I(a,m) .
D’aprés le théoréme de comparaison et le résultat de la question I.2.d ou de la question L.5.c, il en résulte

I(a,8) ~T(a+1)

lorsque « tend vers I'infini.

Partie 11

Question IL.1.a Pour (3 réel strictement supérieur & —1, (0, 3) appartient & et on a

1 _ B+l

Question II.1.b La fonction u — In(1 — u) est développable en série entiére sur | — 1;1[ et on a

Yu €] —1;1] In(1 — u) Z—

Cette série est uniformément convergente sur tout compact inclus dans | — 1;1].
Il en résulte donc que la série

= (1L=t)"

2

n=1

est uniformément convergente vers — In(¢) pour ¢ variant dans un compact inclus dans ]0; 2[.
Soit donc a un réel dans |0; 1]. La série précédente étant uniformément convergente sur [a; 1], on a, pour tout 3 strictement
supérieur & —2,
n+ﬁ+1

- n+ﬁ =
/( In(t))(1 —t)%dt = Z/ Z n+6+1)

Or, pour tout réel a dans [0;1], on a

(1—a)" P 1
“nn+B+1) " nn+8+1)°

Comme 1/(n(n + B+ 1)) ~ 1/n?, le théoréme de comparaison et le critére de Riemann assurent la convergence normale
(donc uniforme) de la série de fonctions
too (1 _ a)n+ﬂ+1

a'_}; nn+08+1)
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sur [0;1]. On peut donc intervertir limite en 0 et sommation dans I’expression précédente et obtenir

1 +oo
i VI o S S
/0 (—In(t))(1 — t)’dt ;n(HﬁH)

et donc
+oo 1

V3 €] — 2;+00] I(l,ﬂ)zzm.

Question II.1.c Soit 3 un réel strictement supérieur & —2 et f la fonction de [1; +o0o[ dans R qui & ¢ associe t~*(t+1+3) 1.
C’est une fonction continue (en tant que quotient partout défini de fonctions continues), donc localement intégrable, et
décroissante. Par conséquent, pour tout entier naturel non nul n, la formule de la moyenne donne
n+1
f )< [ s < 1)

n

ou encore, pour n supérieur ou égal a 2,
n+1 n
[ rwa<ims [ o
n n—1

Soit maintenant N un entier supérieur ou égal & 2; par sommation des inégalités précédentes entre 1 et N, on obtient

N+1 N N
[ f@MtSE:fMJgfuy+A f(t)dt .

Puisque f(t) = O(t~2) au voisinage de l'infini, chacun des termes des inégalités précédentes a une limite lorsque N tend
vers l'infini et on obtient

+oo ' 1 +oo '
/1 FOdt < I(1,8) < er/l F)dt .

Une primitive de f sur [1;+oo] étant la fonction

tll(t>
— n
B+1 \t+1+8

In(8 + 2) 1 In(8 +2)
a1 SISt T

Laissons maintenant (3 varier. Comme, lorsque ( tend vers l'infini,

i~ deo(m) (3 +2) ()
B+2 6_O< 3 <t B+1 g

le théoréme d’encadrement permet de conclure

il vient

lorsque (3 tend vers infini.

Question II.2.a Puisque la fonction logarithme est développable en série entiére au voisinage de 1 (avec rayon de convergence
égal & 1), il en est de méme de son carré et le développement en série entiére de cette derniére est donné par un produit de
Cauchy :

+oo 2 “+ o0
viel—1;1]  (In(l—uw)’ = (- Z %) = Z hpu™
n=2

n=1
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ou, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on a posé

n—1
1 1 1 2 1
h"_k:(n—k)nz<k;+ >nkzk:

Question IL.2.b Pour tout réel 5 strictement supérieur & —3, I(2, 3) est défini et on a

1(2, 8) :/O (—In(t)(1 — t)Pdt .

D’aprés ce qui précéde, pour ¢ dans ]0;1], on a

+oo
=3 ha(1-t)"
n=2

et donc

1 +<>o
1(2,8) = / (1—t)"Fat .

Soit maintenant a un réel dans ]0;1[. La série dans l’intégrale précédente est uniformément convergente sur [a; 1] puis-
qu’une série entiére converge uniformément sur tout compact inclus dans son disque ouvert de convergence. Il en résulte

1 +oo s 8 _ n+1+ﬁ
/Zh 1—t)"Pdt = Zh/ dt = Zh +1+ﬁ .

n=2

Or, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, on a

0< fin < 2 (1+/n_1ﬂ)
“n+14+8 " nn+1+0) 1 t

et donc pour tout tel entier n et tout réel a dans [0;1], on a

(1 —q)nti+h 21 +In(n—1)

0<h, <
n+1+0 n(n+1+p)

et cette derniére quantité, étant positive et équivalente a In(n)/n? lorsque n tend vers I'infini, est le terme général d'une
série convergente. Il en résulte que la série de fonctions

oo (1 _ a)n+1+ﬂ

deaP I e S

est uniformément convergente sur [0;1] et donc

/0(—1n(t)) (1—t)%dt = Zh +1+5

ou encore
+oo 1 +oo

T4 41
T2 =2 ety 2 G D 2 )

n=1
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Question II.3.a Puisque le logarithme est développable en série entiére au voisinage de 1, avec un rayon de convergence
égal 41, 0on a
+oo
Veel- 11 In(l+t)=> (-1)

n=1

n
nt”

" .

Pour ¢ dans [0; 1], on a donc affaire & une série alternée dont le terme général est décroissant. Par conséquent son reste
est majoré en valeur absolue par la valeur absolue du premier terme de ce reste et il vient

= N 1
Vte]-1;1] VN eN* Z(—U"E <T<w
n=N

Par conséquent la série de fonction
n

+oo tn
to ) (1"
n=1

est uniformément convergente sur [0;1]. Etant une série de fonctions continues la somme de cette série est elle-méme une
fonction continue sur [0;1]. Comme elle coincide avec ¢ +— In(1 + ¢) sur [0; 1], c’est encore vrai en 1 et donc

Question I1.3.b Soit N un entier naturel non nul. On a

N 1 Noq 1 N1 1 2841 1
S i =22 (i) =42 (G ) 4 2

et donc, en passant i la limite lorsque N tend vers l'infini et en tenant compte des formules II.1.b et I1.3.a, il vient

I (17 —%) = 41n(2) .

Question IT.4.a Soit n un entier naturel non nul. Remarquons tout d’abord

9(1) = /1 t"g(1)dt

n

et donc qu’il suffit, par différence, de montrer que, pour toute fonction continue ¢ sur [0;1], on a

/ C(gt) — g1 dt = o ()

Puisque g est continue sur [0; 1], on peut trouver un réel positif M tel que
Vit € [0;1] lg(t) —g(1)| < M .
Fixons maintenant € un réel strictement positif. Par continuité de g, on peut trouver 7 un réel strictement positif tel que

vee[0;1]  Jt—1] <np=|g(t) —g(1)| <

N ™

Soit maintenant 7 comme précédemment. Puisque la quantité (1 — 7)™ tend vers 0 lorsque n tend vers’infini, on peut
trouver un rang ng tel que

V! N > =11 —-7" < —
n € n>ng=|1—n <5
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et ainsi pour de tels 7 et ng, pour tout entier n supérieur a ng, on a

[eao s < [ e sl [ - g

1—n 1 e

< /0 M. dt+/1n it dt
(L= e (=)

= M n+1 * 2(n+1)
3 " 9

2n+1)  2n+1)
<

S|o

Par conséquent

Vee R} dng e N* Vne N~ n>ng=

/O " (g(t) — g(1)) dt| <

/ P (glt) — g0 dt = o (1)

Question I1.4.b On pourrait raisonner directement en termes de séries entiéres, mais on va plutot le faire a la main.

Remarquons que, pour x réel non nul, la quantité (1 — e~*)/x est le taux d’acroissement de la fonction exponentielle
entre 0 et —x. Par conséquent cette quantité admet exp’(0), i.e. 1, comme limite lorsque z tend vers 0.

La fonction f est donc la fonction sur R & valeurs dans R qui & = non nul associe ce taux d’acroissement et envoie 0
sur 1. Elle est de classe C! sur R’ en tant que quotient partout défini de fonctions de classe C' sur R’ et est continue en
0 d’aprés ce qui précéde.

Remarquons que le taux d’accroissement entre 0 et ¢ d’une fonction convexe sur R est une fonction croissante de t. Par
conséquent, sur R’ , f est la composée de z — —z (de Ry dans R) avec une fonction croissante, c’est donc une fonction
décroissante sur R’ . Elle est méme strictement décroissante puisque ’exponentielle est une fonction strictement convexe.
Par continuité en 0, f est donc strictement décroissante. Comme sa limite en +oo est 0, il résulte de la continuité de f
qu’elle réalise une bijection entre R et ]0; 1].

De plus, pour x dans R, on a

ce qui signifie bien

f(z) = e’ 735; —) = em’: (14+z—¢€").

Compte tenu du développement limité en 0 de 'exponentielle, & savoir e® = 1 + x + 2%/2 + o(x?), on trouve

1
lim f'(z)=—=.
Jim fi(z) = -5
Par conséquent f est de classe C! sur R, si et seulement si elle est dérivable en 0, de dérivée —1/2. Si c’est le cas, f est
une bijection de classe C' de R, sur |0; 1] et réalise donc un C'-diffeomorphisme entre ces deux ensembles.
Orona

Vo e R =
et le développement limité de I’exponentielle déja cité permet de conclure

i f@®-f0O) _ 1
z—0+ x 2

Par conséquent f est un C'-difféomorphisme de R sur ]0;1].
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Question II.4.c Pour tout entier naturel n, (—n,n) appartient a {2 et on a

I(—n,n) :/O+OO (1_336_:”)”6—%: /Om (F(z))" e~*da .

Puisque f est un C!-diffeomorphisme de R dans ]0;1], sa réciproque, notée h, est un C'-difféomorphisme de ]0;1] dans
R, et un changement de variable fournit

1
I(—n,n) = / e OB/ (t)|dt .
JO

Soit g la fonction définie sur ]0; 1] comme e~"|h’|. Lorsque x tend vers 0, h(z) tend vers +oo et comme

efh(a:) efh(x)h(z)Q

" (@) T (L + h(z))e @ 1

efh(a:) h/(I)

g est prolongeable par continuité en 0, par 0.
Enfin on a

g(1) = e "W (1) =

et donc la question précédente permet de conclure

lorsque n tend vers l'infini.

Partie II1

Question IIT.1 Soit («, 5) dans Q. Soit h = (a+ 5+ 1)/3; c’est un réel strictement positif et [ — h;a+ h] x [ — h; 5+ 1]
est inclus dans 2.
Soit £ un réel strictement positif. Comme I(a+ h, 3 — h) est une intégrale convergente, il existe un réel a, que 'on peut
choisir inférieur a 1/e, tel que
0< / (—In(t))o+h (1 — t)f~hat < % :
0

Par monotonie des fonctions puissance, il en résulte

V(v,6) € [a—h;a+h] x [8—h; B+ A 0< /a(— In(t))?(1 —t)°dt <
0

| ™

De méme, comme I(« — h, 3 — h) est une intégrale convergente, il existe un réel b, que ’on peut choisir supérieur & 1/e,
tel que
1
€
0< / (~ In(e))* (1~ )M <
b

Par monotonie des fonctions puissance, il en résulte

V(v,6) € [a —h;a+h] x [8—h; B+ A 0< /1(—ln(t))7(1 —1)%dt <
b

™

Pour de tels a et b, 'intégrale & paramétres réels
b
(18 [ (- Iy (1 -0
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est une fonction continue de (v, d), puisque la fonction

(t.7,6) = (= In(1))"(1 — 1)°

est continue sur [a,b] x R x R. Il en résulte que 'on peut trouver 7, que ’on peut choisir inférieur & h, tel que

b b
Vo) €la—matalxB-npral | [ (~h@)0-0d- [ (-7 0- 0% <5
Pour un tel 5 et (v,9) dans [ — n; . + ] X [ — n; 8 + 1], les trois inégalités précédentes entrainent
H(v,0) = (e, )] < / (—1In(t))"(1 —)°dt + / (= In(H)*(1 —t)7dt
0 Jo
b b
+ / (—In(t)?(1 —t)°dt — / (—In(t))*(1 — t)?dt
1 1
+/ (—1n(t))7(1—t)5dt+/ (—In(t))*(1 — t)?dt
b b
< ¢
et donc la fonction (o, B) — I(a, ) est continue sur €.
Question III.2.a Pour ¢ dans ]0;1[, soit f(¢) = —1In(t)/(1 — t). Cette quantité représente le taux d’accroissement de la

fonction logarithme entre 1 et t. Par concavité de cette fonction, c’est une fonction décroissante de t. De plus, par définition
de la dérivée en 1, sa limite en 1 par valeurs inférieures vaut In'(1), i.e. 1. Il en résulte

VteB;l[ 1< - l(t) (§>—21n(2).

Question III.2.b Pour (a, 3) dans , par positivité de 'intégrand, on a

1 1
Haf)z [ (-ln) -0 = [ g o
1/2 1/2
et donc, en posant M =1 si « est positif ou M = (21n(2))* sinon,

M
(a+ B+ D)2etpe

I(a, ) > M/ t)Predt =
1/2

Et assertion en résulte.

Question IT1.3.a Pour = dans ]0; 1[, la quantité (1 — x)? est une fonction décroissante de 3 et donc I est une fonction
décroissante.

Question IT1.3.b Puisque I, est décroissante, sa limite en +o0o ne peut étre +o0o. Montrons plutét qu’elle est nulle .. .Ceci
est cohérent avec la question suivante!

Fixons donc £ un réel strictement positif. Puisque (o, —«) est une intégrale convergente, il existe un réel a dans |0; 1]
tel que

/Oa(_ In(#)*(1 — £)~*dt

On a alors, pour [ supérieur & —q, f la fonction du II1.2.a et M =1 si « est positif ou M = a® sinon,

€
< -
-2

(1 _ a)a+ﬁ+1

0 < I(a, ) g/oa(—ln(t))a(l—t)O‘dt+/1f(t)°‘(1—t)a+ﬁdt§%+M T T
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et donc il existe un réel 3y supérieur 4 —a, tel que, pour 3 supérieur & 3y, on ait

0<I(e,3) <ce.
Par conséquent
li I(a,8)=0.
ﬁHHJIrloo (Oé ﬂ)

Question ITI.4 Soit o un réel strictement négatif et n un entier naturel. En notant f la fonction de I11.2.a, on a

1
I(an) = / FOR = 1)+t
0
Sur |0; 1], f est supérieure & 1 et donc f* est inférieure & 1. 1l en résulte

1

1
0<1I < 1—t)t"dt = ————
<Ham) < [a=0 it -

et I'assertion en découle.
Question IIL.5.a La fonction exponentielle étant convexe, on a, pour tout réel =z,
e*>1—=x.

Soit maintenant \ dans ]0;1[ et n un entier naturel, la fonction u + (1 — u'/*)™ est continue sur ]0;1], donc y est
localement intégrable. Elle est prolongeable par continuité en 0, par la valeur 1, par positivité de . L’intégrale considérée

a donc un sens et on a . )
1/
/(1—u1/>‘)"du§/ e " du .
0 0

L’application ¢ — (t/n)* est de classe C! et croissante de ]0;n] sur |0; 1] et réalise donc un C'-difféomorphisme entre ces
deux ensembles. Par changement de variable on obtient

1 n A—1
At
/ (1 —u*)du S/ et dt
0 0

nA

et donc, par positivité de 'intégrand

1 +o00 A—1
/ (1 —u ) "du < / et Al dt = AL .

0 o nA nA

Question IIL.5.b Soit o un réel strictement positif et n un entier naturel, (a, n) appartient alors & . De plus pour 6 dans
]0; 1[ la fonction ¢ +— t?(—In(¢))® est continue sur ]0; 1], prolongeable par continuité en 1 par 0 puisque « est strictement
positif ainsi qu’en 0 par 0, par croissances comparées des puissances et du logarithme. La fonction prolongée étant continue
sur le compact [0; 1], elle y est bornée et donc aussi, a fortiori, la fonction de départ. Soit M un majorant de cette fonction
(par ailleurs positive).

On a donc

1
Hmn)gA(/ t=0(1 —t)"at .
0

L’application ¢ +— ¢!7% est un C!-difféomorphisme de [0;1] sur lui-méme, de dérivée t — (1 — 0)t=%. 1l en résulte, par
changement de variable,

Mot MT(1-6
I(a,n) < =4/ (1 — /=gy < %

ce qui est bien 'assertion demandée.
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