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. NOTRE DEMARCHE

Nous sommes un groupe de 4 professeurs de mathématiques, deux travaillant en
collége et deux en lycée.

Nous étions intéressées par une problématique en lien avec la biologie. Lors de
recherches internet a partir du site du college de France, nous avons été interpellées
par une étude faite sur une population spécifique de la région du Saguenay Lac- Saint-
Jean au Québec (CNRS info, mars 1999, « Comportements démographiques et
maladies héréditaires rares », Frédéric Austerlitz, Evelyne Heyer).
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Cette population, constituée des descendants de pionniers du XVII®™ siécle comporte
une fréquence tres élevée de certaines maladies héréditaires trés rares ou inexistantes
dans les autres populations d’origine européenne.

Nous avons pris contact avec Evelyne Heyer (professeur au Muséum d’histoire
naturelle, directeur adjoint du département Hommes, Natures, Sociétés et dirige une
équipe de recherche en génétique sur des populations humaines au musée de
’'Homme) qui a accepté de nous envoyer ses publications concernant le taux de
porteurs et de malades atteints d’ataxie spastique.

Nous avons voulu comparer les résultats obtenus avec différents types de
modélisation.
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A partir de ce moment-la, nous avons été amenées a nous intéresser a I'histoire de la
génétique.

II.  BREF HISTORIQUE

Toute théorie nouvelle est une rupture dans la conception du monde. Il en fut ainsi de
la théorie darwinienne de I'évolution et de la théorie mendélienne de I'hérédité. La
génétique des populations est ce qui a permis la synthése entre ces deux théories.

En 1859, Charles Darwin, médecin et naturaliste anglais, dévoilait au monde ses
découvertes dans I'ouvrage « Origine des espéces par la sélection naturelle ».

Avant Charles Darwin, I'évolution était considérée comme un processus individuel
d’adaptation sous les contraintes de I'environnement.

[l fut le premier des naturalistes a concevoir la sélection naturelle comme une force
active de I'évolution des espéces.

Au cours d'un grand voyage, en 1832, en Uruguay, Charles Darwin découvrit des petits
rongeurs aveugles qui vivaient sous terre comme des taupes : le tuco-tuco (animal qui
semble avoir disparu de nos jours).

Darwin en conclut que c’était la une manifestation concréte de la théorie de I'évolution :
la rétractation graduelle d’organes par défaut d'utilisation.

De méme, en 1835 aux Galdpagos, il trouva des pinsons aux becs dissemblables, qui
aprés analyses, s’avérérent appartenir a la méme famille.

Il en conclut que les étres vivants évoluent non seulement a travers les siécles, mais
aussi en fonction de leur environnement.

Pour Darwin, I'évolution est un processus de tri par sélection naturelle, au sein d’'une
population entre les individus qui sont le mieux adaptés a ces contraintes et qui, de fait,
laissent le plus de descendants.

Cette fécondité différentielle induit une modification de la diversité génétique des
populations vers une augmentation de la fréquence des types les mieux adaptés et
aboutit, apres une longue période, a une transformation de I'espéce.

La survie du plus apte est donc le moteur de I’évolution.

En 1866, Gregor Mendel a déchiffré les lois de I'hérédité en étudiant la transmission

d’'une poignée de caractéres distincts et indépendants chez les petits pois. Il a ainsi pu
révéler la nature discontinue de I'hérédité.
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Il faudra attendre le début du XX°™ siécle, avec les travaux de Thomas H. Morgan sur
les drosophiles, pour établir la théorie chromosomique de I'hérédité.

A partir de 1941, la biologie moléculaire par I'étude approfondie de la structure de
'ADN a montré qu'un méme géne peut exister sous plusieurs versions appelées
alléles.
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Graphics courtesy of the National Human Genome Research Institute

Le modele ci-dessous illustre les différents états possibles d’un géne possédant
deux alléles A et a.

Gene : unité fonctionnelle d’hérédité, correspondant habituellement
a un segment d’ADN codant des genes d’un organisme.
Génome : 'ensemble des génes d’'un organisme.

Locus : site d’'un géne dans le génome.

@A R i Sauvage : type de Mutant : différent du

R , . géne retrouvé sauvage en raison d’un

Alleles : formes alternatives d’'un géne. normalement. changement génétique
(mutation).
@ /7. ]
Homozygote A/A Hétérozygote a/A Homozygote a/a

Génotype : 'ensemble ¢ SR L S o = : =
d’alléles spécifiques [, i v ;| : |
formant le génome d’'un _ S
individu

Phénotype : caracteres
visibles d’un individu

L’allele A est dominant (par rapport a a) ; I'alléle a est récessif (par rapport a A).

Dans I'exemple ci-dessus, le phénotype de I'hétérozygote a/A est le méme que celui de
'homozygote A/A, méme si leur capital génétique différe.

MASTER PRO / MODELISATION / N. Erard, C. Fauvé, C. Hébert et M. Vuong / 2008-2009 / page 5



C’est a la méme époque que Hardy, physicien et probabiliste anglais et Weinberg,
physiologiste allemand aboutissent indépendamment a la création d’'un modéle. Celui-
ci, appelé, modele de Hardy - Weinberg permit de valider la théorie de Mendel, en la
sortant du laboratoire « hors d’'un milieu contrélé par ’homme » et d’abandonner le
concept d’hérédité par mélange des Darwiniens.
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Le processus de production de cellules sexuelles appelées gametes (ovocytes ou
spermatozoides) se nomme la méiose. Les gameétes ne contiennent qu’un alléle de
chaque géne, ce sont des cellules dites haploides, obtenues a partir de la redistribution
aléatoire des chromosomes.

Lors de la fécondation, il y a reconstitution d’'une cellule diploide par la réunion de deux
gametes qui apportent chacune un exemplaire de chague géne sous une forme
allélique donnée.

L’étude de ces processus a permis de fonder la génétiqgue des populations dont I'un
des objectifs était de quantifier et de modéliser I'évolution génétique des espéces a
travers I'évolution de la fréquence des alleles des génes, sous l'effet de sélection en
faveur de certains alléles.

Pour revenir a notre sujet, nous cherchons a comprendre pour quelles raisons la
fréquence des porteurs de l'ataxie spastique au Saguenay Lac - Saint - Jean, est
passée en seulement douze générations de 1 sur 5000 a 1 sur 20.

l1l.  DESCRIPTION RAPIDE DE L’ATAXIE SPASTIQUE

C’est vers les années 1970 que cette forme
d’ataxie a été diagnostiquée par une équipe de
chercheurs québécois dont faisait partie le
professeur Bouchard.

Ces malades avaient des symptémes différents
de ceux rencontrés jusque la et étaient tous
originaires de Charlevoix ou du Saguenay :
dés la petite enfance, I'ataxie provoque des
problémes de coordination, et 'apprentissage de
la marche en est un peu retardée. Un manque
d’équilibre entraine des chutes fréquentes, une
raideur est constatée dans les jambes ainsi que
des problémes de coordination dans les
mouvements des bras, d’ou des difficultés pour
écrire, difficultés  également  d’élocution,
faiblesse musculaire ensuite des bras et des
jambes, mais les capacités intellectuelles ne
sont pas affectées.

Trés souvent vers 30 ans ces patients ont besoin d’'une canne pour se déplacer et vers
50 ans ils sont en fauteuil roulant. L’espérance de vie est suivant les articles, identique
aux personnes non malades ou légérement inférieure.

C’est en 2000 que le géne responsable de cette maladie a été découvert. Il est situé
sur le 13°™ chromosome : « Le géne muté qui cause la maladie n'était pas connu chez
I'humain, signale Jean-Pierre Bouchard. On connaissait son existence chez la souris et
il semble s'étre trés bien conservé entre la souris et I'homme ».
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Ce géne synthétise une protéine, la sacsine, nommée a partir de la contraction du nom
anglais de la maladie, SACS (Spastic Ataxia of Charlevoix-Saguenay). La sacsine
posséde des caractéristiques particulieres qui portent a croire qu'elle interviendrait
dans le pliage des protéines, une opération qui détermine leur configuration
tridimensionnelle. Les deux mutations identifiées jusqu'a présent dans ce gene
produisent des protéines tronquées non fonctionnelles. On ignore si c'est la protéine
elle-méme ou son impact sur d'autres protéines qui cause la maladie, signale le
chercheur.

Cette maladie est a caractére récessif, seule une personne possédant les deux alléles
a est malade. Une personne qui ne posséde qu’un seul allele est dite « porteuse »
mais non malade.

Les maladies récessives sont transmises par les deux parents. Lorsque deux parents
sont porteurs d'une copie du géne défectueux (alléle a), les probabilités de transmettre
cette maladie récessive sont les suivantes :

e Une probabilité sur quatre (25%) d'avoir un enfant atteint.

e Deux probabilités sur quatre (50%) d'avoir un enfant qui est porteur du géne
mais qui n'est pas atteint de la maladie.

¢ Une probabilité sur quatre (25%) d'avoir un enfant qui n'est pas atteint de la
maladie et qui n'est pas porteur du géne défectueux.

parernt L patr:[erd
rerteLr P
I:I Zéne normal
I | | l - Géne déefectusux
:-I"\-. :-I"\-.
Wem | entents | non porteur
(144 o atheint nu:ul?ﬂ:fﬁ:nlalm
(254

Dans ces régions 1 individu sur 22 est porteur du gene, et 200 personnes environ sont
atteintes de la maladie, soit 1 personne sur 1000 environ.
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V. QUELQUES EXEMPLES DE MODELISATION

1) MODELE DE HARDY - WEINBERG

Ce modele est le modéle de base de la génétique, il est trés souvent vérifié au sein de
populations naturelles.

Description du modele :
a) En considérant les couples et le cycle vital de la reproduction :

Dans le cas d’'un géne di-allélique, d’alléles A et a, la composition génétique d'une
population d’organismes a sexe séparé est constituée des trois génotypes possibles :

A/ A defréquence u, Alade fréquence v et a/a de fréquence wavec u +v +w = 1.

. . . . v . .
La fréquence p des alléles A est alors égale ap =u +E et la fréquence g des alléles a

%
vaut g = W+E avec p+g=1

On considérera que la fréquence des génotypes est identique pour chacun des
deux sexes et que les couples se forment au hasard (condition 1 de panmixie).

Il a été démontré que, en une génération de panmixie, les fréquences entre les sexes
sont égalisées méme si elles différent a la génération précédente.

On peut alors construire le tableau des fréguences des couples ou mariages
possibles :

FEMELLE
MALE AA de Aade aade
fréquence u fréquence v fréquence w

AA de u? uv uw
fréquence u

Aade vu V2 VW
fréquence v

aa de wu wv w?
fréquence w

Afin de pouvoir considérer que les fréquences des couples sont égales a leurs
probabilités, on considérera que la population est de taille infinie pour pouvoir y
appliquer laloi des grands nombres (condition 2).
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On pourra alors étudier la probabilité des génotypes des descendants issus de ces
différents mariages :

Type de Probabilité du|Probabilité du|Probabilité du|Probabilité du
mariages mariage génotype AA |génotype Aa |génotype aa
AA X AA u? u? 0 0
AAxAaou 2xUxV uxv uxv 0
AaxAA
AAxaa ou aaxAA 2XUxW 0 2XUXW 0
AaxaA V2 V2 V2 V2
4 2 4
Aaxaa ou aaxaA 2XVXW 0 VX W VX W
aaxaa w? 0 0 w2

On considérera I’'absence de mutation d’un alléle dans |la gamétogenése c'est-a-
dire AA ne peut pas donner Aa (condition 3 du modéle de Hardy - Weinberg).

On considérera que les deux types de gameétes présents lors de la fécondation sont
théoriquement dans des proportions égales.

Lors de la fécondation, ces proportions pourraient avoir été modifiées si un mécanisme
de sélection gamétique avait joué en faveur de l'un.

On admet I’absence de sélection gamétique (condition 4 du modéle de Hardy -
Weinberg).

Les proportions des génotypes chez les descendants lors de la fécondation ne sont
maintenues au stade final de reproducteur adulte que s’il y a absence de sélection
zygotique lors de '’embryogenése ou de la croissance (condition 5 du modéle de
Hardy - Weinberg).

Les trois génotypes sont donc supposés avoir la méme espérance de vie et ne
présentent, du moins pour le géne considéré, aucune mortalité différentielle.

Pour la génération suivante, ces conditions étant remplies, on calcule la probabilité de
chaque génotype en sommant les probabilités de chaque colonne.

Pour ce faire, il faut d’abord considérer que les couples sont également fertiles et qu’il
n’y a pas eu d’apport extérieur de population qui aurait peu de chance de présenter la

méme constitution génétique.

Ce sont les conditions d’absence de sélection en termes de fertilité différentielle
et d’absence de migrations (condition 6 du modéle de Hardy - Weinberg).

MASTER PRO / MODELISATION / N. Erard, C. Fauvé, C. Hébert et M. Vuong / 2008-2009 / page 10



On obtient alors :

2
2 < sz . \" \"
Fréguence AA ala génération 1 : u; = u? FUXV = u+§)2 =p?

2
Fréquence Aa a la génération 1 : v; = u><v+2><uxw+v?+VXw:2[u+%j[w+%szpq

2
p: N s 7 . \' \'
Fréguence aa a la génération 1 : w; = I+vw+w2 = 5+w)2 =q°

La relation ainsi établie antre les fréquences alléliques et les fréquences génotypiques
s’appellent « la relation de Hardy - Weinberg » ou la relation panmictique car elle
découle directement de I'hypothése de panmixie.

On calcule aussi la fréequence des deux alleles a la génération 1 :

Fréquence de l'alléle A : p;= U1+§:p2 +pxq=gp+q)=p
Fréquence de l'alléle a: q; = W1+§=q2 +pxq=¢p+q)=q

On observe qu’a la génération 1, la fréquence des alléles n’a pas changé.

En dressant le méme tableau pour passer de la génération 1 a la génération 2, on
aurait :

Fréquence AA a la génération 2 : u, = pf -p> =
Frequence Aa a la génération 2 : v,= 2piqi - 2pq = v
Fréquence aa a la génération 2 : w,= gi° - q* = wi

Conclusion :

Les fréquences génotypiques et alléliques d’un géne autosomique di-alléliques sont
rigoureusement invariantes d’une génération a 1’autre.

Apres une génération, les fréquences des différents types de genes atteignent une répartition
stationnaire. Cette stabilité s’appelle 1’équilibre de Hardy - Weinberg.

Le modéle de Hardy - Weinberg, tel qu’il est défini, permet de conclure qu’une population
panmictique, de grande taille, sans mutations, ni sélection, ni migration maintient son
polymorphisme génétique en 1’état.

L’évolution n’est alors possible que si des forces sélectives viennent influencer les caractéres
existants d’une population.

La relation de Hardy - Weinberg va permettre d’estimer les fréquences alléliques et
génotypiques dans 1’étude d’un gene présentant des alleles soit dominants ou récessifs.
Ces calculs vont permettre de quantifier la diversité génétique en général et chez ’homme
d’aborder les probléemes de diagnostic, de dépistage ou de santé publique.

Le développement des modeles de génétique des populations consistera la plupart du temps a
partir de ce modele de Hardy - Weinberg, pour voir comment la constitution génétique d’une
population peut étre modifiée, vers quelle limite et a quelle vitesse, si telle ou telle des
conditions de cet équilibre n’est pas respectée.
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Rappel des 6 conditions du modele de Hardy - Weinberqg :

1. La panmixie c’est a dire que les couples reproducteurs se forment au hasard.

2. Effectif infini de la population : afin de pouvoir considérer que les fréquences
des couples ou des génotypes sont égales a leurs probabilités respectives, du
fait de la loi des grands nombres.

3. I n’y a pas de mutation lors de la production des gamétes. Des parents A1/Al
et A1/A1 ne pourront pas donner des descendants A1/A2.

4. Absence de sélection gamétique lors de la fécondation. Les deux types de
gametes formés par des hétérozygotes restent dans les proportions 50/50.

5. Absence de sélection zygotique : Les trois génotypes sont supposés avoir la
méme espérance de vie et ne présentent, du moins pour le géne considéré,
aucune mortalité différentielle.

6. Pour calculer les fréquences des génotypes chez les adultes reproducteurs de
la génération suivante, il faut considérer qu’il y a absence de sélection en terme
de fertilité différentielle de ces couples et aussi absence de migrations ( ni
entrant, ni sortant).

Dans la population du lac de Saguenay Saint Jean, on observe un changement de
fréquences ce qui montre que cette population s’écarte du modéle de Hardy -
Weinberg.

On peut en conclure qu’au moins une des conditions n’est pas remplie, en particulier
I'effectif infini de la population.

b) En considérant une urne gamétique :

Ceci permet alors de considérer non plus les couples reproducteurs mais une urne
gamétique.

Tout se passe comme si les couples mettaient en vrac leurs gametes dans une urne
de spermatozoides pour les males et dans une urne d’ovules pour les femelles et que
tout descendant est issu de l'union de deux gamétes tirées au hasard dans chacune
des deux urnes.

Cette situation est une réalité biologique pour les espéces végétales et de nombreuses
espéces animales aquatiques.

Si les fréquences alléligues sont les mémes dans les deux sexes, les urnes sont
identiques.

Les 6 conditions énoncées ci-dessus doivent étre respectées ce qui conduit a la méme
conclusion :

Si la fréquence de l'alléle A, notée f(A), est égale a p dans chaque urne et la fréquence
de l'alléle a, notée f(a), est égale a q dans chaque urne, alors chez les descendants :

f(AJA) = p?, f(Ala) = 2pq et f(a/a) = q° .

On retrouve ici les valeurs trouvées au dessus.
Le principe de I'urne gamétique est trés souvent utilisé dans les modeéles en génétique.
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c) Conséquence:

En régime panmictique, la fréquence des hétérozygotes est souvent supérieure a celle
des homozygotes.

En effet, on peut tracer les courbes des fréquences des différents génotypes en
fonction de la valeur de q (fréquence de l'alléle a), portée en abscisse. La fréquence du
génotype AA correspond a la courbe d’équationy =(1-q)?, celle du génotype aa a la

courbe d’équationy = g*, celle du génotype Aa a la courbe d’équationy =2¢ 1-q).

1
AA
I aa
1 Aa
2
0,1r
0 1 1 1 1 1 1 1
0,1 1 q
2

Prenons q, la fréquence de I'alléle a égale a 0,1, le nombre d’homozygotes aa est tres
faible.
L’alléle a est surtout présent dans les hétérozygotes Aa.

Quand un allele est trés rare (g ou p = 1 - q trés proche de zéro), la plupart des
exemplaires de ces alléles sont présents dans les individus hétérozygotes et trés peu
dans les homozygotes.

Cette situation n’a pas les mémes conséquences selon que l'allele est récessif ou
dominant.

L’effet de l'alléle récessif n’est perceptible que chez les homozygotes aa et sera donc
rare, par contre si l'alléle est dominant, son effet se rencontrera aussi chez les
hétérozygotes.
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La fréequence des homozygotes quels qu’ils soient sera méme le plus souvent
considérée comme négligeable au regard de la fréquence des hétérozygotes.

Par ailleurs, la fréequence maximale du génotype des hétérozygotes est égale a 50 %,
ce qui correspond a la situation ou les deux fréguences alléliques sont égales.

d) Test statistique de vérification et généralisation de ce modéle :

Un test statistique utilisant la distribution d’une variable de x> permet de valider

'hypothése qu’une population donnée répond effectivement aux conditions d’équilibre
de Hardy - Weinberg.

Grace a la relation de Hardy - Weinberg, a partir des fréquences phénotypiques
observées, on calculera les fréquences alléligues ainsi que les fréquences des
porteurs sains d’'une maladie (hétérozygotes en cas de génes récessifs).

En annexe, on trouvera des exemples concrets sur I'albinisme (géne récessif), sur des
maladies a génes dominants ainsi qu’un calcul portant sur les groupes sanguins A, B
et O ou les genes A et B sont dominants et le géne O récessif.

Le modele de Hardy - Weinberg a été généralisé a un gene pluri-allélique et a de
nombreuses autres situations, ce qui en fait le modéle de référence.

Il existe plusieurs écarts au modéle de Hardy — Weinberg indiqués en annexe.

2) STABILISATION GENETIQUE AVEC LA THEORIE DES GRAPHES
Nous avons ensuite étudié I'évolution génétique de cette population, avec la théorie
des graphes. Dans cette théorie, la population n’a pas besoin d’étre trés grande, il suffit
gu’elle reste de taille identique d’une génération a la génération suivante.

a) Cas simplifié:

Il n’existe que deux états malade M et sain S.

Soit p la probabilité que d’une génération a l'autre, une personne saine reste saine et
donc 1 — p la probabilité qu’elle devienne malade.

De méme, soit q la probabilité que d’'une génération a la suivante, une personne reste
malade et donc 1 - g la probabilité qu’elle passe de I'état malade a I'état sain.

L’état a la génération n +1 dépend de I'état a la génération n et de ces probabilités p et
g, donc on a une chaine de Markov.

1-p
M (aa) S (AA)
Schéma (que I'on appelle graphe) : q

1-q
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Soit (ao; bg) I'état initial, c'est-a-dire que a, est la fréquence de gens malades, au
départ et by la fréquence de personnes saines (on a ag + by = 1).

A la génération 1 on aura : Avec des matrices on aura :

a, =(1-p)b, +0a 1-
U a, b) 2, bo)[q q}
blzpb0+(1—q)a0 1-p p

Cette derniére matrice est la matrice de passage de I'état de la génération n a la
génération suivante n + 1.

Montrons qu'il y a toujours un état stable c'est-a-dire au bout d’'un certain temps les
pourcentages des états malade et sain ne changeront plus.

Si P est la matrice de passage, soit E 'état qui serait stable, donc on devrait avoir :

E = E*P, ce qui équivaut a f(E) = E si f est la fonction associée a la matrice de
passage, ou f(E) =4 E, avec A =1, donc A =1 doit étre une valeur propre.

Pour trouver les valeurs propres, on cherche les racines du polynéme caractéristique

(c’est-a-dire le déterminant de la matrice de P- A |, ou | est la matrice identité).

a-A 1-q . e
P-A1= ) \ et le polynébme caractéristique est :
_p p_

det M-AI'=~q-A{p-A)-~1-qT1-p)=A-A(p+q)-1+p+q

On vérifie que si A =1 on obtient bien 0, donc 1 est une valeur propre et il existe bien
un état stable.

Cet état stable ne dépend pas des pourcentages initiaux d’individus malades ou
sains, mais uniquement des valeurs de p et q.

Cherchons cet état stable :

Soit (a b) I'état stable.
Si on le multiplie par la matrice de passage, on doit retrouver (a b).

2 bl=fe b5 "

Tp p
a= 1-p
- +b( 1- 0=a( gq-1)+b( 1-  2-p-
soit{a a( q)+b( p)@{ al g-)*b( 1-p) o qon ) 27P-0
b=a( 1-q)+b( p) (0=a( 1-g)+b( p-1) b=_1-4
2-p-q
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Conclusion :

Lorsqu’il n’y a que deux états, Malade ou Sain, il y a un état stable qui ne dépend pas
de I'état initial, mais uniquement des probabilités de passage d’'un état a l'autre, d’'une
génération a la suivante ;

Par exemple, dans deux populations dont les proportions initiales de personnes
malades et saines sont totalement différentes : population A avec 5% de malades (M)
et 95% de sains (S), puis une population B avec 30% de malades (M) et 70 % de sains
(S), on obtiendra un méme état stable si les pourcentages de passagesM —» S et

S —» M d’une génération a la suivante sont les mémes dans les populations A et B !

b) Cas d’un géne récessif : I'ataxie spastique

On considére 3 états : malade (M, aa), sain (S, AA) et porteur (P, aA ou Aa).

M (@a) S (AA)

On construit le graphe : q

1-r-r

P (Aaou aA)

On remarque que d’'une génération a la suivante on ne peut pas passer de Sain a
Malade, ni de Malade a Sain, donc les probabilités qui correspondent sur les arétes
sont nulles (on ne trace donc pas ces arétes).

Soit p la probabilité de rester sain, donc 1 - p la probabilité de passer de Sain a
Porteur.

Soit g la probabilité de rester Malade, donc 1 - g la probabilité de passer de Malade a
Porteur.

Soit r la probabilité de rester porteur, soit r’ la probabilité de passer de Porteur a Sain.
Donc 1 -r - r est la probabilité de passer de Porteur a Malade.

On forme les suites m,,s,,p,qui indiqguent les pourcentages de personnes
respectivement malades, saines, porteuses, a la génération n.

Ona:

m, =qm, +(1-r—r")p, 9 0 1-q
S1 = pSo +r'p0 d’ou m, s, p1] = [mo S, po]x 0 D 1_p
P, =P, A 1-p) 5, +(L-a)m, frt ¢ 1
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Cherchons si A =1 est une valeur propre de cette matrice de passage :
Det (M- A 1)=(q- A)[(p- A )(r- 1 )-r'(1-p)]+(L-r-r")[-(p- 4 )(1-q)].
Si A =1, on obtient (g-1)(pr-p-r+1-r'+r'p)+(1-r-r')(-p+pg+1-q)

En développant on obtient 0, donc il existe bien un état stable.

Cherchons cet état stable :

[a b c]=[a b c]xM dou le systeme

a=aq+c( 1-r-r)

b=bp+cr
c=a( 1-q)+b( 1-p)+cr
atb+c=1
D’ou:
a+tb+c=1
atb+c=1
1)+¢( 1-r-r)=0 a=1"""¢
a( q | g
b=lz— cr'
1-p b=ﬁ
1-q)+b( 1-p)+ -1)=0
TR =0 a1 gpeb( 1-pyre( 1-1)=0

avec les trois premiéres équations on obtient :

e foore=to (Hpl(ir-riov(i-ares (-p)1-a)e=(-p)1-a)

D’ou
o= ( 1-p)(1-q)
( 1-p)(1-r-r)+(1-q)r'«€ 1-p)(1-q)

. ( 1-p)(1-r-r")
( 1-p)(1-r-r')+(1-q)r'+(1-p)(1-q)

b= (1-9)r
( 1-p)(1-r-r')+(1-q)r'+(1-p)(1-q)
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Quelques simulations d’états stables sur Excel :

p q r r' a b c
0,95 0,8 0,5 0,3 0,125 0,75 0,125
0,9 0,7 0,5 0,3 0,14285714|0,64285714|0,21428571
0,9 0,6 0,5 0,3 0,11111111/0,66666667|0,22222222
0,9 0,6 0,7 0,3 3,4694E-17 0,75 0,25
0,8 0,6 0,7 0,2 0,11111111/0,44444444|0,44444444

(Choisir ret r tels que r + r’ inférieur a 1 pour que 1 - r - I soit une probabilité).
Nous allons chercher a adapter cette modélisation aux fréquences actuelles de I'Ataxie
spastique de Saguenay lac- Saint-Jean.

Pour cela nous devons calculer les poids des arétes du graphe.

Sachant que 1 personne sur 1000 est atteinte, et 1 sur 22 est porteuse, la fréquence
des personnes saines est u = 0,954, celle des porteurs est 0,045 et celle des malades
est 0,001.

Considérons le tableau des probabilités de mariages, suivant :

AA u=0.954 Aa v=0.045 aa w=0.001
AA u=0.954 u?2 uv uw
Aa v=0.045 uv V2 VW
aa w=0.001 uw VW w2

Poids de l'aréte de M vers P :

Pour qu’une personne M ait son descendant P, il faut qu’elle rencontre soit un P, soit
un S.

La probabilité qu’elle rencontre un P est vw, mais dans ce cas, il y a 1 chance sur 2

pour que le descendant soit porteur et 1 chance sur 2 pour qu’il soit malade d’ou % .

La probabilité qu’elle rencontre une personne saine est uw et dans ce cas le
descendant est porteur.

Le poids de I'aréte de M vers P est donc uw+% =9.765x10™".

Poids de I'aréte de M vers M est donc1-9.765x10™* =0.9990235.

Poids de l'aréte de S vers P :

Pour que le descendant d’une personne saine soit porteur, il faut que cette personne
saine rencontre ou un porteur (probabilité uv) et dans ce cas il y a une chance sur deux
pour que le descendant soit porteur, ou une personne malade ( probabilité uw) et dans
ce cas le descendant est porteur.

Le poids de cette aréte est donc% +uw =0.022419.

Le poids de I'aréte de S vers S est donc 1-0.022419=0.977581
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Poids de l'aréte de P vers S :

Pour qu’une personne porteuse ait un descendant sain, il faut qu’elle rencontre une
personne saine (probabilité uv) il y a alors une chance sur deux pour que le
descendant soit sain, ou une personne porteuse ( probabilité v2).

Il y a alors une chance sur 4 pour que le descendant soit sain, d’ou le poids de cette

2
aréte - ¥ +¥=0,02197125 .
2 4

Poids de laréte de P vers M: de méme on montre que le poids est

2
Ve W o 50875x10% .
4 2

Le poids de la boucle de P vers P est alors 0.9775.

Ce qui permet de compléter le tableau des simulations précédent par la derniere ligne :

p q r r' a b c
0,95 0,8 0,5 0,3 0,125 0,75 0,125
0,9 0,7 0,5 0,3 0,14285714|0,64285714|0,21428571
0,9 0,6 0,5 0,3 0,11111111|0,66666667|0,22222222
0,9 0,6 0,7 0,3 3,4694E-17 0,75 0,25
0,8 0,6 0,7 0,2 0,11111111(0,44444444(0,44444444
0,977581 |0,9990235| 0,9775 ]0,02197125|0,21474284|0,38866826| 0,3965889

L’état stable donnerait une fréquence de a = 0,215 de personnes malades,
de b = 0,389 de personnes saines et de ¢ = 0,397 de personnes porteuses.

Ceci correspond a une trés grande augmentation de la fréquence des personnes
malades ce qui, nous I'espérons ne correspond pas a la réalité !

Au bout de combien de générations cet état stable serait-il atteint ?
De proche en proche avec une calculatrice nous cherchons n pour obtenir :

g 0 1-qf
[m, s, poJx| O p 1-p| =[a b c]
1-r-r " r

0.9990235 0 9.765x107* '
[0.001 0.954 0.045]>< 0 0.977581 0.022419 =[0.215 0.387 0.396]

5.2875x10™ 0.02197125 0.9775
Avec n =500 Avec n = 2000
on obtient  [0.0965 0.4488 0.4545] on obtient [0.1962 0.398 0.4056]
Avec n = 1000 Avec n = 3000

on obtient [0.151 0.421 0.428] on obtient [0.2093 0.3914 0.3992]

Et avec n = 3500 on obtient[0.2118 0.3901 0.398], ce qui est trés proche de I'état
stable.
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Une génération étant d’environ 25 ans, cet état stable serait atteint au bout de
17 500 ans environ !

Conclusion :

Dans les hypothéses utilisées pour la théorie des graphes, nous avons supposé que la
population globale composée de malades, de porteurs et de sain reste constante au
cours des générations, ce qui n'est pas applicable dans la réalité. Il y a donc aussi
modification des différents pourcentages de passage d’'une catégorie a une autre.

Dans cette maladie, la théorie des graphes ne reflete pas la réalité observée.

3) MODELISATION DE DERIVE GENETIQUE

L’hypothése de population de taille infinie dans les conditions du modéle de
Hardy- Weinberg peut dans certain cas étre remise en cause.
Ce modéle ne s’applique plus alors.

Deux causes peuvent provoquer une réduction de taille de population :

- une catastrophe (feu, chasse ou péche intensive, inondation, épidémie).
C’est ce qu’on appelle I'effet d’étranglement ;

- naissance d’'une petite population par migration de quelques individus vers un

nouvel habitat.
C’est I'effet fondateur qui nous intéresse au Saguenay.

La limitation de I'effectif d’'une population conduit a un phénoméne appelé dérive
génétique parce qu'il est caractérisé par une fluctuation aléatoire des fréquences
alléliques d’'une génération a I'autre. Ce phénoméne conduit avec le temps a une
réduction progressive de la diversité génétique au niveau allélique.

¢

| | ‘e ¢

"_3“ ‘ ‘ “1‘; i:?ﬁ, : ‘ :
¢ ¥ s ¢

La fréquence des alléles R et V change aléatoirement a chaque génération, il en est de
méme pour la fréquence des génotypes RR, RV, VV.
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1) Introduction

On considére I'ataxie spastique représentée par un géne possédant deux alléles
aetA.

Soit une population de g individus. Le géne de 'ataxie spastique est représenté par

. . . N .
deux alleles a et A. Tout se passe, dans cette population de tallleE , comme si chaque
individu mettait dans une urne leurs deux d’alléles : aA ou AA ou aa. La génération
suivante est issue d’'un tirage aléatoire, avec remise, de N alleles de cette urne.

Hypothese 1 :
A chaque générationt, les g individus c’est a dire leurs N alléles disparaissent et

: R R N . ..
don