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Position du probleme

 Modéliser le trafic routier c’est tenter de
predire des données quantifices comme la
vitesse des véhicules, la densité de trafic, le
flux de voitures etc.

* Pour cela 1l faut identifier les différents
parametres, variables et caractéristiques du
probleme.



[Les variables

* Ce sont elles qui peuvent €tre confrontées a
I’observation, lors d’une simulation, et dont
on peut se servir pour faire des predictions.

* En aval de ces prédictions on peut tirer des
conséquences sur des variables
n’apparaissant pas dans le processus de
modé¢lisation.



Exemple

* On part d’une route sans intersection,
modelisée par un intervalle [0;L]. Les
variables ¢tudices sont

" v(x,t) la vitesse moyenne du vehicule situ¢ en x
au temps t

" % (X,t) la densité de vehicules par unite de
longueur

" O(x,t) le flux de vehicules par unit¢ de temps



Exemple

* S1on arrive a prédire ces quantités, on peut
aussi s’interesser
" aux emissions de CO,
" au bruit du trafic
" aux emotions ressenties par les conducteurs

* Ces dernieres variables n’apparaitront que

dans I’analyse finale et non dans le corps de
la modélisation ...



Les caracteristiques

* Une fois les variables 1dentifi€es, 1l faut
trouver des relations entre elles qui
permettent de décrire 1’évolution de la
situation.

* Variant d’une situation a 1’autre, il faudra
donc les mesurer pour pouvoir ¢tudier le
probleme et effectuer une simulation.



Exemple

* Dans I’exemple, une premiere relation
purement formelle est obtenue a partir du
nombre de véhicules par unite de longueur
et par unit¢ de temps.
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Exemple

* On a donc ¢(x,t) dt = y(x,t) dx

* Ou encore ¢(X,t) = 1 (X,t) v(x,t)

 Comme le flux et la vitesse peuvent
s’obtenir par comptage, par exemple grace a
des cables poses au sol, cette relation
permet de calculer la densiteé de véhicules,

ce qui est plus difficile a mesurer
directement ...



Exemple

 On cherche maintenant une relation entre flux et
densité de la forme

¢ =1(x)
* En quelque sorte la route est « décrite » par cette

fonction f, qu1 est donc une «caracteristique » du
modele et variera d’une route a 1’autre.

* Le graphe de f est appele « graphe fondamental ».



Exemple

* Quand on cherche a « mesurer » une
fonction se pose la question de la methode
puisque les observations fourniront au
micux quelques relations entre des flux et
des densités observees.

» [déalement le mathématicien espere obtenir
une fonction ...



Exemple de graphe fondamental

=1(x)




Contraintes

Dans I’exemple donn¢ on peut constater que
le modelisateur a impose quelques
contraintes:

[’existence d’une densité maximale de
vehicules y, .. sur la route

Le fait que 1(0)=1(y,,.,)=0
La concavité de f



Explication des contraintes

" (0 correspond a I’absence de vehicule et
donc on doit imposer {(0)=0

=y .. est une densite pour laquelle les
vehicules sont pare-chocs contre pare-chocs

et donc pour laquelle 1(y,,..)=0

» La fonction f doit évidemment tre positive,
mais ceci résultera de la concavite ...



Concavite

« La vitesse v représente la pente de la droite
joignant un point du graphe fondamental a
I’origine et 1l est naturel de penser que la vitesse
adoptée par les conducteurs decroit quand la
densité de véhicules augmente.

* Comme les fonctions concaves sont celles pour
lesquelles les pentes des cordes du graphe
decroissent quand 1’abscisse du point etudie
augmente, la concavite est une bonne garantie
pour obtenir ce que I’on veut ...



Modélisation et réalité

» Dans la pratique on obtient pas facilement
de fonction concave par des nuages de
points ou des approximations par morceaux.

* Par exemple une approximation linéaire par
morceaux a tres peu de chances d’étre
concave des que I’on s’autorise des erreurs
d’observation



Exemples d’observations

Flux ¢
3000 -
| Route 1
2000
1000 - —
| Route 2
0 20 40 60 80 100

Densite y



Interpolation polynomiale

* [’interpolation polynomiale consiste a
choisir n+1 points consécutifs du graphe et
a trouver I’unique polynome de degreé au
plus n dont le graphe passe par ces points

* On peut aussi, par exemple, demander de
passer par 2 points mais en « recollant » les
dérivées. On obtient alors 4 contraintes et
donc des polyndmes de degré en general 3



Interpolation polynomiale

* L’inconvénient des polyndmes de bas degre
(comme 1) est que 1’on se retrouve avec des
fonctions peu régulicres (tout au plus
continues) et que les schémas numeriques
qui les utilisent vont souffrir de cette faible
régularit¢, donnant des simulations des plus
folkloriques ...



Interpolation polynomiale

* L’inconvénient des polyndmes de haut
degre (des que I’on dépasse 3 en fait) est
qu’ils sont en genéral tout sauf concaves !

* La concavité revient en fait a rajouter 2
conditions puisque c¢’est une condition sur
la negativite de la dérivée seconde.



[llustration du probleme
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Strategie

 Comme on I’a vu, c’est en degre 2 que ’on
a le plus de chances de s’en sortir et, au vu
des autres contraintes, le plus simple est de
choisir comme mod¢lisation

(I) — aX(XmaX_X)
e Ce quirevient a dire que la vitesse est une
fonction affine décroissante de la densité.



Une autre strategie?

* S1l’on veut jouer un peu plus avec les
contraintes, on peut chercher une
approximation au sens des moindres carr¢s,
autrement dit minimiser la somme des
carres des €carts « verticaux » entre les
points du graphe observeés et ceux d’un
polyndme approximateur



Meéthode des moindres carres
A




Remarque

 S1 on cherche a dans la relation

¢ = ay(Ymax~X)
on peut le trouver en minimisant une
certaine quantite, par exemple la somme des
carres des ¢carts verticaux au graphe
observe ...mais on peut aussi ajuster la
vitesse maximale, le flux moyen etc.



Obtention d’un schéma numerique

* Le nombre de véhicules dans un troncon
infinitésimal €tant ydx, sa variation durant
le temps dt est oy /ot dxdt

» Cette quantite représente donc le nombre de
vehicules entrés dans le tron¢con moins le
nombre de véhicules sortis.

* C’est donc auss1 —0¢/0x dxdt



Obtention d’un schéma numerique

I1 vient
0y /ot +of(y)/ox =0
Ou encore

Oy /ot +1(y) oy/ox =0



Discreétisation

* Pour implémenter un schéma numerique on
fait un maillage en espace et en temps,
autrement dit on cherche a calculer

X=X JAX,nAt)

* Ou Ax represente une longueur ¢lémentaire
et At un temps ¢lémentaire



Discreétisation

On approxime la dérivée par la pente
Ox/Ot(GAX,NAL)=(y " -y ™)/ At
ou encore, pour plus de stabilite numerique

Ox/St(GAX,NAL)=(y -y )/ 2At



Discreétisation

De méme
At()/0x(AX,NA=(x ", X ")/ AX
ou encore, pour plus de stabilite numerique

AGO/BXGAXNAD=(T(",. -1 1))/2A



Discreétisation

D’ou le schéma numeérique

O AR )00 A0



Parametres

* Avec un tel schéma numérique on peut
effectuer des simulations, 1l suffit de se
donner les parametres du probleme :

" La densité initiale (")

= | e trafic entrant (y",)



Propagation

* Les courbes caractéristiques sont les

courbes (x(t),t) le long desquelles 7y est
constant.

 Ic11l vient xX’(t)=1’(y), ce sont donc des
droites de pente ().

* Autrement dit les «caracteristiques» de
densite, debit, vitesse moyenne se propagent
a la vitesse £°(y), qui est distincte de la
vitesse moyenne des vehicules v=1(y)/y.



Propagation

On peut utiliser le graphe fondamental pour visualiser
la différence entre ces deux quantités.

A




Propagation

 Cette remarque permet de
determiner 7y a tout instant,
connaissant sa valeur en t=0, du
moins dans une premiere
approche : on a

X (x+H (% (x,0)t,t)=x(x,0)



Chocs

* Ne¢anmoins, dans le plan (x,t), ces droites
caractéristiques ont peu de chances de
recouvrir le carre [0;L]x[0,T]. On peut
rencontrer deux difficultes :

= Un point (X,t) est atteint pas au moins deux

caracteristiques, correspondant donc a des
valeurs distinctes 7.

* Un point (x;t) n'est atteint par aucune
caractéristique.







Ondes de choc

« La conséquence du calcul préceédent est qu'il ne peut
exister de solutions continues, méme avec des conditions
initiales continues, que dans un intervalle de temps petit.

* On trouve alors une « onde de choc », 1.e. une courbe
paramétrée (Q={(x (t);t) | te[0;T]} telle qu'il existe une
solution ¢ en dehors de (2 admettant des limites a gauche
et a droite de €2 vérifiant

(Fr)-1() / () = X7 (D)

* On comprend ici la dénomination d'« onde de choc » : a sa
traversee, les conditions du trafic sont brutalement
modifi€es. L'onde de choc se propage a la vitesse x’,
vitesse que 1'on vient de relier a la quantification de la
discontinuité de y.



Interpretation geometrique

 L'onde de choc
se propage a
une vitesse
¢gale a la pente
reliant les
points du
diagramme
fondamental
attachés aux
valeurs limites
a gauche et a
droite.

A

\




Etude d’un bouchon

* Ainsi le diagramme fondamental permet de
comprendre a quel vitesse se « propage » un
bouchon.

 S1un trafic fluide (par exemple y=40),
rencontre un bouchon (par exemple y=100),
11 y a un phénomene de « recul » du
bouchon (concretise par le recul de la
voiture de sécurite alertant les
automobilistes).



Utilisation du graphe fondamental

* Sur le graphe fondamental, on lit

" ]a vitesse de propagation des courbes
caracteristiques

£°(40)=30km/h et £’(100)=-90km/h,
= ]a vitesse de propagation de 1'onde de choc
(f(100)-1(40))/(100-40)=-30km/h,
= ]a vitesse de déplacement d'un véhicule soumis
a une densite de trafic y=40 ou y=100

f(40)/40=70km/h et £(100)/100=10km/h.



Ondes de choc

e On en déduit

les courbes

caracteristiques /

(en supposant Y

que le trafic /

redevient fluide -
_ /;t

apres le
bouchon).




Trajet d’un vehicule

* D’ou le
deplacement
d'un véhicule

* ¢t on peut,
par exemple,
en deduire le
temps de

Y

parcours.
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