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1 Position du probléme

L’objet de ’étude est de modéliser le trafic routier sur une portion de route
sans intersection, modélisée par un intervalle [0, L]. On introduit une loi de
conservation et une relation empirique entre le flux de véhicules ¢ et leur densité
x. Grace & ce modéle, on peut donner une équation aux dérivées partielles
vérifiée par la densité de véhicules. Il devient alors possible d’estimer une vitesse
optimale sur la route considérée et d’étudier la vitesse de propagation d’un
bouchon (da & un accident par exemple) en fonction de la densité de véhicules
a l'instant de I’événement.

Dans cette étude, on va surtout s’intéresser a la modélisation mathématique
du phénomeéne plus qu’aux estimations qui en dérivent (celles qu’on vient d’évo-
quer). Le premier élément & modéliser est la relation empirique ¢ = f(x) dé-
crivant le comportement des conducteurs confrontés & une certaine densité de
véhicules, i.e. décrivant la vitesse moyenne (¢/x) adoptée lors d’un certain tra-
fic (). Cette relation est obtenue & partir d’observations ponctuelles, sujettes &
erreur, et il est raisonnable d’adopter une approximation de f par la méthode
des moindres carrés. Néanmoins on a besoin d’un certain nombre de propriétés
de f afin de refléter la réalité et de garantir le comportement de x(z,t) déduit
de I’équation aux dérivées partielles. Ici x est la variable d’espace (z € [0, L]) et
t la variable temporelle (¢t € R).

La densité est un réel positif, inférieur & une certaine densité y,,q; corres-
pondant & une impossibilité de mouvement. La fonction f est donc définie sur
Pintervalle [0, Xmaz], nulle aux bornes : sans véhicule ou lorsqu’ils se touchent
tous, il n’y a pas de circulation.

De plus ¢/x représente la vitesse instantanée des véhicules (au point z et &
Pinstant ¢). C’est a priori une fonction décroissante de x. Puisque p/x est la
pente entre le point (0, f(0)) et le point (x, f(x)), il semble raisonnable, afin de
garantir cette décroissance, d’imposer la concavité de f.

Au final on cherche donc, & partir de données observées, a reconstituer
une fonction sur un intervalle [0, Xmqz] qui soit dérivable, nulle aux bornes et
concave. La méthode des moindres carrés pour donner une approximation po-
lynomiale rencontre alors quelques problémes : la concavité est facile & obtenir
en degré petit, mais la nullité aux bornes ne s’obtient qu’en degré élevé. En
particulier, plus ’approximation est bonne, plus on est stir de ne pas obtenir
une approximation concave.
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2 Graphe fondamental

On modélise une portion de route (& sens unique et sans croisement ni bi-
furcation) :

1. z désigne la distance par rapport au début de la route ; c’est un réel variant
entre 0 et une certaine quantité positive L

2. t représente le temps ; c’est un réel positif.

3. V(z;t) est la vitesse moyenne des véhicules au point z et a 'instant ¢ (s’il
y a plusieurs files, on fait la moyenne des vitesses de chacun des véhicules) ;
c’est un réel positif.

4. p(z;t) est le nombre de véhicules par unité de temps passant au point z
et & linstant ¢ (on appelle également cette quantité le flux moyen instan-
tané) ; c’est un réel positif.

5. x(z;t) est le nombre de véhicules par unité de longueur au point = et a
linstant ¢ (on appelle également cette quantité la densité moyenne instan-
tanée) ; c’est un réel compris entre 0 et Xmaz-

Puisque pdt = xdz, on a en fait xV = .

Les observations permettent d’obtenir une relation empirique entre les quan-
tités p et x : ¢ = f(x) ou f est une fonction de [0; Xmaz] dans R concave,
réguliére (une ou deux fois dérivables), vérifiant f(0) = f(Xmaz) = 0- Les deux
lois et se résument dans le graphe fondamental :

=f(x)

X X max

La relation fondamentale lie le débit ¢ en véhicules/heure et la densité x en
véhicules/km (de sorte que la vitesse ¢/x est exprimée en km/heure). Chaque
point de cette courbe caractérise une situation de trafic, et la pente de la droite
qui le joint & l'origine donne la vitesse moyenne des véhicules.

Pour les besoins de nos applications numériques, la fonction f : x — ¢
sera approchée par un polynome. On dispose de tables de données expérimen-
tales caractérisant chaque portion de route. Une maniére efficace d’approcher
f est d’ajuster un polynome, éventuellement sous des contraintes exprimant la
concavité, par une méthode de moindres carrés.

Remarque : d’un point de vue pratique, il n’est pas toujours trés rationnel
d’utiliser la densité pour spécifier ’état a ’entrée de la portion de route, mais il
est possible de la déduire a I’aide du flux ¢ qui s’obtient par un simple comptage.
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3 Fonctions concaves

Le comportement d’une route est modélisé par une réponse a une densité
donnée par un certain flux. On I’étudie en se donnant un certain nombre d’ob-
servations. Ainsi on a m + 1 observations (X, ¢r)o<k<m €t on veut en déduire
une relation ¢ = f(x) ou f est une fonction dérivable sur [0, Xmaz] ayant les
propriétés suivantes :

L. f(O) = f(Xmam) =0,
2. f est concave sur [0; Xmaz]-

Rappelons qu’une fonction concave sur [0; xmaz] €st une fonction vérifiant, pour
x et y quelconque dans [0; Xmae] €t A dans [0; 1]

fAz+ (1 =Ny) =2 Af(z) + 1 =NF(y) .

En d’autres termes le graphe de f est au-dessus de ses cordes.

Une telle fonction est dérivable a gauche et a droite en tout point de ]0; Xmaz|
et ces deux dérivées, notées respectivement f; et f;, sont des fonctions décrois-
santes sur |0; Xmaez[. De plus, pour tout  dans ]0; Xmaz[, on a fy(z) > fj(z).
En fait, lorsque f est dérivable (ce qui se traduit par f, = f}), la concavité de
f est équivalente & la décroissance de f'. Pour cette raison, lorsque f est deux
fois dérivable, la concavité de f est équivalente & la négativité de f'.

Une autre propriété remarquable des fonctions concaves est que la pente
d’une corde tracée sur la graphe est une fonction décroissante de chacune des
extrémités.

En termes mathématiques, en fixant & dans [0; Xmaz), 1a fonction 67 , définie
sur [0; Xmaz] \ {z} par
fy) — fx)

6ra(y) = y—

est une fonction décroissante. Les limites & droite et & gauche de d7, en z sont,
quand elles existes, les dérivées & droite et & gauche de f en x.

Puisque, pour x dans ]0; Xmaz], f(x)/Xx n'est rien d’autre que d7o(x) et
représente la vitesse V', on impose la concavité de f de facon & garantir la
décroissance de d7 9. Remarquons que cette derniére propriété, conjointe au fait
que f(Xmaz) = O entraine en particulier que d¢o est positive sur ]0; Xmaz] €t
donc la positivité de f sur [0, Xmaz] (ce qui est une condition qu'’il est naturel
et nécessaire d’imposer).
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4 Approximation au sens des moindres carrés

Voici deux exemples de routes (une autoroute et une route de campagne),
i.e. deux exemples de données (xi, ¥k )o<k<m, avec m = 10 :

Route 1 | Route 2

X P 4
0 0 0
10 1200 550
18 1850 825
25 2500 900
38 2700 1000
50 2700 1100
60 2050 1050
80 1550 1060
92 1000 1000
100 500 500
110 0 0

3000
2000 -

1000

0 20 40 60 80 100

Se pose maintenant la question de savoir comment on mesure la pertinence de
I’approximation. Le procédé des moindres carrés consiste & minimiser la somme
des carrés des écarts verticaux entre la fonction cherchée (ici un polyndome ayant
un certain nombre de propriétés) et les données observées, i.e. a trouver

min R(P;¢,x)

ot  R(P;p,x) = Z (or — P(xr))’
k=0

Justifions quelque peu cette démarche.

Une premiére interprétation consiste & supposer que les observations ¢y, sont
mesurées, avec certaines erreurs de mesure, tandis que les données yy, sont, elles,
dépourvues d’erreur de mesure ou, au pire, entachées d’erreurs négligeables par
rapport a celles apparaissant dans la mesure de ;. On modélise ce phénoméne
en écrivant que ¢ est une fonction aléatoire de x. Plus précisément, on modélise
les erreurs de mesure par une loi gaussienne avec I’idée que les erreurs sont dues &
la somme d’une infinité de petites erreurs et qu’une telle somme infinie, de par la
loi des grands nombres, suit & peu de chose prés une loi gaussienne. Autrement
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dit, supposons que la valeur «vraie» de ¢, lorsque x vaut x, soit P(xx) et
supposons que ’on mesure ¢ avec une erreur, de sorte que la probabilité de
mesurer ¢ dans un certain intervalle [y, y + Ay] soit donné par la loi de Gauf :

y—i—Ay 2 2 dl‘ 2 2 Ay
Ply < o< y+A :/ o—(@—P()?/20° _ 9T _(y—P(u)?/20* DY
W<e<ytiy)= | V2ro V2ro

De la sorte, la probabilité de mesurer, & Ay prés, successivement (@o, .. ., ©m)
pour des valeurs de x égales & (xo,- .., Xm) est donnée par

m m+1

H (e—(w—P(Xk))2/202 Ay ) soit < Ay ) e zr B(Pigx)

paiirs V2mo 2o

et cette probabilité est donc maximale lorsque R(P; ¢, x) est minimal. Par consé-
quent minimiser R(P;p, x) c’est chercher la fonction (ici P) telle que ce que I'on
a observé soit en fait ’événement de probabilité maximale; on parle de maxi-
mum de vraisemblance.

Montrons comment, en cherchant P de degré au plus 1, cette démarche
est également une minimisation statistique. Lorsque P est de degré au plus 1,
on cherche en fait & placer les observations (xi,r) sur une droite (nommée
droite de régression de ¢ par rapport & x ou encore droite des moindres carrés).
Autrement dit on cherche une relation ¢ = ax + b qui soit la meilleure possible.
Introduisons Y = ¢ — (ax +b). D’aprés I'inégalité de Chebichev, on a, en notant
w(Y) et o(Y) les moyennes et variances de Y et P la probabilité :

’(Y)

P(lo—(ax+b) —n¥)|2¢e) < —

Par conséquent Y est, en probabilité, le plus petit possible & condition que u(Y")
soit nul et o(Y") le plus petit possible. Comme

n(Y) = p(p) —ap(x) —b

on peut toujours choisir b tel que, étant donné a, (YY) soit nul. Dans ces condi-
tions, on a
o?(V) = u(Y?) = R(aX +b;¢,X)

et on peut vérifier que la minimisation de o?(Y) est équivalent &4 minimiser
R(aX + b;,x) par rapport & (a, b).
Plus généralement, on a

R(P;p,x) = 0”(¢ — P(x)) + 1* (¢ — P(x)) -

De plus, on cherche en fait & minimiser simultanément les deux termes du
membre de droite. Par «indépendance» de ces termes (i.e. les équations aux-
quelles chacune des minimisations conduisent sont linéairement indépendantes,
par rapport aux coefficients de P), cette minimisation simultanée est équivalente
a minimiser la somme (car les deux termes sont positifs), i.e. R(P;p, X).

Par conséquent la méthode des moindres carrés fournit un polynéme P de
sorte que, pour tout ¢ strictement positif, la probabilité que ¢ différe de P(x) de
plus de € est minimale, selon ’estimation donnée par ’inégalité de Chebichev.
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5 Mise en place des données de modélisation

Tout au long de cet exposé, on donne le code Maple 6 pour traiter les
exemples. On peut bien entendu le traduire dans une autre version de Maple ou
en MuPad.

On commence par charger les bibliothéques d’algébre linéaire et graphique.
La variable x contient les abscisses des données observées, m+1 leur nombre.
On entre alors deux «routesy, i.e. les valeurs de ¢ correspondant & y pour deux
modeélisations. La variable nb représente le nombre de routes modélisées.

On calcule ensuite y;nq. €t on définit la variable xrange comme l'intervalle
[0; Xmaz]- On l'utilise pour normaliser laffichage des graphiques. De méme 'in-
tervalle yrange s’étend de 0 & la valeur maximale de ¢ sur les routes modélisées.

On passe ensuite & des problémes de visualisation. La procédure dup permet
de répéter une liste s de sorte & donner une liste de longueur m. On crée ainsi
les listes clist et slist pour afficher les graphiques simultanément avec des
options de couleur et/ou de style différentes. Dans ’exemple, on suppose avoir
la couleur et on adopte une alternance de quatre couleurs, sans jamais changer
le style de tracé (on garde une ligne pleine).

Les variables liste[1] et 1liste[2] contiennent les points des deux tracés.
Enfin le tracé des deux routes est stocké dans la variable dplot puis affiché.
On affiche en fait deux fois chaque tracé, une fois on ne met que les points
(symbolisés par un cercle), une autre fois on trace une ligne polygonale.
>with(linalg): with(plots):
>x := [0, 10, 18, 25, 38, 50, 60, 80, 92, 100, 110]:
>m := nops(y)-1;
>routel := [0, 1200, 1850, 2500, 2700, 2700, 2050, 1550, 1000, 500, O]:
>route2 := [0, 550, 825, 900, 1000, 1100, 1050, 1060, 1000, 500, O]:
>nb := 2;
> ChiMax := max(op(x)): xrange := 0..ChiMax ;
>yrange := seq(0..1.2*max(op(route|k)),k=1..nb) ;
>dup := proc(m,s) local i,d; d := floor(m/nops(s))+1; [seq(op(s),

i=1..d] ; end proc:
>couleur := blue, red, yellow, green : ligne := 1 :

>clist := dup(m, [couleur]): slist :=dup(m, [lignel):
>1liste := seq( [seq( [x[il,route|k[i]], i=1..m) ], k=1..nb):
>dplot := [seq( plot([listel[k],listel[k]], xrange, yrangelk],

symbol=circle, style=[point, linel, colour=clist[k]), k=1..nb)]:
>display (dplot) ;

3000 |
2000 -

1000 -

0 20 40 60 80 100
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6 Approximation polynomiale

Voyons maintenant comment ajuster les données par des polynoémes.

Soit n un entier naturel; on note E, l’espace vectoriel réel des polynémes
a coefficients réels de degré au plus n. C’est un espace vectoriel de dimension
n + 1, de base canonique (1, X, ..., X™).

Soit ®,, application linéaire de E,, dans R™*! qui & un polynéme P associe
(P(xx))o<k<m. La matrice A,, , de ®, relative aux bases canoniques de E,, et
R™H! est

I xo - Xo
I D ¢
L Xm - Xm

En supposant (ce que nous ferons) les données (xx)o<r<m toutes distinctes,
cette matrice est de rang min(m + 1,n + 1). Par conséquent si n est inférieur
ou égal & m, ®,, est injective ; si n est supérieur & m, ®,, est surjective; enfin si
n =m, ®, est bijective.

Autrement dit, si n est au moins égal & m, il existe un polyndéme P tel que
P(xr) = @i pour tout entier k entre 0 et m.

Notons P, 'unique polyndéme de degré au plus m vérifiant la condition
précédente ; P, est appelé polyndme interpolateur de Lagrange. On a

m .
Pa=Y o [[ 2N

k=0 Ak XE T X

Mais, bien entendu, ce polyndme n’a aucune raison d’étre concave et ce méme
si I'interpolation linéaire par morceaux des données observées est concave.

Prenons un exemple : (xx)o<k<s = (0,1,2,3) et (pr)o<r<s = (0,7,8,9). Les
pentes successives entre deux observations sont 7, 1 et 1, i.e. sont décroissantes.
L’approximation linéaire par morceaux de ces données est donc concave (mais
pas dérivable). Néanmoins ’approximation polynomiale de degré 3 est donnée
par le polynoéme X2 —6X2+12X, ou encore (X —2)3+8, dont la dérivée seconde
est 6(X — 2) qui n’est pas négative sur [0; 3]. Par conséquent X — 6X? + 12X
n’est pas concave sur [0; 3].

A
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Pour n > m, la quantité R(P;¢,x) est minimale lorsque P différe de P,
par un multiple de (X — xo) - -+ (X — xum ). Par ailleurs, pour n inférieur ou égal
a m, la formule

1Pl =

> POy

définit une norme sur E,, et on a R(P;¢,x) = ||P — Pn||*>. Par conséquent il
existe un unique polynome P,, de E,, tel que

. _ i . . _ 2
R(Pn;,X) = Rnypy = min R(P;p,x) = in ||P— Pu|l*,

a savoir la projection orthogonale de P, sur E,.

On calcule P, a partir des données de la fagon suivante. Soit A = A,, ,, la
matrice introduite précédemment et A* sa transposée (la notation représente le
fait que 'on considere A}, , comme la matrice de I'application linéaire adjointe
de ®,,). Les espaces vectoriels Im(A) et Ker(A*) sont orthogonaux. Soit, par
ailleurs, Y le vecteur colonne (¢ )o<k<m- Si la projection orthogonale de Y sur
Im(A) est égale & AX, alors Y = AX + X' avec A*X' = 0. Par conséquent
A*AX = A*Y . De plus Ker(A*A) = Ker(A) et donc A* A est injective puisque
n < m. Par un critére de dimension A*A est bijective, donc inversible. Si on
note X = (A*A)~'A*Y = (aj)o<j<n, alors le polynome P, cherché est égal a
ap+a1 X + ...+ a, X"

Sur ’exemple de la route 1, la méthode des moindres carrés donne par
exemple, en degré 3, le polyndome

P3(X) = 11.27 4 143.9X — 2.279X > 4 0.008866 X 3

qui ne s’annule pas en Xma. (ici 110) et qui n’est pas concave, ainsi qu’on peut
le vérifier sur le graphique ci-dessous :

3000
2500 *
2000 *
1500
1000

500 -

O 20 40 60 80 100
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7 Calcul des approximations sans contrainte

On applique la formule donnée dans le texte pour calculer les polynémes
donnant approximation au sens des moindres carrés. La procédure MC calcule
le polynéme approcimateur pour la route k en degré n. En degré supérieur a
m, on calcule le polynoéme interpolateur de Lagrange. La procédure MC utilise la
fonction linsolve de la bibliotéque d’algébre linéaire.
Par la suite on stocke dans PolMCn la suite des (deux) polyndmes approxi-
mateurs pour chacune de routes, en degré n. Les graphiques correspondants sont
créés dans un couple et sauvegardés dans les variables MCplotn.
On finit par affiche la suite des polynémes approximateurs par route, grace
a la fonction d’animation des graphiques.
>MC := proc(k,n) global x; local A, Y, a, P, i; if n > m
then n := m; end if ; A := matrix(m+l,n+l, [seq( [seq(x[il],
j=0..n)1, i=1..m+1)1) ; Y := vector(m+l, route|lk) ; a :=
linsolve(transpose(A)&*A, transpose(A)&*Y) ; P := sum(a[i+1]*x%,
i=0..n) ; end proc :

>for n from 0 to m do PolMC||n := seq(MC(k,n), k=1..nb) end do :

>for n from 0 to m do MCplot||n := seq(display([dplot[k],
plot (PolMC||n[k], x=xrange, yrangelk], colour=clist[n+1]1)]), k=1..nb)
end do :

>anime := proc(k) local n; display( [seq(MCplot|jn[k], n=0..m-1)],
insequence=true) ; end proc :

>anime(1) : anime(2)
On constate sur les graphiques que les polyndémes approximateurs ne sont
pas toujours concaves et ne s’annulent pas toujours en 0 et Xqz- Pour le vérifier,
on met en place des procédures de tests. On commence par définir une précision,
de fagon & avoir des tests pas trop contraignants. On va donc tester si |P(0)| < &
et si P(Xmaz) < €. En rapport avec les données, on choisit £ = 10.
Les procédures test_0 et test_max testent chacune ces conditions pour la
route k, avec par défaut la tolérance e.
>e :=10;
>test_0 := proc(k) local t,n,e; if nargs = 1 then e := ¢ else
e := args[2] end if ; t := NULL; for n from O to m do if
evalb(abs (subs(x=0, PolMC|jn[k])) <= e) then t := t, n; end if;
end do; [t]; end proc :

> seq(test_0(k), k=1..nb) ;

[77 87 97 10]7 [47 57 67 77 87 97 10]

>test_max := proc(k) local t, n, e; if nargs = 1 then e := ¢
else e :=args[2] end if; t := NULL; for n from O to m-1 do if
evalb(abs (subs(x=ChiMax, PolMC|ln[k])) <= e) then t := t, n; end
if ; end do; [t]; end proc :

> seq(test_max(k), k=1..nb) ;

[47 67 77 87 97 10]7 [77 87 97 10]

On rencontre donc des problémes uniquement en bas degré : dés que le degré
est assez important, le polyndme approximateur ne s’écarte pas trop des points
de controle.
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Passons maintenant au test de la concavité. On utilise les procédures de
Maple sturmseq et sturm qui calculent respectivement Vp et op. On teste ici
la stricte négativité de P" sur [0; Xmaz|. La procédure test_concave teste la
concavité sur l'intervalle [a; b] du polynéme P en 'indéterminée x. La procédure
test_PolMC applique ce test aux polyndémes approximateurs pour la route k. La
variable concave contient les degrés des polynomes effectivement concaves. La
variable pb donne les degrés des premiers problémes de concavité rencontrés.
> test_concave := proc(P,x,a,b) local Q, n, t, i; if degree(P,x) <=1
then RETURN(true) ; end if; Q := diff(P, x$2) ; evalb((subs(x=a, Q) <
0) and (sturm(sturmseq(Q, x), x, a, b) = 0)) ; end proc :

> test_PolMC := proc(k) local t, n, pb; t := NULL; pb := -1; for n
from 0 to m do if test_concave(PolMC|jn[k], x, O, ChiMax) then t :=
t, n else if pb = -1 then pb := n; end if ; end if ; end do; [t], pb;
end proc :

>resultat := seq(test_PolMC(k), k=1..nb) : concave :=
seq(resultat[2+k-1], k=1..nb) ; pb := seq(resultat[2#k], k=1..nb) ;

concave := [0, 1, 2, 4], [0, 1, 2, 3, 4] pb:=3,5

La concavité est proche de celle des données (qui le sont presque!) en bas degré.
Plus on est exigeant en degré et moins la concavité est préservée. C’est un
phénoméne important dans ’approximation polynomiale qui se retrouve par
exemple dans le phénoméne de Runge.

On stocke maintenant dans P1 et P2 les premiers polyndémes approximateurs
non concaves (celui de degré 3 pour la route 1 et celui de degré 5 pour la
route 2). On les affiche avec une précision de deux chiffres, puis on trace leurs
dérivées secondes afin de voir apparaitre la non négativité et mesurer ’ampleur

du probléme.
> for k to nb do P|lk := PolMC||(pb[k]) [k] end do :
> Digits := 2 : for k to nb do evalf(P|[k) end do; Digits := 10 :

11. 4+ 140. z — 2.3 2% + .0089 =
—45+78.7 —2.42% +.0372° — .00024 z* + .45107% z°

> plot([seq(diff (P||k, x$2), k=1..nb)], x=xrange, linestyle=slist,
colour=clist) ;

20 40 X0 8 o0

—6

-8-

Le défaut de concavité n’est donc pas trés important. On va cependant s’at-
tacher a le résoudre.
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8 Approximation polynomiale avec contraintes

On peut traduire les conditions d’annulation aux bornes et de concavité par
des conditions polynomiales :

1. P est divisible par X (Xmaz — X),
2. P" est négative sur l'intervalle [0, Xmaz]-

Commencgons par analyser 'impact de la seconde contrainte. Pour cela, intro-
duisons T, la partie de E,, formée des polyndémes concaves sur [0, Xmaz]- C'est
une partie convexe de ’espace vectoriel réel F,,, c’est-a-dire que I',, contient
tout segment dont il contient les extrémités, ou encore I';, est stable par prise
de barycentre & cofficients positifs. En effet si P et () sont dans I';, et A un réel
de [0; 1], on a, pour tout réel a de [0; 1] et tous = et y dans [0; Xmaz],

AP +(1-XQ)(az + (1 — a)y)

AP(az + (1 —a)y) + (1 = N)Q(az + (1 — a)y)

aAP(z) + (1 —a)AP(y) + a(1 = N)Q(z) + (1 —a)(1 = N)Q(y)
aAP+ (1-X)Q](z) + (1 —a) AP+ (1 =X)Q](y)

vV v

et comme AP + (1 — A\)@Q appartient & E,, il est donc dans T',.
Pour z, y et a fixés comme précédemment, la condition

Plaz + (1 — a)y) > aP(z) + (1 — a)P(y)

définit un fermé de E,, (pour la topologie issue de n’importe quelle norme) et
donc I'), est un fermé de E, en tant qu’intersection de fermés. En conclusion
[, est une partie convexe fermée de E,, (et méme de Ex pour tout entier N
supérieur A n).

Soit P un polyndme quelconque de E,. Si n est inférieur ou égal & m, E,, est
muni d’une norme et donc, puisque I'), est convexe et fermé, il existe un unique
polynéme () de I',, réalisant la distance de P a I[',,, c’est-a-dire tel que

P~ Q|| = min [|[P— 4]
17 = QI = min || ]

Le polynome @ est appelé projection de P sur I',.
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Rappelons comment on démontre l'existence et 'unicité de @. Soit A un
élement quelconque de T',, et B(P,||P — A||) la boule fermée de centre P de
rayon ||P — A||. L’ensemble C = I'), N B(P,||P — Al|) est compact en tant
qu’intersection d’un fermé et d’un compact. De plus il est non vide, puisque A lui
appartient. Par conséquent le minimum de la fonction continue sur I',,, donnée
par la distance a P, est atteint sur C'. Autrement dit @) existe. Si maintenant
Q)1 et Q2 réalisent tous deux de minimum, on peut écrire

Qi+ Q2| _ P—Q1+P—Q2
2 B 2 2

Comme (@1 + Q2)/2 appartient a I',,, par convexité, l'inégalité précédente se
doit d’étre une égalité, par minimalité. Par conséquent les vecteurs P — Q1 et
P — () sont colinéaires et de méme sens. Comme ils sont également de méme
norme, ils sont égaux, i.e. 1 = @2, ce qui prouve 'unicité de Q.

Toujours si n est inférieur ou égal & m, notons @,, la projection de P,, sur
[,,. D’aprés le théoréme de Pythagore, @), réalise le minimum, sur [';, de la
quantité R, (P;p,x). On a également

Ru(Qn; 0, X) = Bn(Pa; 0, X) + || Pn — Qnl* -

Si n est strictement supérieur & m, la situation se complique. II faut alors
introduire

™ ={PecE,|(3Q€cEsny) P+(X—x0) (X—xm)Qel,}.

1 1
SQW—QM+§W—Qm-

‘p

On montre que F%m) est une partie convexe fermée de E,, et on peut donc noter
Q%m) la projection de P, sur (™ Par définition de T'"™ il existe un polynéme
@, dans T';; (qui n’a aucune raison d’étre unique) prenant les mémes valeurs
que Q%m) en xo, - - -, Xm- Ce polynéme minimise R(P;p,x) sur [',.

Dans 'exemple précédent, on obtient le polynéme de degré 3

Q3(X) = 156.7 + 120.9X — 1.685X > + 0.05106X° .

3000
2500 1
2000 l
1500 1
1000 1

500 1 //

07T a0 60 g0 100
Enfin, si on veut rajouter la condition d’annulation aux bornes, on introduit
E? T'ensemble des polynomes de E,, s’annulant en 0 et Xq.. On reprend alors
I’étude précédente en remplacant I',, et '™ par
M=r,nE? e TmO=1MmnE°.
1l vient alors
Q%(X) = 60.86X — 0.005030X* .
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9 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Afin de mieux comprendre la projection sur I';, (ou T'2, T ete.), il
convient de décrire la condition de concavité dans une base orthonormée pour
la norme choisie. Pour cela on utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt.

Soit Gy le polynome constant, égal & 1/4/m + 1. C’est un polyndome de norme
1, proportionnel et de méme sens que 1. Supposons maintenant, pour n stricte-
ment inférieur & m, construits des polynomes (Gy, . ..,G,) de degrés respectifs
(0,...,n). Comme ces polynomes sont échelonnés en degré, ils forment un sys-
téme libre dans FE,, et donc, par cardinalité, une base de FE,,. En particulier on
peut exprimer la projection orthogonale de X™*! sur E,, comme combinaison
linéaire de (Go,...,Gy), de sorte qu'il existe un polynome @) de la forme

Xn+1 - ((IOGO + a1G1 + ...+ anGn)

et orthogonal & E,, (et non nul). De plus, si on pose Gp+1 = Q/||Q]], on a
construit un polynéme de degré n + 1 et donc continuer le procédé.

De la sorte on a obtenu une famille de polynomes de E,, ayant les propriétés
caractéristiques suivantes, pour tout entier n compris entre 0 et m :

1. G, est de degré n et de norme 1.

2. L’espace vectoriel engendré par (1, X, ..., X™) est aussi celui engendré par
(Go,G1,-..,Gy).

3. (Go,G1,...,Gy) est une base orthonormale de E,,.

4. Le produit scalaire entre G,, et X,, est strictement positif.

L’avantage de cette base est qu’on peut la calculer récursivement et que
la norme y prend la forme de la norme euclidienne usuelle. Autrement dit, si
P et @ sont deux polynomes de E,,, écrits sous la forme P = EZL:O arGy, et

Q=21 biGr, on a

m

> (ar — bi)G

k=0

1P -Ql* =

Z ap — bk
k=0

Montrons l’intérét de cette reformulation sur un exemple. On prend m = 2,
avec (x0,x1,X2) = (0,1,2). Tl vient Go = 1/v/3, G1 = (X —1)//2 et G =
(3X%2 —6X +1)/V6etona

llao + a1 X + a2 X?||* = 3a3 + 6apa; + 5a} + 10agas + 9Yaias + 17a3

et
|boGo + bi1G1 + baGa||* = b3 + b7 + b3 .

La condition de concavité est ici la négativité de as (ou de ba, car c’est équi-
valent). Si P est un polynome de degré 2 a coefficient dominant positif, sa
projection sur I's est donc le polynéme P — \/(_3a2G2/3. Il aurait été bien com-
pliqué de le calculer en essayant directement de minimiser ||P — Q||? avec @ de
coefficient dominant négatif.

On pourra s’en convaincre en prenant I’exemple de X2 dont la projection
est 2X — 1/3 : en écrivant || X? — Q||?, on doit trouver le minimum suivant

min 3a2 + 6apa; + 5a 4 10ag(az — 1) + 9a; (az — 1) + 17(az — 1)?
(a0,a1)€R2,a2<0
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Supposons maintenant connus Gy, ..., Gy,. On peut donc écrire
P, =0o0Go+a1G1 + -+ anGp
On a alors, pour n inférieur ou égal & m,
P, = aoGo + a1G1 + -+ Gy,

puisque (Go,G1, -+, Gp) est une base orthonormée de E,,, pour la norme || - ||.
Calculons maintenant ), sur des exemples en petit degré. Commencons par
écrire
Go = go2+ g12X + g2 2 X? et Gs=gos+ 13X + 923X +g33X° .

Par construction, la matrice de passage de (1, X, -+, X™) & (Go,G1,--+,Gp) est
triangulaire supérieure & coefficients strictement positifs sur la diagonale. Il en
est donc de méme pour son inverse. Ainsi g 2 et g3 3 sont strictement positifs.

La concavité étant donnée par la négativité de la dérivée seconde, I's est tout
simplement ’ensemble des polynomes agGo+a1G1+a2Gs vérifiant as < 0. Aussi

Q2 = agGo + a1G1 + Hlin(OéQ,O)GQ .

La description de I's est & peine plus complexe. La dérivée seconde du polynéme
aoGo + a1G1 + a2Gs + a3G3 est un polyndéme du premier degré, croissant si
az est positif, décroissant sinon. Cette dérivée seconde est donc négative sur
[0; Xmaz] Si et seulement si azgs2 + azg2s < 0 dans le cas ou as est négatif
et asga2 + a3g2,3 < —3a393,3Xmaz dans le cas contraire. Autrement dit I's est
décrit par
az922 + asgz 3 + 3max(as, 0)g3 3 Xmae <0 .
Mlustrons cette étude avec g2 3 négatif :
a

La partie hachurée (zone 0) correspond & I's. On repére quatre zones. Le
projeté Qs s’écrit apGy + a1G1 + B2Ga + B3G5 ou (B2, B3) s’obtient ainsi : si
(a2, a3) est dans la zone 0, alors (82, 33) = (a9,as3); si (as,a3) est dans la
zone 1, (Ba,B3) est son projeté sur la droite d’équation asgz2 + azg23 = 0;
si (a2, a3) est dans la zone 2, (82, 33) est son projeté sur la droite d’équation
a292,2 + a3(g2,3 +393,3Xmaz) = 0; enfin si (as, ag) est dans la zone 3, (52, 83) =
(0,0).

Si maintenant on veut rajouter la condition de divisibilité, pour calculer @9,
on obtient les trois conditions :

aogo,0 + a1go,1 + a2go2 =0
ai191,1 + a2(91,2 + 92,2Xmaz) =0
az S 0.

Et donc T'Y est une demi-droite.
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10 Calcul des polynémes orthogonaux

On introduit le produit scalaire et la norme sur E,, dont on se sert pour
lorthonormalisation de Gram-Schmidt. La procédure prod_scal calcule le pro-
duit scalaire des deux polynémes P et Q en I'indéterminée x. La procédure norme
calcule la norme du polynéme P, toujours en l'indéterminée x.
>prod_scal := proc(P, Q, x) global x; local i; sum(subs(x=x[i],

PxQ), i=1..m) end proc :
>norme := proc(P, x) prod_scal(P, P, x)(1/2) end proc :

On peut ainsi évaluer les résidus des approximations au sens des moindres

carrés, i.e. R(P,;p,x). On donne la liste de ces résidus avec deux chiffres signi-

ficatifs.
>Digits :=2 : seq( [seq( evalf( norme(PolMC||n[k]-PolMC||(m) [k], x)),

n=0..m-1)], k=1..n b) ; Digits := 10 :

[3000., 3000., 1000., 420., 370., 330., 290., 240., 230., 230., 0.]
[1400., 1300., 420., 420., 170., 170., 160., 130., 8.9, 6.5, 0.]

La procédure normé renvoie le polynéme P divisé par sa norme. La procédure
base renvoie 'orthonormalisée de Gram-Schmidt de la base canonique de F,.
Si on rajoute un argument (comme "f" pour "flottant"), la procédure renvoie
un polyndme & coefficients flottants. Pour finir on choisit n égal & 5, on stocke
dans GS la base obtenue et on affiche le graphe de ces polynomes.
>normé :=proc(P,x) P/norme(P,x) end proc :
>base := proc(x,n) local schmidt, i, j, P, ps; for i from O to n
do P := xi; if nargs = 3 then P := evalf(P) end if ; if i > O then
for j from 0 to i-1 do ps := prod_scal(P, schmidt||j, x); P := P -
ps*schmidt||j end do; end if ; schmidt||i := simplify(normé&(P, x)) ;
end do; seq(schmidt||i, i=0..n) end proc :

>base(x,1) ;

1 1
~ VI, —— (¢ —53) V14
17V 1558 (¢ 53) V14658

>base(x,2,"f") ;

.3015113446, .008259668953 = — .4377624546
.0002901955036 2> + .5037442855 — 03218117274

>GS := [base(x, 5)] : plot(GS, x=xrange, color=clist,
linestyle=slist) ;

On constate qu’ils oscillent beaucoup. En fait chacun d’entre eux a toutes
ses racines dans intervalle [0; Xmaz]. Mieux, les racines du polynome de degré
k sont situées entre celles du polyndéme de degré k + 1.
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Si on souhaite faire la méme chose pour les polyndémes de FE,, s’annulant en
0 et Xmaz, ON est confronté & plusieurs possibilités. La premiére est de travailler
uniquement sur la base précédente et d’exprimer les conditions d’annulation aux
bornes dans cette base. C’est 'optique qui est celle proposée dans le texte.

Néanmoins, vu qu’on vient de créer une procédure d’orthonormalisation,
on peut la rentabiliser. Remarquons tout d’abord que l’ensemble E,, j;, des
polynomes de E, s’annulant en 0 et Y., est en fait un espace vectoriel. Ce
sont les polynémes de E,, divisibles par (Xmaes — X)X et on peut, par exemple,
prendre comme base de E,, ;i I'ensemble des (Xmaz — X)X, pour i entre 0
et n — 2. Une fois qu’on a une base, il ne reste plus qu’a "orthonormaliser par
la méthode de Gram-Schmidt. C’est ce calcul que fait la procédure base_lim.

Si on travaille de la sorte, on est donc directement dans un espace de di-
mension n — 1, ce qui rend les choses plus faciles (en tout cas pour le visualiser
en petit degré). Par contre il faut alors calculer le projeté Py, jim de Pn, dans
Ep, 1im et exprimer dans la base précédente. Dés lors, la projection P, j;, de
Py, dans Ej i, est obtenue par troncature de Py, 15, tout comme P, l'est &
partir de P,,.

On choisit encore n égal & 5 (et donc n — 2 = 3), on stocke dans GS_lim la
base obtenue par orthonormalisation et on affiche le graphe de ces polyndmes.
>base_lim := proc(x, n) losal schmidt, i, j, P, ps; for i from O

to n do P := (ChiMax-x)*x(i+1) ; if nargs = 3 then P := evalf(P)

end if ; if i > O then for j from 0 to i-1 do ps := prod_scal(P,

schmidt||j, x) ; P := P-ps*schmidt||j end do; end if; schmidt||i :=

simplify(normé(P, x)) ; end do; seq(schmidt||i, i=0..n) end proc :
>base_lim(x,0) ;

~ 5915003 (110 + ) © /43245993
>base_lim(x,1,"f") ;
—.0001520642286 (—110. + ) z,
.001106310225 z° — .6818357786 10~ ° z* — .03919199559 «

>GS_lim := [base_lim(x, 3)] : plot(GS_lim, x=xrange, color=clist,
linestyle=slist) ;

40 X0 80

On observe le méme phénomeéne que précédemment quant & la localisation
des racines des polynomes de cette base.
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11 Calculs de projection

Quand les calculs deviennent complexes, il est utile de développer une algo-
rithmique permettant le traitement par un logiciel de calcul formel.

Montrons comment calculer 9 & partir de la description précédente de T'9.
On se donne une famille libre (e, es,e3) de R? muni de la norme euclidienne
orientée habituelle. On veut décrire la projection sur la demi-droite vectorielle
d définie par les équations et inéquation suivantes

z.eg =0, z.es =0 et r.e3 <0.

Les deux premiéres équations définissent une droite D de vecteur directeur u =
e1 Aey. On a u.ez = det(eq, e, e3) et donc u est un vecteur directeur de d si et
seulement si (e, e2,€3) est indirecte.

Soit maintenant x un vecteur quelconque et y sa projection sur la droite D.
Si y appartient a d, alors y est la projection de z sur d. Sinon cette projection
est 0. Par ailleurs on a y.u = z.u = det(ey, ea, ). Par conséquent y appartient

A d si et seulement si
det(ey, e2,x) <0.
det(el, €s, 63) -

Dans ce cas, la projection de x sur d est y, i.e. (z.u)u/||u||*> ou encore

det(e, e2,)

A .
lex Aeal? 15

Dans le cas contraire la projection de z sur d est donc 0.
Dans le cas du calcul de @9, on a e1 = (go,0,90.,1,90.2), €2 = (0,911,912 +
92.2Xmaz) €t €3 = (0,0, 1). Introduisons

A 90,1(91,2 + 92,2Xmaz) — 90,2911
erNey = B = —90,0(91,2 + 92,2Xmaz)
C 90,091,1

et
a =det(ey,e2,2) = pA+a1B+ayC et N2 =|le;Aey||? = A>+ B> +C?.
Avec ces notations, on obtient

o _ min(a,0)

Q2 = Nz

La situation est donc plus «complétey que pour le calcul de @5 : tous les coef-

ficients de P» interviennent dans le calcul. En fait la condition sur P” ne fait

intervenir que n — 1 coefficients, & savoir ao, ..., a,. La condition d’annulation

en 0 et Xmaqz donne les deux conditions supplémentaires qui font intervenir ap
et aj.

En degré 3, la situation est encore descriptible en termes simples, méme si
on se trouve déja dans ’espace de dimension 4. En effet la condition d’annula-
tion s’écrit (z.e; = 0 et z.e2 = 0) tandis que la condition de concavité s’écrit
(z.e3 < 0etz.ey <0)ou(er,es, es,eq) est un systéme libre. Les deux premiéres
équations décrivent un plan tandis que les deux derniéres sont celles déja étu-
diées. Au final on obtient un cone convexe comme celui dessiné dans la section
précédente, mais au lieu d’étre dans le plan (as,as3), il se trouve dans le plan
d’équation z.e; = x.e5 = 0.

(AGO + BGy + CGQ) .
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12 Suites de Sturm

La concavité s’exprime comme la négativité d’'un polynéme (le polynome
dérivée seconde) sur un intervalle. On s’intéresse maintenant a la traduction
algébrique de cette condition. En degré 2, il s’agit d’un demi-espace (a2 < 0)
et en degré 3 c’est un cone convexe, intersection de deux demi-espaces. Comme
on va le voir, & partir du degré 4 la description de I';, met en jeu des objets
non-linéaires : les (in)équations algébriques qui interviennent sont de degré au
moins 2.

Soit (@ un polyndme a coefficients réels. La condition @) négatif sur [0, X.maz]
peut s’écrire avec un nombre fini de conditions. En effet cette condition est
équivalente au fait que @) est négatif aux bornes 0 et Xmq. de 'intervalle ainsi
qu’en tous ses extrema intérieurs. Autrement dit

Q0) <0
Vo € [07Xmaz] Q(:L’) < 0« Q(Xmam) < 0
Vo € [0, Xmaz] @' () =0= Q(z) <O0.

Traitons un exemple : soit Q(X) = aX? 4+ bX + ¢ sur [0,1]. On a Q(0) = ¢,
Q1) =a+b+cet Q sannule en —b/2a, de sorte que @ est négatif sur [0, 1]
si et seulement si

b b2
c<0, a+b+c¢<0 et 0<——<1=c——<0;.
2a 4a

On peut également formuler le probléme de facon légérement différente, en ut-
lisant les suites de Sturm, bien adaptées au calcul formel. En effet un polynéme
est strictement négatif sur un intervalle si et seulement s’il est strictement néga-
tif en un point et n’admet aucune racine sur I'intervalle. Cette derniére condition
se teste grace au théoréme de Sturm, que ’on va