I ENONCE DU PROBLEME.

1.1 Introduction.

On s’intéresse aux représentations de lalgebre de Virasoro et ses analogues supersymétriques (Ramond
et Neveu-Schwartz): on construit une forme bilinéaire contravariante sur ’espace de la représentation (cf [4],
[6] et [10]), et on cherche les représentations qui sont unitarisables pour cette forme .

Le fait majeur est que l'on trouve un quart de plan ”trivial” d’unitarisabilité, et des ”séries” indexées
par des entiers (cf [1], [2], [3] [7], [8], [10] et [11]). Le paragraphe IL.1 est consacré a ’analyse du cas ”trivial”
z > 3/2et h > 0. Et a partir de ce paragraphe, le plan de 'ouvrage suit celui de [8]. Les propriétés découlant
immédiatement de [8] (et, pour certains points techniques, de [9]) seront énoncées par souci de complétude,
mais non redémontrées.

Les théoremes 2 et 3 ont été énoncés, et une preuve reposant essentiellement sur des calculs numériques
est donnée dans [2] et [3]. Les théorémes réciproques sont démontrés dans [7]. Une démonstration analytique
du théoréme 2 est donnée dans [8].

Remerciements : Je tiens en tout premier lieu a remercier R.P. Langlands sans qui cet article n’aurait
pas vu le jour, et qui a bien voulu consacrer de son temps a m’expliquer son propre article. Je remercie
également J.P. Labesse pour son aide.

81.2 Super-algebres et Super-algebres de Lie.

Définition 1 : Si G est un groupe abélien, une algébre A est dite G-graduée si A se décompose en une somme
directe de sous-espaces A = P Aq, pour lesquels Ao Ag C Aq1p. Un élément a de A, est dit homogéne
de degré a, on note deg a = .

acG

Remarque : si dans une formule, on écrit deg a, ceci sous-entend que a est homogene et que la formule
s’étend par linéarité a A.

Définition 2 : Une super-algébre est une algébre Zs-graduée. Les élements homogénes de degré 0 sont dits
pairs, ceux de degré 1 sont dits impairs.

Définition 3 : Une super-algébre de Lie est une super-algébre A = Ag @ Aj avec un crochet [, ] ,tel que:
(SL1) [a,b] = (—1)(deg a)(deg b)[p, 4] (anticommutativité)

(SL2) [a, [b,d]] = [[a, b], ] + (—1){@e9 D(deg O)[p (4 ¢]] (tdentité de Jacobi)

Remarques :-Ag est une algebre de Lie ordinaire.
-A7 est un Ag-module.
- La donnée de cette super-algebre de Lie est alors équivalente a la donnée d’un homomor-
phisme de Ay — modules ¢ : S?A; — Ay tel que ¢(a,b)c + (b, c)a + ¢(c,a)b = 0.

Exemple fondamental: si A est une super-algebre associative, le crochet [a,b] = ab— (—1)(deg @)(deg by
en fait une super-algebre de Lie.

Remarque : On construit, comme pour les algebres de Lie, la super-algebre enveloppante universelle par
TA=K®dA®(ARA)®---. Les A®---® A étant tous Zs-gradués, T V'est aussi par linéarité. On a alors
U(A) = T(A)/R ot R est I'idéal bilatere engendré par les [a,b] —a @ b+ (—1)(deg @)deg b @ g,

Théoreme 1 (PBW) : Si A = Az @ A; est une super-algébre de Lie, aq,as,...,a, une base de

Ag et by, by, ..., b, une base de Aj, alors une base de U(A) est donnée par les éléments de la forme
af o akmb b avec k>0 (pour 1 <i<m) et 1<iy <ip<...<is<mn.
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Cf, par exemple, [5].

81.3 L’algebre de Virasoro. Le théoréme de Friedan-Qiu-Shenker.

On peut construire l’algebre de Virasoro de différentes manieéres (toutes instructives). L'une de celles-ci
consiste a s’intéresser a l'algebre v, algebre de Lie des champs de vecteurs sur le cercle a série de Fourier
finie ( i.e. polynémiaux). On sait alors que H?(v, C) = C. Un cocycle non nul est donné par:

k(k?— 1)

L gigd 1 49d
e — e —) =0 _
(-e € ) k,—1 12

i do’ i~ df
pour k,l € Z. L’algebre de Virasoro est alors isomorphe & I'extension centrale ( universelle) G = v @& C,
correspondant au cocycle ~.
1okiod

L’isomorphisme envoie Ly sur (3 99-1) et Z sur (0,1). Et, en fait G est le revétement universel de v.
On obtient ainsi une algebre de Lie complexe ayant pour base { Ly, Z }rez, satisfaisant aux relations:

k(k* —1)
12

[Lka Ln] = (k - n)Lk+77, + 5k,—71 Z

(Lo, Z] =0

La sous-algebre de Cartan associée est alors H = CLy® CZ, et, pour A\ € H* tel que AM(Lg) = h et A(Z) = z,
on définit
My={veM | Lyw=hv,Zv = zv}

ou M est un H-module.
Une représentation M de G avec plus haut poids A est alors une représentation engendrée par un vecteur
vy tel que:

Livy =0 pour k£ > 0
Lovy = hvy et Zvy = zvy

vy est alors appelé vecteur de plus haut poids de M.
Le module de Verma associé a \ est alors ainsi construit:

M(A) =U(9) @u) C(N)

ou B est le sous-espace de Borel associé & G (i.e. B=H &N, avec N = @;~9L;— on note également
N~ = ®icoLi—), et ot C()\) est le B-module de dimension 1 avec une H-action donnée par \ et une
N-action triviale.

Par simple calcul de crochets, il est alors clair que M () = ®meNM (M) x_m-
On construit ensuite une forme bilinéaire symétrique contravariante ainsi:
Soit w I'antiautomorphisme linéaire de U(G) tel que w(Ly) = L_, k € Z et qui laisse invariant Z. Soit 5 la
projection de U(G) = U(H) ® (N~U(G) + U(G)N) sur U(H); remarquons enfin que l'on peut prendre pour
vy le vecteur 1 ® 1 de M (\). On définit alors:

(Xvx, Yvr) = (Ao B)(w(X)Y) .
La forme est contravariante en ce sens que:
(Xv,w) = (v,w(X)w)
pour X € U(G) et v,w € M(X). Gréce a cette contravariance, on a une décomposition en somme directe
orthogonale (ie. (v,w) = 0siv € M(X\), et w € M(N), pour u # v). Il est alors clair que le Radical

de cette forme est 'unique sous-module maximal de M (), et donc que L(A) = M (\)/Rad(.,.) est 'unique
quotient irréductible de M ().



On dit alors que la représentation définie par A est unitarisable si, sur L(A), elle donne une représentation
unitaire. D’une maniére équivalente, ceci signifie que la forme (.,.) est non-négative sur M(X).

On a alors le théoreme suivant (cf [2], [8]):
Théoréme 2 (Friedan-Qiu-Shenker):
La forme (.,.) est non-négative si et seulement si:

(i)soit z>1et h>0

(ii) soit il existe un entier m > 2 et deux entiers p, g tels que 1 < ¢ < p < m et:

6 ((m+1)p—mq)2—1

:1—7 =
: m(m + 1) ’ h dm(m +1) .

L’objet de la présente étude est de prouver I'analogue de ce théoréme dans le cas supersymétrique (cf
également [3]).

6I.4 Les super-algebres de Ramond et de Neveu-Schwartz.

Celles-ci sont définies par les relations suivantes:

(i) ve est engendrée par Z, {Ly}(rez), {Fi}icet+z)- € =0 ou 1/2.

(i) [Li, Ly] = (i = ) Litj + 15(8° — )i, Z

(iil) [E}, Fy] = 2Lisj + 5(° — 1)0i—5Z

(iv) [Fi, L] = (i — §)Fiy;

(v) Z est central.

v o est engendrée par Z et les Ly, et v, 1 est engendrée par les F.

La sous-algebre de Cartan est définie de la méme maniere, en rajoutant (si nécessaire ) Fy.

Les notions de sous-espaces propres associés a un poids, de représentations avec plus haut poids, de
modules de Verma se généralisent immédiatement; et on a encore (avec exactement la méme construction)
une unique (& multiplication par un scalaire prés ) forme bilinéaire symétrique contravariante, ainsi qu’un
unique quotient irréductible .

Nous nous proposons alors de démontrer le théoreme suivant:

Théoréeme 3:
La forme (, ., ) est unitarisable si et seulement si:
(i) soit 2 > 3/2; h >0 (e = 1/2) ou A réel (e=0).
(ii) soit il existe un entier m et deux entiers p et q tels que:

0<g<p+1—-2e<m+2—-2cetp—qg+1—-2e€c?2Z

m+4)p—(m+2)q)2—4+1(1_ .

_
Jeth= 8(m +2)(m+4) 82

z=3/2(1—

8
(m + 2)(m + 4)

On abregera souvent m(X).v en Xv.

Si « et @ sont deux multi-indices (n1,...,n:) et (l1,...,0s) ( respectivement), avec n; > ng > ...
ng>0etly >l >...>1; r,s €N, on note:
a e 3 le double multi-indice donné par « et f3,
Vaeps = F—ls SN F—llL—nt . -L—nl'Uqb-

Alors le module de Verma V (= M(A)), est engendré par les vqeg pour o et [ décrivant tous les
multi-indices entiers.

On a nécessairement \* = h — 2, en effet:

Y

1 Z z
5 [Fo, Folvg, ve) = (Lo = 57)vs, vg) = h = 57

N2 = (Ffvgug) = { - X

Et donc, les représentations sont indiciées soit par h et z, si e = 1/2, soit par X et z sinon.



II PREMIERE ANALYSE DU PROBLEME.

¢I1.1 Premiers parameétres: p,q et m.

Premiere réduction:
Lemme 1 [8]: Si la forme (.,.) est non-négative, alorsh€ Ry , z€ Ry, (et h> F sie=0).

P 2(m) = 3(1 - Gerprn)
osons: 2
€ (m+4)p—(m+2)q) —4
et hy, ,(m) = ( 8(m+2)(m+4)) (3 —¢)

Pour ki > ko >...>2 k. >0etly >...>1s >0,
soit a @ 3 = (ki,...,k;) 8 (l1,...,l5), notons p(a e B) =r+set v(ae ) =31 ki+> 51

Alors V = @,,5 Vi avec Vi, = Vect(vaes / v(cv® B) = n), et les V, sont 2 & 2 orthogonaux pour la
forme (.,.). -

Il existe une autre forme sesquilinéaire définie sur V, & savoir {Vaes,Vyes} = 0a,403,s étendue par
linéarité. Les V,, sont encore orthogonaux pour cette forme et, en se restreignant a V,,, on peut écrire:

<u7 U>n = {Hn(u)ﬂ v}n

avec H,, opérateur linéaire hermitien (dépendant de (h,z) ou de (\,z) selon le cas).
Dénotons par P(n) la dimension de V,,. Le point crucial de la démonstration est la formule de Kac pour
le déterminant de H,, (cf [7] par exemple) :

_Pbg
detH, =4, [T T (h=hp,m) % siz==(m),
k<2n pg=k
1—2e+p—qe2N
avec A,, > 0.
Cette formule permet de démontrer la non-négativité pour h > 0, z > %, et h > ﬁ(sz e=0):

Proposition 1 :La forme (.,.) est non-négative pour h > 0,z > %, h>z(sie>0).

Démonstration :
Par continuité, il suffit de le voir pour h > 0,z > %, AeR.
Siz=2z(m)> 2, alors :
pour € =0
z z z  [(m+4)p— (m+2)q]?
h—=)—(h° ——)=h—— —
(h=53) = g (m) = 57) 24 8(m+2)(m+4)

or z(m) > % impose (m + 2)(m +4) < 0. Donc h — hS , >0
pour € = %, z(m) > % impose m €] — 4, —2[ oum =3 +id(d € R, i* = —1).
Dans le premier cas 2¢q < (m + 4)(p — q) + 2q prouve que h;),/q2(m) <0;

dans le second cas, on a Im(hzlj{qQ(m)) # 0.
D’ou det H,, # 0. 1l suffit donc de prouver la proposition pour une paire (h, z) (ou (A, z)...)

On va démontrer par récurrence que :

(i) (Vaegs Vaep) = Cagh? P (1 4+0(1))  cap>0

p(cxeB)+p(ved)
2

) si(cef)# (ved).

(i) (Vass, Vye5) = o



La récurrence se fait sur p(a e 3) + p(y o ).
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Pour prouver ceci, nous avons besoin de deux Lemmes de “réordonnement” assez naturels et dont les

démonstrations sont triviales :

Lemme 2 :pour tout r > 1, (k;)1<i<r € N*", (€;)1<i< € {O,1}"

Xi*kr . Xilklw, = Z s(a e B)vges

v(aeB)=X]_, k;
plaeB)<r

otton a convenu X°, =L_j, et X', = F_; et ot les s(cef3) sont des réels (en fait au plus demi-entiers),
indépendants de h,z et \.

Lemme 3 :
0 sil>S_ ng;

dos(ae Buges sil < 21;:1 n;.
Oi les s(cv e (3) sont nuls si v(ce B) # —1+ S i_ n;, ousi p(ae ) >t

FL_p, ... L pv=

Et ott (nq,...,n:) est quelconque dans Nt, [ € N, t € N*.

Démontrons la proposition:

Siplaef)+p(yed) =2:

1°"cas
(Fi,04, Foiyv9) = (FI, Fi, 04, 09)
2
= (2Lt—1, + 01,1, 41112_ L 2)0g,05)
0, sily # o
2h + z, sily =ls.
2%cas
(F_1,v¢, L_pn,vg) = (Ln, F_1, 04, Vg)
= (1 + ) (B4, 0)
B {0, sing #
T+ %A, sinon.
3°cas

(Lny Vg, Lonyvp) = (Lny Ly 04, vg)
ni(ni —1)

= <((n1 + nQ)LnQ—Tu + 5n2—nl 6

{0, Sy # no

1 .
2n1h + wz, sinon.

Z)U¢,U¢>

Comme \ ~ h'/2 la propriété est vérifiée.

H, ,=H,:
1¢"cas : 8 ou 8§ # (); alors notons § celui qui contient le plus petit indice | dans son écriture (I1,...,1ls).
On a:



<’Ua.5, U7.5> = <Lk1 e LkTle .. .qu F,ls .. .F,llL,nt e L,nl’l}(z,, ’U¢,>

avec my, < ls( et éventuellement s =0, i.e. F_y, ... F_y Ly, ...L_p, =L_p,...L_y,).
On a donc :
<Uaoﬁa 'Uv06> =
(—1)S<Lk1 e LkTle e qule,ls e F,llquL,nt .. .L,m%, U¢>
s /.
+ ijl(—l)s J[2<Lkl .. 'qu—lF—ls . F_lj+1L*(l_j*mu)F_lj—l .. -L—nl'Uq57 ’U¢>
4m2—1
+6mu,lj ml“Q Z<Lk1 .. .qule,ls .. .F,lj+1F,lj71 Ce L,m%, ’U¢,>].
Pour le 1°" terme, on applique d’abord le Lemme 3 et le Lemme 2, puis I’hypothése de récurrence, et
. plcep)+(p(ved)—1) , N . p(cey)+p(ved)
on obtient un O(h z ), c’est-a~dire un o(h z ).
Au  dernier terme, on applique [’hypothése de récurrence, et on obtient un
p(a03)+5(w06)72)
Quand aux autres termes, on peut leur appliquer le Lemme 2, sauf peut-étre pour j = s —dans le cas

ot ly = my—, et on obtient le méme ordre de grandeur que pour le premier terme, sauf si on est dans le cas
ls = my,, otl on obtient :

O(h

2(h + 25217% + Zizllj)@]aoﬂ’ 5 U'yoS/>
avec 8 = (my,...,my—1) et & = (l1,...,ls—1). En appliquant une derniére fois I’hypothése de récurrence,
on obtient H,..
2¢cas: 3 =08 =10. On pose alorsy = (ky,...,k.) et @« = (n1,...,n¢). On suppose, de plus, que k, < n;.

<’Ua.5, U’Y°5> = <Lk1 .. .Lk L—nt . L_n11}¢, 1}¢>
t
= (ke + 1)Lk - Loy Ly o Loy Loy —iy) Ly o Loy 0, )
Jj=1

k(R - 1)

L_
12

5l —ky Z<Lk1 LkalL,nt .. .L,anrl nj_q-- .L,nl’l}(i,, U¢>]
Pour les termes tels que l; — k. > 0, on applique le Lemme 2 puis I’ hypothése de récurrence, et c’est fini.

Pour les autres— i.e.j > i — on obtient

t
2k Y (Liy Ly Loy oo Lony Loy o Loy vg,vg) (R + €, 2)).

i=i

r()+r(v)
2

C’est-a-dire Ah<Lk1 C Lkr—lL_nt—l .. .L_mv¢, ’U¢> + O(h,
Et la récurrence se propage une fois de plus.
Deés lors la positivité est claire en décomposant sur la base formée par les vqe5. Q.E.D.

) avec A > 0.

¢I1.2 Domaine d’étude; Premier point caractéristique.

Construction du domaine d’étude:
Remarquons que z(—6 —m) = z(m) et h, ,(m)(—6 —m) = hg, (m)(m), donc on se limite & 0 < z < 3
pour m > 0.
m 2_g%) . € €
On a alors : h, (m) — h (m) = m% ie. p>q<e hs (m)>hG (m).

Pour m > 0 définissons M (m) tel que :

M? =4+8m+2)(m+4)het M >0

Remarquons que M > 2, et que M > 4/ w sie=0.
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|(m +2)z — (m+4)y| < M
Soit D le domaine de R? défini par{ (m+4)x — (m+2)y > M
0<y<rwz

Propriété 1 [8]:

(1) hy, o(m) > h > hy (m) < (p,q) € D
(i) D contient un point de N? avec y > 0

Posons p(h,z)= Min p et q(h,z)= Min q (resp. pour (\,z)) ou les minima sont pris sur {(p,q) € D/p—
g+ 1— 2 € 2N}
Alors 3p’, ¢ tels que (p,q') € D et (p',q) € D. Etonaq<q etp<yp,

donc *p > ¢' > ¢
x(m+2)p—(m+4)g>(m+2)p—(m+4)¢ >-M
*(m+2)p—(m+4)g< (m+2)p —(m+4)g< M
w(m+4)p— (m+2)g> (m+4)p— (m+2)q > M.

Et donc (p,q) € D.
Définition 1:

Sip—q+1—2¢ € 2N, on pose P(h,z) = (p,q) ( resp. pour (A, z)). Sinon, on peut remarquer que
(p+1,q) et (p,q+ 1) sont dans D, car, en regardant le raisonnement précédent on s’apergoit que (p,y) € D
pour g <y < ¢ (et, ici, ¢ > q), et que, de méme, (x,q) € D pour p <z < p’ (et p’ > p). On est alors
amené & poser, dans ce dernier cas: P(h,z) = (p+ 1,q) (resp. pour (), z)).

Propriété 2:
Si (po, go) € D, avec pg — qo + 1 — 2¢ € 2N, alors le produit poqo est inférieur au produit des coordonnées
du point P(h, z) si et seulement si P(h,z) = (po,qo)-

Démonstration:

Posons P(h,z) = (p,q) (ceci est une nouvelle notation et non pas une supposition) et 2n = pq.

Si (p(h, 2),q(h,z)) = P(h, z), alors:

si pogo < 2n et pg > qo avec (po,q0) # (p,q) et po — go + 1 — 2e € 2N, alors soit py < p, soit gy < q.
Donc (po, qo) ¢ D.

Si P(h, z) = (p(h, z) + 1,q(h, 2)), alors:

Si pg et qo vérifient les mémes hypothéses que précédemment, alors on a pg < p ou qo < q. Dans ce
dernier cas (po,qo) ¢ D. Dans le premier cas, si pg < p — 1 on a encore (po,qo) ¢ D; on étudie donc le cas
oipo=p—1letqgy=qg+1 Onapq—pog = p(h,z) —q(h,z); donc il est nécessaire qu’ il y ait égalité:
p(h,z) = q(h, z). Alors, en reportant dans les inégalités de définition de D

(m+2)p—(m+4)g>—M;(m+4)p—(m+2)g>M,

on obtient p(h, z) = q(h, z) = 2. Mais alors (m + 2)py — (m +4)go = —M — (m +4) < —M.

Et on a encore (po,qo) ¢ D (le cas qo > q + 1 est exclus, car, dans ce cas, pogo > pqg+p—q — 1 > pg;
eneffet p—q—1=p(h,z)—q(h,z) >0.).
Proposition 2 [8]: Si P(h, z) (resp. P(\, z)) est intérieur & D, alors la forme (., .) prend des valeurs négatives
sur V.



Définition 2:
Soit r > s des entiers naturels non nuls. Posons

. h —h; (m))(h — RS ,.(m)), sir#s
T>S(m):{i(z—hﬁ7s(m,)( ) sir=s

De sorte que si (r,s) & D et r # s, alors ¢5. ((m) > 0. On a également :

M
¢r7r<0<:>7°>7

Remarquons que si v = pq, alors ¢y, >0 :
(r+1,r—1) ¢ D, sinon ceci contredirait le fait que pq est minimal; donc, en tenant compte de:

{(m+2)(r+1)—(m+4)(r—1):2m+6—27‘
(m+4)r+1)—(m+2)(r—1)=2m+6+2r

et, en remarquant que M < 2r < M + 2 entraine 2m + 6 + 2r > M et 2m + 6 — 2r > — M, on obtient:

2m+6—2r > M car (r+1,7r—1) ¢ D.

De plusp >rcarp >qetpg =12 Orp=r1r=q=r,etalors ¢, =0. Et sip>r-+1,

g<r—1(pg= rg). En reportant, on trouve :

(m+2)p—(m+4)g>m+2)(r+1)— (m+4)q
>m+4)(r+1—-q)—2(r+1)
>2(m+4) —2(r+1)
>2m +6 — 2r
>M.

Et ceci est une contradiction.



IIT ANALYSES LOCALES; FIN DE LA DEMONSTRATION.

¢ITI.1 Domaine de variation du parameétre réel m.
Posons maintenant P(h, z) = (p,q).On voit qu’il y a trois cas:

(4) (m+2)p—(m+4)g=M
(B) (m+4)p—(m+2)g=M
() (m+2)p—(m+4)g=-M (p+#q)

Lemme 1 [8]:Le cas (C) ne se produit pas.
Désormais nous fixons (p,q). Dans le cas (A)[resp. (B)], on aura h = hy ,(m)[resp. hy, ,(m)].

Lemme 2 [8]:

(i) L’ensemble de tous lesm > 0 pour lesquels h = h, ,(m) et z = z(m) donnent le cas (A) est I'intervalle
m > p+ q— 4 (a condition d’exclure le cas non intéressant q > %)

(i) L’ensemble de tous lesm > 0 pour lesquels h = h;, ,(m) et z = z(m) donnent le cas (B) est I'intervalle
m >p+q— 3, sauf si p = q = 1, auquel cas c’est m > 0.

Remarque : Dans le cas (A), avec € = %, siq> %, la forme (.,.) prend des valeurs négatives sur V.

Démonstration :On a ¢ , < 0, et sir est tel que 2(r —1) < M < 2r, alorsr < q et en raisonnant comme
dans la Proposition 2 du II, on obtient det Hf, < 0.
Pour 0 <z < %, m est une fonction analytique de z, et on peut écrire:

hy, o(m) = hy, (2) = h(z) et de méme pour le cas hy .

Fixons z et considérons Hy, (h,z) comme une fonction de h, au voisinage de h(z). Ses valeurs propres
sont les solutions d’une équation polynémiale a coefficients polindmiaux (donc analytiques réels). De plus ses
valeurs propres sont réelles pour h réel, car Hy, (h, z) est symétrique; on peut ainsi faire un développement
de Puiseux des racines:

Oéi(h) = 4o + Oéﬂ(h — h(Z))l/k + Oziz(h — h(Z))Q/k 4+... pourl<k< P(’I’Ll)
Mais alors «;; est réel pour tout j:
a;(h) est réel pour h réel; h(z) est aussi réel.

Donc a;q est réel; mais alors aussi

iy ai(h) — aio
iy = llmhah(z)[(h _ h(z))l/k]

Et ainsi de suite pour tout j.
Mais, en multipliant h — h(z) par eV=Im — _1 € R, on obtient :

Q45 € R Qe —1mj/k cR

Donc j ¢ kZ = a;; =0

On peut ainsi prendre k =1 et :
Propriété 1 :

ai(h) = aio + it (b — h(2)) + aga(h — h(2))* + ...

9



Donc, cf [8], dans un voisinage de (h(m),z(m)), on peut trouver une fonction analytique v(h,z) a valeurs

dans V,, telle que v(h,z) soit de norme 1, soit vecteur propre pour Hf (h, z), et corresponde a la valeur propre
0 quand h = h(m); z = z(m), cf]9].
De plus,

Or, Lyv(h(m), z(m)) € Vi, et Hy,_.(h(m),z(m)) est inversible (carn —k <n ).
Donc, Liv(h(m), z(m)) €V,-, = {0}.
11 existe donc un homomorphisme de v.-modules
¢ ‘ Vh(m)+n,z(m) . Vh(m)7z(m)
transportant vg(mHmz(m) sur v(h(m), z(m)).
Grace a ce vecteur, on va pouvoir étudier la structure de la forme hermitienne contravariante quand m
tend vers I'infini.
Définition 1:

Pour ny < n' oum # m', posons Uy, = U,, (m) l'espace des vecteurs propres pour 0 dans V,,, .
Pour (h, z) voisin de (h(m’),z(m’)), on pose:

Upy(hyz) ={L_p, ...L_p, Fy, ... F_jv(h,2)] Zk;+Xl; =n' —n}.
On définit alors U, (m) = U,/ (h(m), z(m)). Les deux définitions coincidant quand elles s’appliquent toutes
les deux cf [8]. Alors, Uy, (m) est défini et est une fonction analytique de m: Il existe {v1(m),...,Vp(y,)(m)}

tel que v;(m) soit analytique en m, et {v1(m),... ,vdimUnl(m)} soit une base de U, (m).).
Soit W,,, son orthogonal par rapport a la forme {, ., }.
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¢ITI.2 Deuxiéme point caractéristique du probléme.

On va, maintenant, chercher a définir un deuxiéme point caractéristique du probleme. Ce point va
correspondre au deuxiéme point minimal pour la fonction produit sur la frontiére de D, avec la bonne parité.
Si on regarde les droites x —y = p — q+ 2k, avec k € Z, et leurs intersections avec D, on se rend compte
que les points minimaux correspondent (si cette intersection existe ) a k = —1 dans le cas (A), et a k =1
dans le cas (B). Malheureusement, cette intersection n’existe pas toujours dans le cas (A), comme le montre
un petit calcul. Aussi, dans ce cas, il faut distinguer deux sous-cas, correspondant, respectivement, a :
Cas (A1) : p—q >3 oup—q=2, avec m non entier.
Cas (A2) : p—q=1oup—q=2, avec m entier.
Remarque: Le cas m entier ne nous intéressera pas, puisque c’est justement ce que I’on veut démontrer.
Dans le cas (A1), I'intersection des 2 droites (m+4)x — (m+2)y = M et x —y = p—q— 2 est un point
(x(m),y(m)) avec p’ — 1 < x(m) < p’ pour un certainp’ > p — 1.
Siz(m) =9, alorsy(m)=q¢ =p ' —p+q+2, et m=p' +q— 2.
Dans les cas (A2) ou (B), I'intersection des 2 droites (m+2)x — (m+4)y=M et x —y=p—q+2 est
un point (z(m),y(m)) avecp’ —1 < x(m) < p’ pour un certain p’ > p.
Siz(m)=9p', alorsyim)=q¢ =p' —p+q—2, et :
Dans le cas (A2) : m=p —p—4
Dans lecas (B) :m=p+q —2
Et on a donc m € Z.
Remarque : En plus, dans le cas (A2), on a aussi

(m+2)p—(m+4)g=M
(m+2)(p—q)=M+2q
m+2=DM-+2q

Dé finition — Propriété 2:
xsip’ —1 < x(m) < p' etsi(p,q) est sur la frontiére de D avec la bonne parité, et si p1q1 < p'q’, alors

(p1,q1) = (p, q)-
* si x(m) =p’ et (p1,q1) comme ci-dessus, alors (p1,q1) est soit (p,q), soit (p’,q’).

Démonstration :
Cas (Al):
Onécritpr —qu =p — ¢ +2k, k € Z.
Si k <0, alors
(m+4)pr — (m+2)g1 = (m+2)(p1 — q1) +2p1
< (m+2)(z(m) —y(m)) + 2p
< M +2(p1 — x(m)).

Donc p; > x(m), soit p1 > p’. On a aussi g1 = ¢’ + (p1 — p’) — 2k; et donc le seul cas possible d’égalité est:

(plvql) = (plvq/)'
Sik=1,onap—q=p; —q. Et de

(m+2)p1 — (m+4)qp = M
ou

(m+2)pr — (m+4)q = -M
ou

(m+4)p1 — (m+2)qp = M

on tire:
(p,9)
(p1,q1) =< (p+ M,q+ M)
(_Q7 _p)
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Le troisiéme cas est clairement impossible; quant au premier, il est admis dans le lemme. Reste le second:
(m+4)(p+M—-2)—(m+2)(q+M)=M+2(m+3)(p—qg—1)—2> M.

Donc p' <p+ M — 2, soit ¢ < g+ M, d’ot1 la contradiction sur le produit p1q;.
Si k > 1, remarquons

(m +2)(z(m) —y(m)) + 22(m) = (m +2)(p — ¢) — 2¢
m+2=z(m)+q.

Soit alors ' = x(m) + 2k

(m+2)a’" — (m+4)y(m) = M — 2z(m) — 2y(m) + 2k(m + 2)
>M+212(m+2)—xz(m) —y(m))
> M +2(x(m) — y(m) + 2q)
>M+2(p+q—2)> M.

Donc p1 > 2’ et ¢1 > y; soit ¢1 > ¢’ et p1 > p’. Contradiction.
Cas (A2)
Ce cas est trivial, car, en écrivant p1 —q1 = p — q + 2k, on a:
Si k < —1, la droite x — y = p; — q1 ne rencontre pas D.
Si k=1, on a encore :
(p,q)
(p1,q1) = (p+M,q+ M)
(_Q7 _p)

Encore une fois, seul le deuxiéme cas pose probléme, et on a:
(m+2)(p+M—-2)—(m+4)(g+M)=-M-2(m+2) <M

On conclut encore que p’ <p+ M —2,et ¢ < q+ M;

Sik >0,

(m+2)p1 — (m+4)q1 > M +2(z(m) — p1

d’ot1 p1 > p’. Contradiction.
Cas (B)

On procéde de méme.

Sik>0

(m+2)p1 — (m+4)q1 = M +2(y(m) — q1) + 2k(m + 2).

On retrouve comme seule possibilité (p1,q1) = (p', ¢).

Si k = —1, en écrivant de méme les équations de la frontiére de D, on obtient comme possibilités:
(_(L _p)
(plaql): (M_Q7M_p)
(p.q)

Seul le deuxiéme cas pose probléme:

m+2)(M—-—q¢)—(m+4)(M—-—p—2)=—M+2(m+4).

Sip#q,alors M = (m+4)(p—q)+2q9 > m+4; et doncp’ < M —q, soit ¢/ < M — p, et on a une
contradiction sur le produit piq.

Si, au contraire, p = q le seul point commun entre la droite x =y et D est (p, q), donc le probléme est
clair [en fait, p=qg=p1 =q = M/2 ].
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Sik < —1, on a encorem+4 =xz(m)+q et
(m +4)z(m) — (m+2)(y(m) —2k) <M —(p—q+2)
Soit p1 <p' et 1 > ¢'. Q.E.D.

11 nous faut établir la Proposition suivante:

Proposition 3:Si le cas (A) ou (B) se produit, et que p’ — 1 < x(m) < p’, alors la forme {(.,.) prend des
valeurs négatives sur V.

Nous allons faire un raisonnement par I’absurde. Remarque : on peut fixer p,q,p’ et laisser m paramétrer
la courbe z = z(m); h = hy, (m) (B) ou h = hg ,(m) (A).

¢ITI.3 Analyse locale de la forme hermitienne contravariante.

L’étude se conduit assez simplement, mais demande un peu de technique. Tout d’abord, il s’agit d’étu-
dier ’homomorphisme mis a jour au §1.
Lemme 3: det (™ )+m-2(m) #0

n’—n
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Démonstration:

On doit prouver que h(m’) +n # hy, 4, pour p1q1 < 2(n’ —n), i.e.:
Dans le cas (A):

[(m' +2)p = (' +4)q]? + 8(m' + 2)(m' + )T [(m' + 4)p1 = (' + )]
Dans le cas (B):

[(m' +4)p — (m' + 2)q)* + 8(m' + 2)(m’ + 4)% #[(m' +2)p1 — (m' + 4)q1]?
Et, ceci est équivalent a :

(m' +2)p+ (m' +4)q # £[(m’ + 4)p1 — (m' + 2)q1]

(A)
ou
(m’ +4)p+ (m' +2)q # £[(m’ 4+ 2)pr — (m' + 4)a1] (B)
m’ + 2 et m’ + 4 sont premiers entre eux si m' est impair (m’ € N); et, sinon, m;” et # le sont.
Raisonnons par I’absurde: Dans le cas contraire,

pEtaq =k(m' +4)et £p1—q=k(m'+2)
dk € Z tel que

(A)
ou
ptpr=k(m' +2)et £q —qg=k(m' +4) (B)
Ecrivons p1q1 < 2(n' —n) = p'q’ — pq sous la forme:

P11 +pg=(@Ep)(xq —q) +(pE£p1)g— (£ — @)p
=(tq)Epn —q+@Eq)g—(£p1 —q)p

si (A)

:]g2(m/-|—2)(ml—|—4)—&—k(m/—|—oz)q—k(m'—i—G—a)p{Zi;L si (B)
<p'¢ =[m' +6—-a)—q(m'+a)—p]

Soit:

(1 —E*)(m' +2)(m' +4) = (¢ + kq)(m' +a) — (p — kp)(m' + 6 —a) + pg > 0
(1 =E)(m' +6—a)—gl[(L+E)(m' +a)—p] >0

/
’ ___Jp +gq
m+6 a_{M+2q (A2) 1
, o p+d
m+a_{M+2p (A2) > P

Si k # 1 le signe du produit est donc celui de (1 — k?)(m/ + 2)(m’ 4+ 4). Et donc, nécessairement, k = 0.
Si k = %1 le produit est clairement négatif.

Or,

Mais si k = 0, alors

pta=0etq==xp; (A)
ou
pEtpi=0etq==xq (B).
Et ceci est évidemment une contradiction. Q.E.D.
On voit facilement (cf [8]) que Jy,, (m), restriction de H,, (m) & W,,, est non-singuliére sauf peut-étre

critique :

sin=mn' et m =m’'. L'opérateur J,, étant continu, et méme analytique, notre supposition implique alors
que Jp, est positive (en tant que forme) pour tout m, siny < n’. Il s’agit, maintenant, de ’étudier au point
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Lemme 4 [8]: Au voisinage de (h(m'), z(m’)), on a:

a(h,z) = a(h,z).(h—h(z)) avec 0 < A <la(h,z)]| < 1/A
si: A est une constante,
H, (h,z)v(h,z) = a(h,z).v(h,z) cf. 1IL.1,

h(z) = hy, ,(m) ou hy ,(m), si z = z(m).

Lemme 5 [8]: Soit Ky (h,z) la restriction de Hy/(h,z) a Uy (h, 2).
Dans un voisinage de (h(m'), z(m’)), on a:

det K (h, 2) = k(h, 2).a(h, 2)"" ™
et, il existe une constante K telle que: 0 < K < |k(h,z)| <1/K.

On en déduit la propriété fondamentale suivante :
Propriété 3 [8]: Au voisinage de m/, il existe D € R

tel que det J,:(m) = d(m).(m —m’) avec 0 < D < |d(m)| < 1/D.

Ainsi, on obtient que pour m’ > m, la forme prend des valeurs négatives car det J,,,(m) change de signe en

m'.

Corollaire 1 [8]:

(a) siz(m) >p' —1, z(m) #p' et ny <n’ = 1p'q, alors la dimension de I'espace des vecteurs nuls dans
Vi, est P(ny —n).

(b) si x(m) =p’ et n1 < n’, cette dimension est encore P(ny — n), mais si ny =n’ c’est P(n1 —n) + 1.

¢IT1.4 Etude locale a l’infini.

La conclusion de cette étude est donc:

La supposition que H,, (h(m), z(m)) est non-négative pour un m donné (p' —1 < z(m) < p’ ) a amené
la conclusion que J,,(m) est positive pour des m grands, si ny < n’, mais que J, (m) a au moins une
valeur propre négative pour m grand. Nous montrons maintenant, pour conclure, que ceci est impossible en
étudiant ce qui se passe a la limite (i.e. z — 3/2).

Quand m tend vers I'infini, (h;, ,(m),2(m)) tend vers le point ((p;q)g ,3/2) sie =1/2, et (A\(m),z(m))

tend vers (:I:p—\;g, 3/2) sinon. On désignera le point limite par un indice 0 (e.g. (ho, 20))-
Si p # q, on peut paramétrer la courbe par y = %; sinon, on peut prendre = 3/2 — z.
Des lors les matrices Hy,, (u) = Hy,,(m) = Hy, (h(m),z(m)) sont des fonctions analytiques du paramétre p,

et les valeurs propres de H,,, (1) sont alors données par des séries entiéres :
o = ozi(u) =40 ot

Nous définissons VO(’ZI) comme étant I'espace des valeurs en p = 0 des f, germes de fonctions holomorphes au
voisinage de 0, & valeurs dans V,,,, et telles qu’il existe g germe en 0 de fonction holomorphe a valeurs dans
Vo, et :

Hy, (1) f (1) = 1*g(n)

Lemme 6 [9):

Il existe P(p) et Q(u), deux matrices analytiques telles que:
Leur déterminant commun est constant, égal a 1.
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La matrice P(u)H,, (1)Q(p) est diagonale (et on peut méme faire en sorte que les coefficients diagonaux
soient ordonnés par ordres en pn = 0 décroissants).

Lemme 7 [9]:
Si on note d,(;”) = Dim(VO(zl)), alors :
Z d,(cnl) = ordg det Hy, (11).
k>1
SITI.5 Conclusion. Le théoreme FQS.

Définition 3: Si f et g sont deux germes, en 0, de fonctions & valeurs dans V,,,, telles que H,, (u)f(u) est
d’ordre au moins k, en 0 ( resp. pour g), on pose :

(fr 90 (1) = ™" {Hony (1) f (1), 9(1)}-
(Zl), avec v = f(0) et w = g(0), on pose :
(v, ), = T p™ L Hoy (1) f (1), 9(0)}-

La définition est licite car, si f(0) = h(0), alors (f —h)(0) = 0. Et alors, en s’intéressant au cas a (f —h)(p) =
wf1(p), on obtient :

Siv,w eV,

s

Hy, (1)g (1) = 1F g1 ()
T {H e (0)(f = h) (1), 9()} = ™" (), 1P ga ()} -
= p{fi(p), g1(p)}

On peut également remarquer que le calcul précédent prouve que V0(7121+)1 et VO(ZI) sont orthogonaux par

rapport a la forme (, ., )i; et donc, celle-ci induit une forme bilinéaire symétrique sur le quotient VO(Zl)/VO(Z:_)l,
notée similairement.

Propriété 4 [9]:
La forme (, ., ) est non-dégénérée sur VO(’Zl), k> 0.

Posons
vk — @ VO(;zl)
n1

Xk = vkl = @ VO(77]21)/V0(77]21+)1
n1

) sont

On étend la forme bilinéaire que ’on avait pour chaque ni, a tout I’espace, en décrétant que les Vo(r,zl
orthogonaux deux a deux, pour des n; distincts.
Il est alors clair que H,, (1) est non-négative pour de petits u, si et seulement si les formes (, ., ) sont

toutes positives.
Corollaire 2 [8]:

(a) Les espaces V¥ sont invariants par m = 7% et donc v, opére sur X*.
(b) La forme (.,.);, sur X* vérifie :

<me7 y>k = <(E, L—my>k meZ
<Fﬂx7y>k = <$7 F—ny>k ne€Z.
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Pour h > 0, la représentation ©"3/2 sur V3/2 a un unique quotient irréductible p"3/2, sur X"3/2  sur
lequel on a une forme hermitienne qui fait de p3/? une représentation unitaire, dans le sens que:

ph,B/Q(Lm)* :ph,B/Q(L_m) et ph,B/Q(Fn)* :ph’B/Q(F_n)-

Une telle forme est unique, & multiplication par un scalaire preés.
Prenons, en particulier, h = %, re€Z (avecr =p—q).
Alors, h = hb2%,(0) si et seulement si 72 = (ps — ¢2)2.
De méme, si A = +—=, r € N, alors h = h, 4,(0) si et seulement si % = (pa — q2)*.
En particulier h = h;. 1 1(0). Doncr+1 est le plus petit entier pour lequel H,, est dégénérée et comme,

de plus, Pespace propre associé & 0 est de dimension 1, V' s’envoie dans un quotient de Vh*++1:3/2 En
continuant, on obtient:

Propriété 5 [8]:
V32 admet une filtration de sous-modules V"3/2(k), k > 0, telle que:
V32 — yh3/20) D vh3/21) DL D VR 2(R) DL

la représentation sur le quotient V"3/2(k)/V3/2(k 4- 1) est ph():3/2,
En posant: h(k) = (r +2k)?/8 sie = 1/2, et A\(k) = £(r + 2k)/+/8 sinon.

En conclusion, X* est une somme directe de sous-espaces irréductibles et invariants X j’-“, et la restriction
de (, ,)r a X Jk est soit positive, soit négative. L’hypothése que nous essayons de contredire implique, alors,
que la forme est positive si Xj’-C contient des vecteurs de poids h 4+ n1 n1 < n’, et qu’il existe j et k tels que,

sur X J’?, la forme est négative et contient un vecteur de poids h + n'.
Le Lemme suivant assure donc la contradiction:

Lemme 8:

’4 . r2 ’ (r420)2 .
L’équation g +n' = ~—¢— n’a pas de solutions dans Z.

Démonstration:
On peut réécrire I'équation sous la forme: 2n’ = 1(I + r).
Or2n' =p'q’ et r = p — q, donc:

W +0@ —0)=pd-C+1Ud—p)
=p'qd —P+1g—p)+2
— 491,

Or p' +1 > 1, donc la seule solution est:

L1 (A
p_letq—l—{_l (A2) ou (B).

Dans le cas (A1), on obtient p’ — ¢’ = —1, et ceci est une contradiction.

Dans les cas (A2) ou (B), on obtient p— q=p" — ¢ —2 = —1, et on a encore une contradiction. Q.E.D.
Ceci achéve la démonstration du Théoréme.

17



Bibliographie

[1] Belavin, A., Polyakov, A., Zamolodchikov, A.B.: Infinite conformal symmetry of critical fluctuations
in two dimensions, J. Stat. Phys. 34 (1984), 763-774

[2] Friedan, D., Qiu, Z., Shenker, S.: Conformal invariance, unitarity and two dimensional critical
exponents, in Vertex Operators in Mathematics and Physics M.S.R.I. Publications 3 (1985) 419-450

[3] Friedan, D., Qiu, Z., Shenker, S.: Superconformal invariance in two dimensions and the tricritical
Ising model, Phys. Lett. 151 B (1985) 37-43

[4] Jantzen, J.C.: Moduln mit einem héchsten Gewitch, Lecture Notes in Mathematics 750 (1979)

[5] Kac, V.G.: Lie superalgebras, Advances in Mathematics 26 (1977) 8-96

[6] Kac, V.G.: Contravariant form for infinite dimensional Lie algebras and super-algebras, Lecture
Notes in Physics 94 (1979) 441-445

[7] Kac, V.G., Wakimoto, M.: Unitarizable highest weight representations of the Virasoro, Neveu-
Schwartz and Ramond algebras, in Proceedings of the Symposium on conformal groups and structures,
Clausthal (1985)

[8] Langlands, R.P.: Infinite Dimensional lie Algebras and their Apllications, Edited by Steven Kass,
World Scientific (1988)

[9] Rocha-caridi, A.: Inventiones Mathematicae 72 (1983) 57-75

[10] Rocha-caridi, A.: Vacuum vector representations of the Virasoro algebra, M.S.R.I. Publications 3
(1985) 451-473

[11] Shapovalov, N.N.: On a bilinear form on the universal enveloping algebra of a complex semi-simple
Lie algebra, Functional Analysis Appl. 6 (1972) 307-312

18



