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Introduction

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, II,,(G) son
dual unitaire, 1® la mesure de Plancherel de G . SiT est un sous-groupe
discret de G , co-compact, la représentation réguliére droite de G dans
L?(T'\G) est somme directe dénombrable de représentations unitaires 7
avec multiplicités finies mp(7) . La mesure associée & la décomposition
spectrale de la trace dans la représentation réguliere droite de G dans
L*(T\G) est :

pr = vol (\G)™" Y mp(m)s, .
well, (G)

D. De George et N. Wallach ont énoncé une conjecture qu’il est naturel
de généraliser :
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Principe de Corwin, De George et Wallach. Nous dirons qu’un
groupe localement compact unimodulaire G satisfait au principe de Corwin-
De George-Wallach si pour toute famille (T'y)nen de sous-groupes dis-
crets co-compacts de G telle que :

1. pour tout n , 'y, est normal dans Ty
2. pour toutn , I'y D Tpy1,
3. Vintersection des T',, est réduite ¢ {1} ,

et pour tout ouvert U de I1,(G) , relativement quasi-compact et dont
la frontiére est de u&-mesure nulle,

lim pr, (U) = u(U) .

n—00

Ce principe a été établi par L. Corwin (Corwin, 1977) pour les
groupes nilpotents connexes et simplement connexes (sans ’hypothése
de normalité (¢)) et par P. Delorme (Delorme, 1986) pour les groupes de
Lie linéaires semi-simples connexes. Notre preuve repose sur un principe
de densité que nous établirons pour les groupes linéaires réductifs con-
nexes sur un corps local de caractéristique zéro.

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, y une mesure
borélienne positive sur le dual unitaire II,(G) de G et H une sous-
algebre de convolution de ’algebre L (G) formée de fonctions telles que
pour toute représentation unitaire irréductible = € II,,(G) Popérateur
m(¢) soit & trace. La transformée de Fourier scalaire de ¢ est la fonction
sur le dual unitaire :

~

¢ w— trw(g) .

Principe de densité. Nous dirons que le triplet (G, H,p) satisfait au
principe de densité si l’assertion suivante est vérifiée : soit f la fonction
caractéristique d’un ouvert U relativement quasi-compact p-régulier de
I1,(G) ; pour tout € strictement positif, il existe ¢ et ¢ dans H telles
que

‘f—;ﬂﬁ{b\ et ,u({b\)ge.

L’intérét du principe de densité vient de la proposition suivante
(Proposition 1.3) :
Proposition. Soient G un groupe localement compact unimodulaire,
H Ualgébre de Hecke de G et u& une mesure de Plancherel sur le dual
unitaire de G . Si le triplet (G, H, %) satisfait au principe de densité,
alors G vérifie le principe de Corwin-De George- Wallach.
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Principe de densité 3

Nous établissons un théoreme de densité pour les groupes réductifs

sur un corps local de caractéristique zéro et plus généralement pour les
produits d’un nombre fini de tels groupes.
Théoréme de densité (7.3 (b)). Considérons un ensemble fini de
groupes linéaires algébriques réductifs G; définis sur des corps locaux F;
de caractéristiques zéro. Soient G; = G;(F;) et G le produit de groupes
G; . Soient H lalgébre de Hecke de G et u la mesure de Plancherel sur
le dual unitaire de G , alors (G, H, u%) vérifie le principe de densité.

Nous en déduisons le théoréme de Delorme généralisé au cas d’un

produit de groupes réductifs sur des corps réels ou non-archimédiens ;
cela permet en particulier de traiter le cas des tours de sous-groupes
S-arithmétiques.
Théoréme (1.6). Soit G comme ci-dessus et soit (I'y)pen une famille
de sous-groupes discrets co-compacts de G vérifiant les hypothéses du
principe de Corwin-De George- Wallach. Alors pour tout ouvert U rel-
ativement quasi-compact puC-régulier, la suite des mesures ur, est telle
que

pr, (U) = p(U) .

Si les sous-groupes discrets sont seulement supposés de co-volume
fini, les choses se compliquent. Par exemple il existe des suites de sous-
groupes arithmétiques de SLg(Z) dont le co-volume tend vers l'infini
mais pour lesquels la variété quotient est de genre 1 . On peut tout
de méme espérer que, sous certaines conditions, la mesure associée a la
décomposition spectrale de la trace dans le spectre discret de L2(T'\G)
(voire dans le spectre cuspidal si G est réductif) converge vers la mesure
de Plancherel lorsque I' tend vers {1}. Il n’y a pas encore de résultats
complets dans cette direction, néanmoins, sans autre restriction sur I' ,
Savin (Savin, 1989) a obtenu la convergence de ur(U) vers la mesure de
Plancherel de U dans le cas ou U est réduit & un singleton du spectre
discret de G .

Nous avons bon espoir de démontrer un énoncé général en utilisant
la formule des traces invariante d’Arthur. Nous avons d’ailleurs déja
obtenu des résultats partiels pour le cas PGLs .

1. Principe de Corwin-De George-Wallach

Mesure associée G un sous-groupe discret co-compact. Soit G un groupe

localement compact unimodulaire, notons IL,(G) le dual unitaire de

G , i.e. 'ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles de G , muni de la topologie de Fell (Fell, 1960). Nous fixons
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une mesure de Haar sur G et en déduisons une mesure de Plancherel sur
II,(G) , notée u® . Soit I un sous-groupe discret co-compact dans G .

La représentation réguliére droite pr de G dans L2(T'\G) est somme
directe dénombrable de représentations unitaires T avec multiplicités
finies, mr(7) . La mesure

pr=vol M\G)* > mp(7)dz
7el, (G)

est, au facteur vol (I'\G) ! pres, la mesure associée & la décomposition

spectrale de la trace dans la représentation réguliere droite de G dans
L*(T\G) . En effet, soit f € C>(G) une fonction lisse et & support
compact sur G , Popérateur pr(f) a pour trace

tr(or(f) = Y, mr(@ t (7))

7€, (G)

et donc

tr (pr(f)) = vol (T\G) pr(f)

(f désigne la transformée de Fourier scalaire de f ). La formule des
traces de Selberg, qui est simple & prouver et & écrire dans le cas co-
compact, donne une expression “géométrique” pour cette trace. Notons
{T'} un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans I' .
Nous avons (Godement, 1962; Labesse, 1990)

tr (pr(f)) = > vol (T,\G,) @5(v, f)

ve{T'}

oul, et é.y désignent les centralisateurs de v dans I et G respective-
ment et &~ (7, f) est 'intégrale orbitale de f sur 'orbite de ~ :

®5(7, f) :/~ _fl@tya)de .

G \G

Toutes les sommes et intégrales sont absolument convergentes.

Mesure associée a une fonction lisse a support compact. Appliquons
ce qui précede a un groupe G qui est un produit :

G=GxG@ .

Soit f une fonction sur G x G’ décomposée, i.e. une fonction de la forme

f=0®h.
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Principe de densité 5

LEMME 1.1. Soit h dans C°(G') de type positif; alors, pour toute
représentation w dans I1,(G) , la série

Z mr(r ® w')ﬁ(ﬁ')

! €I, (G)

est convergente. Nous noterons sa somme mp(m,h) .

Proof. Soit m dans II,(G) , il existe ¢ dans C°(G) de type positif
et dont la transformée de Fourier scalaire ne s’annule par sur 7 . Nous
savons que l'opérateur pr(¢ ® h) est & trace et donc

Y. me(r@a)h(r’) | §(x) < tr (pr(¢®h)) < oo
! €Iy (G')

Sous ces conditions, nous définissons une mesure borélienne positive
sur II,,(G) en posant

1

—_— mr(m, h)or ,
vol (T\G) ﬂ'EHZu(G)

Bh =

ou 6, est la masse de Dirac en w. La mesure uy est telle que

~ 1
pr(d) = Wtr (pr(¢ ® h)) .
Tours.

DEFINITION . Nous dirons qu’une suite de fonctions (hp)nen dans
CX(G") est une tour de fonctions tendant vers 1 si :

— pour tout n dans N, hy(1) =1,
— pour tout x dans G' distinct de 1 | lim, 00 hyp(z) =0,

— il existe une fonction g continue et d support compact sur G’
qui majore absolument tous les éléments de la suite : pour tout x
dans G' et pour tout n dans N | |hy(z)| < g(z) ,

— pour tout n dans N , h, est une fonction de type positif, c’est-

d-dire que, pour tout m dans IL,(G) et tout n dans N |, h,(w) >
0.

comp3940.tex; 30/05/2001; 11:53; p.5



6

PROPOSITION 1.2. Soit I" un sous-groupe co-compact de G=GxG
qui se projette injectivement dans le second facteur et (hy)nen une tour
de fonctions tendant vers 1 . Alors, pour toute fonction ¢ lisse et a
support compact sur G , nous avons

. N ETIN
Jim pup,, (¢) = 7 (9) -
Proof. Les intégrales orbitales sont absolument convergentes. Le
théoréme de convergence dominée montre que, si £ # 1 , nous avons :

lim ®¢i(z,h,) =0 .
n—oo

Comme

@6(77 ¢ ® hn) = QG(’Ya ¢)¢G’ (7a hn) )
la contribution de chaque classe de conjugaison non triviale tend vers
0 . Par ailleurs, par hypothese, ®¢(1, hy,) = h,(1) = 1. Comme toutes
les expressions qui entrent dans la formule des traces sont absolument
convergentes, une nouvelle application du théoreme de convergence
dominée montre qu’a la limite

Tim tr (pr(¢ ® hn)) = vol (T\G) (1) .

PROPOSITION 1.3. SoitT' un sous-groupe co-compact de G=GxG
qui se projette injectivement dans le second facteur et (hy)nen une tour
de fonctions tendant vers 1 . Alors, pour toute fonction sur IL,(G) , f
borélienne bornée et telle que, pour tout € strictement positif, il existe ¢
et 1 lisses & supports compacts sur G vérifiant |f — ¢| < ¢ sur I1,(G)
et uG({Z;) <€, nous avons :

: G
Jim pp, (f) = 7 (f) -
Proof. En effet, pour tout e strictement positif, il existe ¢ et ¢ lisses
a supports compacts sur G telles que

If—dl<d et @) <e.

Et donc
ina (1) = D] < @) + o (B) —wE @)+ 1@)
< 1pana () = E D) + 266 (@) + an (9) — ()]
< 4e

dés que n est assez grand.

Nous allons maintenant construire divers exemples de cette situa-
tion.

comp3940.tex; 30/05/2001; 11:53; p.6



Principe de densité 7

Ezemple fondamental. Soit G un groupe localement compact unimod-
ulaire et soit (I'y,)pen une famille de sous-groupes discrets co-compacts
de G tels que

1. Pour tout n , I';, est normal dans I'y ,
2. Pour tout n , I'y, D I'py1,
3. L’intersection des I';, est réduite & {1} .

Nous dirons qu’une telle famille de sous-groupes est une tour de sous-
groupes tendant vers 1. Soit G’ le groupe profini limite projective des
quotients I',\I'g :

G' = liin r\Io -

Nous pouvons identifier I'y & un sous-groupe dense de G'. Soit I' le
sous-groupe de G = G x G’ obtenu par le plongement diagonal de Ty
dans le produit. L’adhérence de T',, dans G’ est un sous-groupe ouvert
compact H,, . La projection de I'\G sur I',\G admet pour fibres H, ;
en effet

I\G/H, =T\(G x G'/H,) ~T,\G .

Notons h,, la fonction caractéristique de H,, . La suite (hy,)pen forme
une tour de fonctions qui tend vers 1 . La projection ci-dessus montre
que, dans ce cas, les mesures pp, ne sont autres que les mesures ur,
construites au début de ce paragraphe :

A~ A~

h, (9) = m tr (pr(6®hy)) = Yol (Th\G) tr (or, (¢)) = ur,(9) -

Nous en déduisons le

THEOREME 1.4. Soient G un groupe localement compact et H une
algébre de fonctions lisses 4 supports compacts sur G tels que le triplet
(G, H,u%) vérifie le principe de densité. Soit (Tp)nen une tour de
sous-groupes discrets co-compacts de G tendant vers 1. Alors pour tout
ouvert U de T1,(G) relativement quasi-compact et uC-régulier, la suite
des mesures pr, est telle que

€]
pr, (U) = p(U) -
Proof. Le théoréme résulte immédiatement des deux propositions
précédentes.

Un cas particulier. Soit F' un corps de nombres et G un groupe
linéaire algébrique réductif connexe défini sur F . Soit F, la complétion

comp3940.tex; 30/05/2001; 11:53; p.7



8

de F a la place v . Soit S un ensemble fini de places de F' ; nous posons

Fs=[[F e &5=][F,

vES vgES

i.e. AS est le “produit restreint” des complétés en dehors de S . Nous
posons

G = G(Fs) G = G(A%) T = G(F).

Supposons que S contienne les places archimédiennes et soit H,, une
famille emboitée de sous-groupes ouverts compacts de G’ dont ’intersection
est réduite & I’élément neutre. Soit h,, la fonction caractéristique de H, .

La suite (hy, )nen forme une tour de fonctions tendant vers 1 . Si de plus

G est F-anisotrope, les groupes G et I' vérifient les hypotheses de la
proposition 1.2.

Théoréme de De George, Wallach et Delorme : le cas S-arithmétique
co-compact.

THEOREME 1.5. Soit F un corps de nombres, S un ensemble fini
de places de F et G un groupe linéaire algébrique réductif défini sur
F . Soit G le produit des groupes (G(Fy,))yes . Soient G' un groupe
localement compact et T' un sous-groupe discret co-compact de G x G’
qui se projette injectivement dans le second facteur. Si hy, est une tour
de fonctions sur G' tendant vers 1 , alors pour tout ouvert U C I, (G)
relativement quasi-compact pC-régulier, la suite des mesures Kh, est
telle que
phn (U) = n%(U) .

Proof. Le théoreme résulte immédiatement du théoréme 1.4 et du

théoréme de densité 7.3.

Le théoreme 1.5 ci-dessus redonne les théorémes de De George, Wal-
lach et Delorme (DeGeorge et al., 1978; DeGeorge et al., 1979; Delorme,
1986) en les généralisant au cadre S-arithmétique co-compact.

THEOREME 1.6. Soient F un corps de nombres, S un ensemble fini
de places de F contenant les places archimédiennes et G un groupe
linéaire algébrique réductif défini sur F . Soit G = G(Fs) et soit
(Tn)nen une tour de sous-groupes discrets co-compacts de G tendant
vers 1 . Alors pour tout ouvert U relativement quasi-compact pC-régulier,
la suite des mesures ur, est telle que

pr, (U) = pé(U) .
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Principe de densité 9

2. Préliminaires de topologie générale

Soit X un espace topologique localement compact, nous noterons Co(X)
I’ensemble des fonctions sur X a valeurs complexes et tendant vers 0 &
Pinfini. Nous dirons qu’un sous-ensemble Y de X est régulier pour la
mesure p (définie sur X) si la uy-mesure de sa frontiére est nulle. Un tel
ensemble sera aussi dit p-régulier.

LEMME 2.1. Soient X wun espace topologique localement compact, v
une mesure de Radon positive sur X et A une sous-algébre de Co(X) ,
auto-adjointe, séparant les points de X et telle que pour tout x € X , il
existe f € A pour laquelle f(x) # 0 . Soit f une fonction v-Riemann-
intégrable sur X ; pour tout € strictement positif, il existe des fonctions
g et h dans A telles que

If —g|<h et v(h)<e.
Proof. Par compacité et auto-adjonction, il existe une fonction hg
dans A qui est réelle positive et supérieure & 1 sur le support de f . Le
réel e étant donné, soit €; tel que

e1(|[hol|oo + 3v(ho)) <€,

||Rolloo = sup |ho(z)] -
zeX

Il existe f1 a support compact, v-Riemann-intégrable et telle que f =
fiho - En effet, nous pouvons supposer que ’ensemble des points de dis-
continuité de fi est le méme que celui de f, car hg est continue, et nous
pouvons utiliser le critére classique de Riemann-intégrabilité (Schwartz,
1981, Théoréme 63), & savoir que ses points de discontinuité sont de
v-mesure nulle. Donc, il existe g1 et h; continues a supports compacts
telles que |f1 — g1| < hy et v(hy) < € . Par le théoréeme de Weierstra$-
Stone, il existe ¢’ et b’ dans A telles que [¢' —g1| < €1 et |B' —h1| < e .
Nous pouvons de plus supposer ' > 0 : en effet nous pouvons approcher
la racine carrée de h; A ey prés par une fonction h” € A . Or si ey est
assez petit

KR — hy|

B = VB[R] 4 [B7 = ||/

<
< e(2/[vhilleo +€2)
< e .

€1

Posons maintenant h = h'hg + 2e1hg et g = g'hg ; ce sont des fonctions
de A telles que |f — g| < h . En effet :

If —gl < |fi —g1lho + |g1ho — ¢'ho
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hiho + €1ho
(h1h0 — hlho) + h,ho + e1hg
hlho +2¢1hg=h .

IN N IA

De plus :

I/(h) < V(h1h0)+l/(|hlho—h1h0|)+2611/(h0) < 61(||h0‘|oo+311(h0)) <e€.

Soient IT un espace topologique (non-séparé) et u une mesure borélienne
positive sur IT . Nous noterons B ’espace des fonctions boréliennes et
bornées sur II . Nous nous donnons un sous-espace F' auto-adjoint de
BN LY(u) . Soit € > 0 ; nous définissons

U={feB|3IheF avec |f|<h et p(h)<e}.

Les (Ue)eso forment une base de voisinages de l'origine d’une topologie
T (p, F) (non-séparée) sur B . Nous souhaitons étudier ’adhérence F'
de F' pour cette topologie :

F={fe€B|Ve>0,3g,hcF avec |f—g|<h et uh)<e}.
Nous pouvons aussi considérer la topologie T (1, F) dont les

We={fe€B|3h  €F avec [f|<hi et pu(h)<e}
forment une base de voisinages de l'origine.

LEMME 2.2. Les topologies T (u, F) et T (u,F) coincident sur B .
Proof. 1l suffit de remarquer que U, C W, C Uy sie < € .

Soit ©® un espace localement compact séparé muni d’une application
continue de IT dans © . Par abus de notation, nous noterons par la méme
lettre une fonction sur © et son image réciproque sur II . Nous notons
Cy(©) lespace des fonctions continues sur © tendant vers 0 & l'infini.
Soit A une sous-algébre de Cy(©) auto-adjointe et séparant les points
du compactifié d’Alexandrov de © . En particulier A est dense dans
Co(©) . Nous supposons que F' est un module sur A pour le produit
des fonctions et que la propriété suivante est vraie :

(%) Pour tout g € F , il existe h € F avec |g| < h .

LEMME 2.3. Soient ¢ € Co(O) et g1 € F alors f = cg1 appartient a
F.
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Proof. Notons hy une fonction de F avec |g1| < h; . Pour tout €
strictement positif, il existe a € A avec |c — a| < €; ; posons g = ag; et
h = €1hy ; ce sont des éléments de F' . Nous avons

If — gl <elgi| <ethi=h

et u(h) = e1u(hy1) peut étre rendu aussi petit qu’on veut.

Nous en déduisons immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.4. L’espace F est un Co(©)-module pour le produit
des fonctions.

COROLLAIRE 2.5. Soit (pin)nen une suite de mesures boréliennes
positives sur II telle que tout g € F soit py,-intégrable (pour tout n)
et vérifie
Jim pn(g) = p(g) -
Alors, pour tout f € F , nous avons :
lim pn(f) = p(f) -
n—oo
Proof. En effet, il existe g et h dans F telles que

f—gl<h et ph)<e.

Et donc

lun(f) — ()] < pa(h) + [pn(g) — p(g)| + p(h)
ln(R) — p(R)| + 2p(h) + |pn(g) — 1(9)]

4e

ININ A

dés que n est assez grand.

Nous aurons enfin besoin d’un lemme de topologie. Ce lemme est a
rapprocher des théorémes de recouvrement a la Besicovitch (Evans et
al., 1992, Theorem 1.5.2).

LEMME 2.6. Soit C' un compact de R* . Nous supposons donné, pour
tout point x de C, un voisinage ouvert V, de x . Il existe un ensemble
fini d’ouverts (Wi )icr tel que

1. Pour tout i € I , il ezxiste x dans C tel que W; C V, .
2. Les (W;)icr recouvrent C.

3. Tout point de C appartient a au plus 2™ ouverts W; .
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Proof. Raffinons d’abord les V, et choisissons, pour tout z dans C',
un voisinage ouvert U, de = tel que U, C V, et tel que U, soit un pavé
de la forme

U, = {y € R" | pour tout 1 <i < n, [p;(y) — pi(z)| < ci(z)}

ou les (pi)i<i<n sont les projections sur les axes de coordonnées. Ex-
trayons un sous-recouvrement fini de (Uy)zec : soient (r;)i<i<r tels
que les Uy, recouvrent C' . Considérons la famille F des hyperplans
définis par les faces des U, . Cette famille d’hyperplans définit des
pavés ouverts (Cj)i1<j<m : ce sont les composantes connexes de

=\ (U )

A chaque C; nous associons un ouvert W; tel que

1. Si C; C Uy, , alors W; C Vg, .

2.C;CW;.

3. Pour tout y de W; et tout indice k , si d(C;,Cy) # 0 , alors

1

/
W
k
Soit y de C un point qui appartient & deux ouverts, W; et Wy .
Comme
d’apres la propriété (iii) des W; , les ouverts C; et C, sont nécessairement
adjacents : d(C;,Cy) =0 . Il y a au plus 2" pavés C; adjacents deux a
deux. Il en résulte que y ne peut appartenir a plus de 2" ouverts W, .

Remarquons que 1’énoncé précédent se généralise immédiatement

aux variétés différentiables dont les composantes connexes ont des di-
mensions bornées, ainsi qu’aux quotients de ces variétés par des groupes
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Principe de densité 13

finis. Il peut donc étre appliqué & la variété (quasi-)algébrique des
caractéres infinitésimaux (définis au paragraphe suivant). La dimen-
sion des composantes connexes de cette variété est majorée par une
constante ne dépendant que du groupe.

3. Préliminaires de théorie des représentations

Jusqu’au paragraphe 5 inclus, F' est un corps local de caractéristique
nulle et G = G(F') I'ensemble des points sur F' d’un groupe linéaire,
réductif, connexe G, défini sur F' . Nous fixons K un sous-groupe
compact maximal de G (dans le cas p-adique, il convient de prendre un
“bon compact”, au sens de Bruhat-Tits). Nous notons C°(G) espace
vectoriel des fonctions sur G , & valeurs complexes, lisses, & supports
compacts et K-finies & droite et & gauche (cette derniére propriété
n’étant utile que pour F archimédien). Nous appellerons “algebre de
Hecke” l'algebre de convolution des mesures a supports compacts sur
G qui sont le produit d’une fonction de C°(G) et d’une mesure de
Haar sur G . Nous la notons H(G) ou simplement # . Nous noterons
II(G) (respectivement Il;emy(G) , I, (G) , II3(G) , Ileysp(G) ) Pensemble
des classes d’isomorphie de représentations admissibles irréductibles
(respectivement tempérées, unitaires, dans la série discrete, cuspidales)
de H et R(G) le groupe de Grothendieck des représentations de G
admissibles, virtuelles et de longueur finie. Nous munissons II(G) de la
topologie de Fell. Une fonction f sur II(G) se prolonge naturellement
en une forme linéaire sur R(G) que nous noterons encore f . C’est en
particulier le cas de 5 pour ¢ € H .

Nous fixons Py un sous-groupe parabolique minimal de G et My un
sous-groupe de Levi de P, . Dans le cas archimédien, nous supposons de
plus Py stable par 'involution de Cartan associée & K . Nous noterons
LE(M) les sous-groupes de Levi de G qui contiennent M . L’ensemble
des sous-groupes de Levi de G contenant Mj sera simplement noté £ ;
de méme LM désignera I’ensemble des sous-groupes de Levi contenus
dans M et contenant M, . Nous notons Wy le groupe de Weyl de
G relatif & My . Si F est archimédien nous notons Wg le groupe de
Weyl complexe de G . Soient M et L dans L% , nous noterons WA
un ensemble de représentants dans Wg de W \Wg /Wy qui soient de
longueur minimale dans leur double classe. Soit M un sous-groupe de
Levi, nous notons m son algebre de Lie, Ay le tore déployé maximal
du centre de M , X" (M) 'ensemble des caractéres rationnels de M
et

ay = Hom (X" (M),R) .
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Soit x € X" (M) , notons A, son image dans a%; = X"*(M)® R .
Nous définissons une application Hjys de M dans aps en imposant que
Hpr(m),A
pour tout m € M et tout x € X" (M) ; ici gr est égal a e si F est
archimédien et & la caractéristique résiduelle ¢ de F' sinon. Nous notons
M le noyau de Hps , X" (M) I’ensemble des caractéres non-ramifiés
de M et X7"(M) ceux d’entre eux qui sont unitaires. Soit A € aj; ¢ (le
complexifié de a}, ); nous posons
H A
) = g
Soit P un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M ; soient
o € II(M) et X € a}; ¢ ; notons o la représentation de M définie par

ox(m) = xa(m)a(m)

et Ig’ o,» V'induite parabolique normalisée de P a G , de o . Quand A
est nul, nous 'omettrons dans la notation. La suite de composition de
Pinduite est finie et ne dépend que de M non de P ; il est donc légitime
de poser

iem(o) = [I5,] ,

ol, pour une représentation admissible de longueur finie 7 , nous écrivons
[w] son image dans R(G) . Nous dirons que 7 € II(G) est un composant
de igar(0o) si 7 est isomorphe & un sous-quotient irréductible de Ig - -
L’application ¢gps se prolonge par linéarité en un homomorphisme entre
groupes de Grothendieck

icw : R(M) = R(G) .

Nous dirons qu’une représentation est standard si elle est de la forme
igmo ® x ot M appartient & £ | o & Tiemp(M) et x & X (M) avec
X réel et régulier (i.e. stabilisé par aucun élément non trivial de Wg ).

Supposons F' archimédien et rappelons quelques faits énoncés par
Delorme dans (Delorme, 1986, paragraphe 2.1). Soit ¢ € IIy(M) ,
avec M € L% | nous notons A(c) 'ensemble des K-types minimaux
de Iga’)\ (c’est indépendant de A\ ) et R, le R-groupe. Tout K-type
minimal 7 dans A(c) est contenu avec multiplicité 1 dans Z§ , , (Vogan,
1979, Theorem 1.1). Le R-groupe opére simplement transitivement sur
A(o). Nous notons II; ¢ 4 (M) Pensemble des classes d’isomorphie de
représentations de M qui sont des limites de séries discretes & données
non-dégénérées. Cet ensemble est vide sauf si M a un sous-groupe de
Cartan compact et Vogan montre que les représentations IIC;: ) » Pour
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Mec L%, ol q(M)et\c ajys,c engendrent R(G) (Vogan, 1981,

proposition 6.6.7). Si L € L est le centralisateur de Re()\) dans G ,
nous avons une décomposition orthogonale A = Ay + )\ﬁ,f avec Ay, dans

* ’ . L . . . .
ar,c - La représentation Zp Lok est alors unitairement induite et se

décompose en somme directe de limites de séries discretes :

T
It = @0-
PNL,c AL, ~ ?
1=

et donc, si Q = PL :
Izcj,a,,\ = ®iT:118,ai,AL .

Pour 7 dans A(o), nous notons Igf}‘(r) Punique constituent 1'87 siag Ui
contient T et jf/\(T) l'unique sous-quotient irréductible contenant 7 .
Nous savons alors que J, f/\(T) =J f/\(r' ) si et seulement si 7/ € R(J;, AT
ou R, » est le stabilisateur de (o, A) dans R, . Rappelons qu’il existe
une relation d’ordre notée < , sur les séries discrétes des différents sous-
groupes de Levi de G , définie ainsi : o < ¢’ si et seulement si tous les
éléments de A(o) sont de longueur moindre que ceux de A(o’) .

Supposons F' non-archimédien. Nous disposons du foncteur de re-
striction, aussi appelé foncteur de Jacquet; il est adjoint & gauche
de linduction. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de Levi
M € L et soit 7 € TI(G). Nous noterons rpg(w) I'image dans le
groupe de Grothendieck de M de la représentation obtenue par restric-
tion de Jacquet de G & P . Il faut prendre garde que, méme apres
semi-simplification, contrairement au cas de I'induction parabolique, le
foncteur de restriction dépend du sous-groupe parabolique P et pas
seulement du sous-groupe de Levi M .

Nous notons ©(G) ’ensemble des caractéres infinitésimaux. Précisons
ce que nous entendons par la. Dans le cas p-adique, nous reprenons
la notion introduite par Bernstein (Bernstein et al., 1986, paragraphe
2.2) ; un caractére infinitésimal est un caractére du centre de Bern-
stein Z(G) non trivial sur la sous-algébre Z°(G) engendrée par les
mesures ey images directes par I'inclusion de la mesure de Haar nor-
malisée sur H, pour H sous-groupe ouvert compact de G . Dans le
cas archimédien, nous appelons caractere infinitésimal un caractere de
Palgébre enveloppante Z(G) de G . L’espace ©(G) est 'ensemble des
points complexes d’une variété algébrique dans le cas archimédien et
est une union disjointe infinie de tels ensembles dans le cas p-adique.
Nous munissons ©(G) de la topologie de la convergence simple. Si 7 ap-
partient & II(G) nous notons 8, son caractére infinitésimal. Sio € II(L)
admet 6, € ©(L) comme caractére infinitésimal, nous noterons ¢ (6,)
le caracteére infinitésimal commun des sous-quotients de Ig o -
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Nous allons maintenant définir une algebre de fonctions A(G) qui
joue un role crucial dans la suite. Si F' est p-adique, ©(G) est homéomorphe
a lensemble C(G) des données cuspidales & conjugaison prés par le nor-
malisateur de My . L’algébre A(G) est 'image par cet homéomorphisme
des fonctions régulieres sur C(G) , c’est-a-dire des fonctions régulieres
sur chaque composantes connexes de C(G) . Les algebres Z(G) et C(G)
sont isomorphes par 1’application (de Gelfand) z — f, ou f,(0) = 6(z) .
Pour montrer I'analogie avec le cas archimédien, remarquons que les
fonctions réguliéres sur X™ (M) sont les transformées de Fourier-Mellin
des fonctions dans C°(M/M?') . Si F archimédien, soit h une sous-
algébre de my®C de la forme h = a1, ibg, ou b est une sous-algebre
de Cartan de kNmg . En particulier hQC est une sous-algebre de Cartan
de g ® C . L’algébre A(G) est I'image des transformées de Fourier-
Laplace des fonctions W§-invariantes dans C°(h) par l'isomorphisme
d’Harish-Chandra :

he /WS ~ O(G) .

L’algébre A(G) est munie d’une involution f — f* compatible avec
I'involution naturelle sur ’algebre de Hecke. Cela définit par dualité
une involution 8 +— @ sur ’ensemble des caractéres infinitésimaux :

6 : fr—>f*—w).

Ici z = Z est la conjugaison complexe. Un caractére infinitésimal 6 est
dit hermitien si # = 6 et nous notons O (G) ’ensemble des caractéres
infinitésimaux hermitiens.

LEMME 3.1. L’ensemble ©,(G) des caractéres hermitiens est un es-
pace topologique localement compact. Les restrictions des fonctions de
Ualgébre A(G) a Ox(G) forment une algébre auto-adjointe qui sépare
les points.

Proof. L’involution étant continue ’ensemble des caractéres hermi-
tiens est un fermé ©4(G) de O(G) et 'involution sur A(G) restreinte
a Op(G) est la conjugaison complexe. Enfin deux points distincts de
©nr(G) correspondent & des caractéres distincts de A(G) , ils sont donc
séparés par des fonctions de A(G) .

THEOREME 3.2. (J-L. Waldspurger). Supposons F non archimédien
et soient P = M N un sous-groupe parabolique muni de sa décomposition
de Levi, o une représentation irréductible de M ; il existe un voisinage
V de 0 dans a?\/[,((: tel que, pour A dans V vérifiant (&, \) # 0 pour toute

racine o de Ay dans g , Uinduite I = Igﬂ,)‘ est irréductible.
Proof. Soient R un sous-groupe parabolique inclus dans P et de Levi
L | p une représentation cuspidale irréductible de L tels que o soit une
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sous-représentation de I% M,p - i T est un sous-quotient irréductible
de I , il existe un sous-groupe parabolique () de Levi L tel que rggm
est non nul, de par les propriété des données cuspidales.

D’apres (Bernstein et al., 1986, Lemme 5.4), nous avons la relation
suivante dans R(L) :

[reel] = [w. (*(Mrw-1Qu)mo)]

ou la somme en w est prise sur les w de Wg tels que wMw™! > L
modulo la multiplication & droite par Wy, . Remarquons que V peut étre
choisi suffisamment petit pour que, dans les conditions du théoréme,
les représentations intervenant dans la somme précédente soient toutes
disjointes. En effet, soient w; et ws appartenant & 'ensemble précédent
et p1, p2 deux représentations irréductibles de M telles qu’il existe une
suite de A comme dans ’hypothése du théoreme et tendant vers 0 avec
w1-(p1)x = wa.(p2), ; une telle suite d’égalités entraine wyp; = wepo et
donc, a posteriori, wixyx = waxx - Vu 'hypothése faite sur A , il en
résulte wy = wo .

Fixons un sous-module irréductible 7 de I ; il nous suffit de prouver
que, pour tout sous-groupe parabolique () de sous-groupe de Levi L
et tout w tel que wMw™! O L, [rgem] contient [W.T(MAw-1Quw)MTA] -
Ou encore : pour tout L' sous-groupe de Levi conjugué & L dans G
et inclus dans M , pour tout sous-groupe parabolique P’ de Levi L/,
[rprgm] contient [r(ynpryaoa] -

On fixe maintenant le sous-groupe de Levi L' . Pour P’ (respec-
tivement P” ) un sous-groupe parabolique de Levi L' , nous posons
Q' = (M NP')N (respectivement Q" = (M NP")N ). Nous allons
raisonner par récurrence sur la distance d(P', Q') .

Sid(P',Q") =0, alors P' C P . Par réciprocité de Frobenius, o) est
un quotient de rpg et donc rprgm admet r(prnpryaroA cOmme quotient.

Supposons d(P’,Q') = d > 0 et la propriété démontrée pour tout
parabolique P” de Levi L' tel que d(P",Q") < d . Nous choisissons
un tel P” tel que d(P',P") = 1 et d(P",Q') = d — 1 . Remarquons
que cela impose Q" = Q' . En effet, soit o une racine de Ar: dans m ;
supposons que « soit positive pour l'ordre défini par Q' et négative
pour celui défini par P” . Par additivité des longueurs, « est alors aussi
négative pour P’ . Mais par définition de Q' , a est de méme signe pour
Q' et P' . Donc un tel o est de méme signe pour Q' et P” ; il en résulte
QII — QI .

En appliquant ’hypothese de récurrence, nous en déduisons que
[rprgm] contient [r(ynprymor] = [T(unpymoa] - Il nous reste donc
a prouver l’assertion suivante : soit 7 une représentation cuspidale
irréductible de L’ telle que 9%,97 = @%90— , 1l est possible de choisir V
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suffisament petit pour que, pour toute représentation de G de longueur
finie IT , la multiplicité de 7 est identique dans rp'¢II et dans rprgII .

Soit @ un sous-groupe parabolique ayant P’ et P” comme sous-
groupes paraboliques maximaux. Par composition des foncteurs de
Jacquet, nous pouvons supposer @ = G . Nous nous ramenons au
cas ou II est irréductible en décomposant la semisimplifiée de II en
somme de représentations irréductibles et en utilisant ’exactitude du
foncteur de Jacquet. Soit maintenant 7/ ayant un caractére infinitésimal
comme dans l'assertion que 'on veut démontrer et tel que 75 soit un
quotient irréductible de rprgII . Alors II est un sous-module de I'induite
Ig,ﬁ,,)\ . Or, si « est la racine positive séparant P’ et P"”, comme
Q' = Q" , la restriction de o & Ay est non nulle. En conséquence,
pour A comme dans I’énoncé, nous avons (&, A\) # 0 et donc I'induite
Ig,,7,7 5 est irréductible pour A assez petit. Il en résulte II = IG,,T,7 5 et
donc, grace & (Bernstein et al., 1986, Lemme 5.4), les semisimplifiées
de rprIl et rprall sont égales.

Cela acheéve la démonstration.

COROLLAIRE 3.3. Supposons F non archimédien et soient 8 € ©(G)
et, pour tout Levi M , un voisinage Vy du caractére trivial dans X" (M) ;
il eziste un voisinage Wy de 6 tel que, pour tout m € II(G) de car-
actére infinitésimal 0, € Wy , il existe un Levi M , une représentation
o € II(M), telle que igpro admet 6 comme caractére infinitésimal, et
un caractére non ramifié x € Vas tels que

[W]::iGAJ(U'@)X).

Proof. Soit (L, p) une donnée cuspidale associée & 6 . Soit m dont le
caractere infinitésimal est proche de 8 , une donnée cuspidale associée
a m peut étre prise de la forme (L, p ® x») avec A dans un voisinage V
de 0 dans a7 ¢ -

Il existe un sous-groupe de Levi standard M tel que 'ensemble des
racines de Ajs dans g soit exactement 1’ensemble des « tels que (&, \) =
0

Nous pouvons identifier A & un élément de a}k\/I,C grace a la décomposition
a;, =ay® (aﬁ/f )* . Soit P un sous-groupe parabolique de Levi L tel que
@ = M P soit un sous-groupe parabolique; 7 est alors un sous-quotient
de Ig,p’)\ . De plus

Ig,l),)\ = IS (Ig,p) QXA >

et donc il existe o dans II(M) , un sous-quotient irréductible de Ig’ 0

tel que 7 soit un sous-quotient de 187 oA -
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Comme @ est de Levi M et que (&, A) # 0 pour toute racine de Aps
dans g , 'assertion résulte donc du théoréme précédent.

Dans le cas archimédien, nous appelons pseudo bande verticale &
partie réelle compacte de ©(G) 'image d’une bande verticale & partie
réelle compacte dans h* ® C . Dans le cas p-adique, nous appelons
pseudo bande verticale & partie réelle compacte de ©(G) un ensemble
de caractéres infinitésimaux attachés & des données cuspidales de la
forme (M, o)) avec o dans un ensemble compact de Ilysp(M) et A
imaginaire pur, i.e. A € i¢a},; . Dans le cas p-adique une pseudo bande
verticale & partie réelle compacte de ©(G) est compacte. Dans une
pseudo bande verticale & partie réelle compacte, les fonctions de A(G)
tendent vers zéro a l'infini.

LEMME 3.4. Soit C un compact de ©(G) ; l’ensemble E des cou-
ples formés d’un Levi M dans LC et d’une orbite sous X" (M) d’une
représentation o dans Ia(M) , telle qu’il existe X dans X" (M) avec
@%90/\ dans C , est fini.

Réciproquement, soit E un ensemble fini formé de couples (M, o) oi
M est un Levi et o est dans Ila(M) ; il existe une pseudo bande verticale

a partie réelle compacte B dans ©(G) vérifiant, pour tout (M, o) dans
E et tout A dans X™ (M) ,

1. dans le cas archimédien, si T € A(o) est tel que jf)\(T) € II,(G)
alors @%00}‘ €B,

2. dans le cas p-adique, si 1'165:07/\ a un sous-quotient unitaire, alors
0%6,, € B .

Proof. Traitons tout d’abord la premiere assertion. Remarquons que
@i, est propre; aussi si @%9(,A appartient & un compact C', 6, appar-
tient & un compact C' . Remarquons que ’ensemble des caractéres in-
finitésimaux de séries discrétes de M est l'orbite sous X" (M) d’un en-
semble discret. Cela résulte de (Tadié, 1988, Thoerem 4.5) et (Silberger,
1979, Theorem 5.4.5.1) dans le cas p-adique et de (Lipsman, 1970, The-
orem 7.2) dans le cas archimédien. En conséquence I’ensemble des car-
acteres infinitésimaux de la forme 6,, avec o € IIa(M) et A € X" (M)
est Porbite sous X™" (M) d’un ensemble discret. Par conséquent, son in-
tersection avec C' est incluse dans Porbite sous X™" (M) d’un ensemble
fini.

Pour la seconde, il suffit de montrer le résultat dans le cas ou
P’ensemble est réduit & un couple. Soit donc (M, o) un Levi et une série
discrete de M . Dans le cas p-adique, d’aprés (Tadié¢, 1988, Theorem
2.5), ’ensemble des A dans X™ (M) tels que IIC;Y, »,\ & UD sous-quotient
unitaire est un compact de X" (M) . Il en résulte, par continuité de
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0%, que 'ensemble des caractéres infinitésimaux des représentations

de la forme Ig - ayant un sous-quotient unitaire est un compact
"

et le résultat en découle. Dans le cas archimédien, d’aprés (Vogan,

1981, Theorem 6.6.15), ch,:)\(T) est le quotient de Langlands attaché
a une représentation tempérée o; , avec IJLDnLo—,\L = @?:lai , en
reprenant des notations que nous avons introduites ci-dessus. Puisque
A = M, + A avec AL unitaire et ||Re(\)|| borné, d’apres (Borel et
al., 1980, Theorem IV.5.2), lexistence de la pseudo bande verticale &
partie réelle compacte ayant la propriété de ’énoncé en résulte.

LEMME 3.5. Soit ¢ € H ; il existe ¢ € H telle que

\6(m)| < P(n)  pour tout m € T, (G) .
Proof. D’apres le théoréme de Dixmier et Malliavin (Dixmier et al.,
1978) tout ¢ € H est somme finie de produits de convolution et donc
¢ peut s’écrire comme combinaison linéaire finie de fonctions de type

positif :
=D X i}
i

avec A\; € C . Si 7 est unitaire Popérateur m(¢; * ¢F) est positif. La
fonction

¢=Z|Ai|¢,~*¢;‘,

est donc une solution & notre probleme.

4. Controéle u-presque partout

Soit 4% la mesure de Plancherel sur II,(G) (unique si une mesure de
Haar est fixée sur G ) et soit f une fonction f sur IT,(G) , u&-intégrable.
Nous avons I’expression suivante pour u%(f) :

Z Z HMa

ME,CG O’EHQ(M

ou
WSy o (f) = / Fliaa(o ® %)) A, (x)dx .
an(M)

Les fonctions y — [Lfl’ »(x) sont :

1. invariantes par Wg , i.e. ﬁgM,wa(wx) = ﬂf,f,a(x) ,siwe Wg,
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2. méromorphes sur X" (M) et holomorphes sur un voisinage de X" (M) ,

3. dans le cas archimédien, elles sont & croissance lente sur X" (M) ,
c’est-a-dire que il existe C, > 0 et 7, > 0 tels que

515 (x) < Coa(1+ x|

La norme est une norme quelconque sur X" (M) qui est isomorphe
a R,

Dans le cas p-adique, la condition de croissance est inutile puisque
X" (M) est compact.

DEFINITION . Nous dirons qu’une forme lnéaire f sur R(G) est
discréte si, pour toute o € II(M) avec M # G , f(igm(c)) =0 .

THEOREME 4.1.  Etant donnés une représentation my de la série
discréte de G et f dans A(G) , il existe b dans H telle que

f(0z) sim~m®x

1. Pour toute représentation © dans Iliemy(G) , QZ(Tr) = { 0 sinon

2. La forme linéaire définie par {ﬁ\ est discréte.

Nous dirons alors que ¢ est un pseudo-coefficient attaché a my et f .

Proof. (a) cas archimédien. Cela est essentiellement contenu dans
le corollaire de la proposition 4 dans (Clozel et al., 1984). Nous al-
lons construire une famille de fonctions satisfaisant aux conditions du
théoréme de Paley-Wiener scalaire (Clozel et al., 1990, Théoréme 1).
Nous posons donc fr(7,\) = 0 sauf si L = G et 7 est une translatée
de mp . Si m = my ® X nous posons fg(m, A) = f(0z) . Les propriétés
de régularité, de support fini et d’invariance par conjugaison (i.e. les
conditions 1, 2 et 3 du théoréme (Clozel et al., 1990, Théoréme 1)) sont
immédiates. En ce qui concerne la derniére propriété (décompositions)
les fonctions en jeu sont soit trivialement égales soit toutes nulles
puisque my ne peut apparaitre dans une telle décomposition ni dans
le membre de droite (c’est le théoréme de disjonction de Langlands,
voir par exemple (Knapp, 1986, Theorem 14.90)), ni dans le membre
de gauche puisque c’est une représentation de G et qu’il n’existe donc
aucun Levi qui contienne proprement G .

(b) cas p-adique. Cela est essentiellement contenu dans (Clozel,
1986, Proposition 1). Le groupe de Grothendieck R(G) admet pour
base les représentations standard. Nous définissons une forme linéaire
g sur R(G) en lui imposant d’étre nulle sur les éléments de cette base
sauf si 1 = m) ® x et, dans ce cas, nous imposons g(w) = f(65) . Il
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nous faut montrer que g satisfait aux conditions du théoréme de Paley-
Wiener scalaire (Bernstein et al., 1986, Theorem 1.2). Tout d’abord,
montrons que g est nulle sur toute induite propre (condition 2 de
Pénoncé). Soit m = igy(7) pour 7 € R(M) . Il suffit de considérer
le cas ou T est standard et cela résulte alors du choix de g . L’assertion
de régularité (condition 1 de (Bernstein et al., 1986, Theorem 1.2)) en
résulte immédiatement puisque la fonction x — g(igm7 ® X) est soit la
fonction nulle, soit la restriction a I’ensemble des tordues de my d’une
fonction réguliere. Soit maintenant 7 une représentation irréductible
de G pour laquelle g(m) est non nul. Dans son expression dans la
base des représentations standard n doit alors nécessairement contenir
une représentation de la forme my ® x . En particulier, le caractere
infinitésimal de 7 est celui de myp ® x . Ainsi & torsion pres par un car-
actere, cela laisse un nombre fini de possibilités pour 7 et donc g vérifie
la condition 2 de (Bernstein et al., 1986, Theorem 1.2). L’existence de
1 en résulte.

Remarquons que seule intervient la restriction de f & la sous-variété
de ©(G) formée des 8, avec m = my®x . Nous aurions donc pu formuler
le théoréme au moyen d’une fonction fr, de type Paley-Wiener sur
X" (@) invariante par translation par les x qui stabilisent 7y . Nous
retrouvons notre énoncé en posant fr,(x) = f(m ® x) . L’application
f = fr, est surjective.

Soit {(L;,0;)}ier un ensemble de représentants des orbites sous le
normalisateur de My , agissant par conjugaison sur L et o , et sous
XJ"(L) , agissant par torsion sur o , de couples (L,o) formés d’un
Levi L € L£E et d’une représentation dans la série discréete o de L .
Nous supposerons de plus, ce qui est loisible, que les L; sont des sous-
groupes de Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un
méme sous-groupe parabolique minimal Py .

THEOREME 4.2. Soient i € I et fi € A(G) ; il existe ®; € H telle
que

®i(m) = 6i fi(0r)  si [n] = iqr; (o5 ® X) avec x € X" (L;) .

Ici §;5 est le symbole de Kronecker.

Proof. Le cas archimédien résulte immédiatement de la premiére
forme du théoréme de Clozel et Delorme (Clozel et al., 1984). Pas-
sons au cas p-adique. Soit f;; € A(L;) I'image réciproque de f; via
I’application naturelle

of : e(L;) — 0(G)
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définie au moyen de 'induction parabolique, ce qui a un sens puisque
tous les composants d’une induite parabolique ont méme caractére in-
finitésimal. Choisissons pour chaque j un pseudo-coefficient v;; attaché
a oj et fij , comme en 4.1. Nous allons exhiber des scalaires af tels que

— & —
®; = Z Q; Takcﬂﬁik )
k

soit une solution de notre probléme. Ordonnons les indices de sorte
que si Ly contient (strictement) un conjugué de L; alors k > j . En
utilisant la relation de commutation entre les foncteurs de restriction
de Jacquet et d’induction parabolique (Bernstein et al., 1986, Lemma

5.4), il vient, si ¢ est une forme linéaire discréte sur R(M) |

roeticu(0)) = ¥(rocicu(a)) =Y ¥ (Wr(mrw-10w)mo))

w

la somme portant sur les w € WEM tels que wMw ! D L. Si [n] =
igr; (0 ® X) , les of doivent donc vérifier :

> ok, (w-T(L,-nwlekw)Lj(Uj ® X)) = dij fi(br) ,

kaw

N L;L .
ou la somme porte sur les w de W’ * tels que L; est inclus dans
ijuF1 . D’aprés le lemme 4.3, que nous allons démontrer ci-aprés, il
existe des entiers d; tels que

i ((w-T(ijwﬂka)Lj (0j® X)) = duk; fi(bx)

et, si ijw_l = Ly et dygj # 0, alors k = j et dy;; = 1 . Il suffit donc
de résoudre le systéme linéaire :

k _
g o cyj = 05 ,
k

Ckj = E dwkj .
w

La somme en w porte sur les w € Wéij tels que wLjw ™! D Ly .
Les cp;j sont donc nuls si k > j et ¢j; est le cardinal de I'ensemble des
w € Wéij tels que wLjw™! = L; : c’est un entier positif non nul.
La matrice des cy; est triangulaire avec des éléments non nuls sur la
diagonale, elle est donc inversible.
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La matrice des af est la matrice inverse de celle des cy; et donc af =
0sii > k. Nous en déduisons que seules interviennent les fonctions f;;
avec ¢ < j . Nous pourrions donc, comme pour 4.1 ci-dessus, reformuler
le théoréme au moyen de ces seules f;; .

LEMME 4.3. Supposons que wLjw™! D Ly . Il existe des entiers dyp;
tels que si [7] =igr;(0; ® X) ,

Vit ((w-T(ijw—Ika)Lj (0; ® X)) = dyk;j fi(0r) -

De plus, si ijwfl =Ly et dyp; #0 , alors k=j et dyj; =1 .
Proof. Soit 7 € II(Ly) . Par construction de ;. , si [7] = iqr, (7) ,
nous avons

Yir() = m(r,o8) fir(6-) = m(r, o3,) fi(6x)

ot m(7, o)) est un entier : la somme des multiplicités de (o, ®v),c xnr (L)
dans I’écriture de 7 dans le groupe de Grothendieck comme combinaison
linéaire de représentations standard. Donc, compte tenu de la compat-
ibilité entre foncteur de Jacquet et caractére infinitésimal, il existe des
entiers dy;j(X) , indépendants de f;, tels que si [7] = igr;(0; ® X) ,

Yk ((w-T(Ljnwlekw)Lj (o ®X)) = duwrj(x) fi(Ox) -

Les deux membres de 1’équation étant analytiques, il en résulte que les
fonctions
X+ duwrj(X)

sont constantes. La derniere assertion du lemme est claire, car {/;zk (w.0;®
x)=0sik+#jet Iﬁij(w.dj ®x) = fi(6r) .

5. Contréle sur le support singulier

Soit 6 € ©(G) . Soit IT;™ I'ensemble des représentations m € Iiemp(G)
de caractere infinitésimal 6, = 6 , induites paraboliques d’une série
discrete, m = IIC;.':U , avec o réguliére (i.e. non stabilisée par un élément
non trivial du groupe de Weyl de G relatif & Ap ). Si A est assez
petit (et imaginaire pur) la série discréte o) est encore réguliere et
en particulier IIC;Y, o, €st irréductible (Casselman, 1989, Theorem 6.6.1).
Soit (V) prece une collection de voisinages du caractére trivial, Vas C
X™ (M) , assez petits pour que, si T = Ig’a € I et sin’ = IIC;:O_,/\
avec x) € Vi , alors, si 0" = 6, ' € ;Y . Soit M ’ensemble des
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représentations m' € Ilemp(G) de la forme 7' = Ig - avec X dans
Vi et m = If,,a € I;* . Notons N le complémentaire de M . Nous
noterons 1, la fonction caractéristique de N ainsi que son extension
en une forme linéaire sur R(G) .

LEMME 5.1. II eziste une constante ci; telle que, pour tout 0 < e < 1
et tout 0 € O(G) , il existe une fonction ¢g. dans H et un voisinage
Vo,e de 0 tels que pour toute représentation m de caractére infinitésimal
dans Vg .

1.0< ¢ge(m)<esime M

2.1< a)\o’e(ﬂ') <cdgsimeN

Proof. Supposons F' non-archimédien. D’apres le corollaire 3.3, nous
pouvons supposer que 7 est de la forme I}Cj’a,)\ avec x dans Vj, ou
les Vs sont des voisinages ouverts du caractére trivial dans X" (M)
inclus dans Vs et P un sous-groupe parabolique de Levi M .

Considérons ’ensemble des couples (M, o) tels que 6;,,,0 = 6 : C’est
un ensemble fini. Donc, par indépendance linéaire des caractéres, il
existe ¢g  dans H et & valeurs réelles sur I, (G) telle que si p appartient
a II(G) avec 0, = 0 , alors

d0.c(p) = 5 +1n(p)

De plus, pour chacun des couples (M, o) considérés, la fonction sur
XnT(M)

X+ 9o,elicmo ® X)
est continue. Et, si £ est la longueur de igps0, nous avons
~ . Le
Po,c(iam0o) = In(igmo) + )

En particulier, puisque ¢ < |Wg|

. €~ . €
Iy (igmo) + g < do,e(iamo) < |We|(1 + 5) -

Par continuité, pour tout couple (M,o) , il existe un voisinage du
caractere trivial dans X]'"(M) , tel que :

1. siZ§, € Iy alors £ =1 et 0 < g (icuo ® x) < ¢

2. sinon 1 < ag,e(iGMa(gx) <2|We¢| -
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Supposons F' archimédien. Nous nous donnons un voisinage compact
V de 8 tel que toute représentation de caractére infinitésimal dans V
est de la forme jf)\(r) avec o € II(M) , pour un M € LE | tel que

05,0, =0et A€V .

Le lemme 3.4 nous fournit un ensemble fini E' de couples (M;, (0;))1<i<r
ott M; € L et (0;) est orbite sous X7 (M;) d’une série discréte o; de
M; .

Le théoréme (Clozel et al., 1990, Théoréme 1) nous permet, étant
données des fonctions (fs; r) gisr dans A(G) , de construire des fonc-

TEAG

tions ¢g, » € H qui vérifient !
1. aai’T(I(TG/\(T')) = 0 si (M, o) n’est pas Wg-conjugué a (M;, o;)
2. ¢U“T( o A( 7')) = 0 si 7/ n’appartient pas & Ri,,)\r

3. aai,T(Ig,,\(T)) = fai,r(gf/[ietn@)\) .

Soit ¢ = 32; > rca(o;) $our € M ;5 la relation donnant les jaG’A('r) en
fonction des I(f)\('r) peut s’écrire (Delorme, 1986, équation (2.3))

TEM =TS\ + Y nloA1,d N, 7)IG 4 ()

(@' M ,77)
o<o

ou les n(o, A\, 7,0’, X', 7') sont entiers. Nous en déduisons

JIEN(T)) = SEE(TN+ D n(o, A 1,0, X, 7)HIS (7))

(a'I,A’,T’)
o'{o"
= #(RL/\T) d’UT( I (T)) + Z n(o, )"Taala)‘,’TI)#( a’, A’T)¢0' x(Z, 7, /\’( ,))
NS
= #(Ri_,)\T)-fo',T(e) + Z n(o,\, 7,0 ) N T #(R 1)\:7’ ".for 1(0) + O(N)
(al’)‘l’.rl)
g<0

par continuité et parce que les cardinaux (que nous avons notés par le
signe # ) des RL)\T ainsi que la somme > 1,1 [n(o, A\, 70", N ')

a<ao!

sont tous majorés par des constantes rg et ng ne dépendant que de
G (Delorme, 1986, Proposition 2.2) .

Nous choisissons f, . de sorte que f, () soit égal & e/2#(A(0)) si
Jf)\(T) appartient & M (ot \ est tel que ©5,6,, =0 ) et &

1

#(Tm 1+¢€¢/2+4+rgng max | for,71(8)]

T EA(a")

comp3940.tex; 30/05/2001; 11:53; p.26



Principe de densité 27

sinon.
Sime M ,alors m = Ig - pour une série discrete o réguliere et
My

donc m = Ig/\(T) pour tout 7 € A(o) ; il s’en suit

B(r) = #(A(0))-Gor (1) = €/2+ O(N) .

SimT e N, alors, si 7 = Jf)\(r) , Jf/\o(r) € N ou A est tel que
@%0@\ =6, et donc
0

¢T(7r):1+e/2+anG max | for 21 (0)|+ Z n(a,)\,T,a',)\',T')#(Rj,/\,r').falﬁl(0)+O()\).

T'eA(a!) (o, Al,71)
a<o”

Il en résulte que gg(ﬂ') appartient a l'intervalle (1,14 €+ 2rgng max |fyr (6]
T
pour A assez petit. D’ou le lemme.

LEMME 5.2. Soient 0 < € < 1 et B une pseudo bandeverticale de
O(G) a partie réelle compacte. Etant donnés deuz ouverts W et W'
relativement compacts de B tels que W C W' , il existe une fonction
f € A(G) , d valeurs réelles sur On(G) telle que

1. 0< f <1+¢€ sur BN Og(G)
2. £(8) > 156 € WNOLG)

3. f(0) <esife(B\W)NOLG)

Proof. 1l existe une fonction g continue positive majorée par 1+ ¢/6
sur BNO(G) qui vaut 1+¢€/6 sur WNO,(G) et qui est nulle en dehors
de W'NO,(G) . Les fonctions de A(G) forment une algébre de fonctions
sur B N O(G) séparant les points, ne s’annulant identiquement nulle
part, auto-adjointe et nulles & l'infini. Nous pouvons donc, griace au
théoréme de WeierstraB-Stone, approcher g sur BN Ox(G) & €/6 pres
par une fonction f; € A(G) réelle sur ©,(G) ; la fonction f = f2 est
une solution.

Nous aurons aussi besoin d’un résultat de minoration.

LEMME 5.3. Soit C un ensemble de II,,(G) dont l'image dans ©(QG)

est compacte; il existe ¥ dans H telle que J est plus grande que 1 sur
C et positive ou nulle sur tout I1,(G) .
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Proof. Compte tenu de la compacité de 'image de C et du lemme 3.5,
il suffit de montrer que, pour chaque point de 8 € O(G) , il existe ¢
dans H dont la transformée de Fourier scalaire ne s’annule sur aucun
m de caractére infinitésimal ' = 6, assez voisin de 6 . Dans le cas p-
adique, il suffit de considérer la mesure image directe, par l’injection
canonique, de la mesure de Haar d’un sous-groupe ouvert compact de G
assez petit. Dans le cas archimédien, nous reprenons la démonstration
du lemme 5.1 excepté que nous choisissons les fonctions f,, de sorte
que

1

or(0) = ———
fo,r(6) HRLT)

14 6/2 + rgng max |fo-l,7.l(0)|
a=<ao!

TleA(a!)

pour tout o et 7 . Les calculs déja effectués montrent que {b\(w) >1
pour tout 7 tel que 8, soit dans un voisinage assez petit de 6 .

THEOREME 5.4. Soient € > 0 et C un compact de ©(Q) . Il eziste
U dans H telle que

1. U(x) > 0 pour tout 7 € Ty (G) ,
2. pé(T) <e,

3. Pour tout  dans IL,(G) avec 0, € C qui est soit non-tempérée soit
tempérée mais non-induite d’une série discréte

~

U(r)>1.
Proof. Fixons nous provisoirement des réels strictement positifs €1, €2, €3

et un voisinage compact Cy de C . Le lemme 5.1 nous permet pour tout
6 € ©(G) de fabriquer une fonction ¢g ¢, et un voisinage Vg, de 6 que
nous pouvons supposer inclus dans C; . En faisant appel au lemme 2.6,
nous voyons qu’il existe une constante ¢ ne dépendant que de G et
un recouvrement de C' par des ouverts W; avec 1 <i < N(¢;) chacun
étant inclus dans un certain Vg, ., et de sorte que

N(e1)
Z 1Wi < clélcﬁ )
=1

puisque tous les W; sont inclus dans C; . Comme d’habitude, 1x désigne
la fonction caractéristique de X . Nous posons

M(El) = sup |¢0i,€1(7")| .
i=1,...,N(ey1)
€Iy (G)
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D’apres le lemme 3.4, il existe une pseudo bande verticale a partie réelle
compacte B telle que les ¢, , soient nulles sur toute représentation
unitaire dont le caractére infinitésimal est en dehors de B . Nous
choisissons un voisinage W, de chaque W; tel que W; Cc Wl C ¢y

et
N(e1)

Ll Ui\ <e.

Nous choisissons des fonctions f; dans A(G) vérifiant pour chaque i le
lemme 5.2 pour les données e3 > 0, B, W; et W/ .

Soit N le sous-ensemble de ©(G) formé des caractéres infinitésimaux
des représentations tempérées induites de série discréte singuliere et
des caractéres infinitésimaux des représentations unitaires non-induites
unitaires de série discrete; nous notons N (€1) le voisinage tubulaire de
N formé des caractéres de ©(G) dont la distance & A est inférieure &
€1 et N(€1)¢ son complémentaire.

LEMME 5.5. Sur le spectre unitaire, les inégalités suivantes sont vérifices :

€1)
| z; fi¢0i,51| Z |¢017€1| (1+e3)M (fl)N(fl)lui(Wi’ \ W3)
1=
—|—(1 + 63)CGCG1C'1 1/\/(51) (1 + 63)616’&101 .
N(el
loyIn(e) — esN(e)M Z Fi®oy 1

Proof. Rappelons que B a ete ch0131 de sorte que
Por = 1o, sur IL(G) .
Pour tout ¢ , nous pouvons décomposer 1g de la fagon suivante
1 = 1pyw; + Lynw, + s (Inve) + Ivee) -

Le lemme résulte des propriétés des fonctions f; et ¢g, , construites
par les lemmes 5.1 et 5.2.

Soit maintenant ¢y dans H telle que ;b; soit plus grande que 1 sur C ;
c’est possible d’apres 5.3. Considérons la fonction

N(61)
esN(e))M(e1)po + D fido,cr »
=1

C’est la transformée de Fourier scalaire d’une fonction ¥; dans H
puisque les f; définissent des multiplicateurs de H . D’aprés ce qui
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précede \ff\l est partout positive sur C; et plus grande que 1 sur les
représentations unitaires, de caractere infinitésimal dans C , non-tempérées
ou tempérées mais non-induites unitaires de série discrete.

D’apres les inégalités précédentes, nous avons

N(e1) N(e1)
pC(T1)) < ep® | D bl | + @ +es)M(e)N(e)u® | | W]\ Wi)
i=1 =1

(1 + e5)elselbu® (Cr NN (e1) + (1 + es)ercsu® (C) -
I1 est donc clair que nous pouvons choisir €; , €3 et €3 de sorte que
1€ (W) soit inférieur & €/2 .
Soit maintenant, grace au lemme 3.5, une fonction Vs dans H telle

que
‘Wll S \:[12 )

sur le spectre unitaire. Soit €4 un réel strictement positif tel que
1 (e4¥3) < €/3 .
Choisissons une fonction g dans A(G) telle que

1 <g <4/3 sur CNOR(G)
0 <g <4/3 sur C1NOKG)
lg| <e <4/3 sur On(G)\ C1,

comme il est loisible d’apres le théoréme de Weierstraf3-Stone. Dans ces
conditions, soit ¥ dans H telle que

~

U= 9‘1/’\1 + 64@\2 .
En particulier, sur le spectre unitaire,
T > g7,
et R . .
U > €Uy — |g|-|Pq] .

De la premiére inégalité, il résulte que, par restriction au spectre uni-
taire, T est supérieure a \ff\l sur C et est positive sur C . De la seconde,
nous déduisons que, toujours par restriction au spectre unitaire, T est
positive en dehors de Cy . De plus

pC(2) < 4/3uC(T1) + pC(ealr)
2¢/3+¢€/3

€

VAN VANV
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et donc la fonction ¥ vérifie bien les conditions requises par le théoreme.

6. Extension a un produit fini

Considérons maintenant un groupe G produit de groupes G; pour i
appartenant & un ensemble fini S et ou G; est 'ensemble des points
sur un corps local F; de caractéristique 0 d’un groupe linéaire, réductif,
connexe G; défini sur F; . Dans la pratique, nous prenons un corps
global F' sur lequel est défini le groupe G , S un ensemble fini de places
de F et nous considérons G = [],.s G(F,) , mais une telle restric-
tion n’est pas nécessaire pour énoncer les résultats. Nous étendons les
notations & cette situation produit.

Soit {(L;,0i)}icr un ensemble de représentants des orbites sous le
normalisateur de My , agissant par conjugaison sur L et o , et sous
X" (L) agissant par torsion sur o , de couples (L, o) formés d’un Levi
L € LC et d’une représentation dans la série discréte o de L . Nous
supposerons de plus, ce qui est loisible, que les L; sont des sous-groupes
de Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un méme sous-
groupe parabolique minimal P .

COROLLAIRE 6.1. Soienti € I et f; € A(G) ; il existe ®; € H telle

que
®;(m) = 8;j fi(0x)  si [7] = igr,;(0; ® X) avec x € X™(L;) .

Ici §;5 est le symbole de Kronecker.
Proof. Cela résulte directement du théoreme 4.2 par produit.

COROLLAIRE 6.2. Soient € > 0 et C un compact de O(G) ; il existe
W dans H telle que

1. U(w) > 0 pour tout w € I,(G) ,
2. ué(2) <e,

3. Pour tout  dans IL,(G) avec 0, € C qui est soit non-tempérée soit
tempérée mais non-induite d’une série discréte

T(r)>1.
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Proof. Puisque C est compact, ses projections C; sur G; le sont aussi
et C est inclus dans le compact II;C; . Nous prendrons comme fonction
U une somme indexée par S de produits de fonctions :

v=> | QY
i€S \jes

Pour \Ilz , nous prenons la fonction que nous donne le théoréme 5.4;
pour ¢ # j , nous prenons \Il; positive et plus grande que 1 partout
sur C; ; une telle fonction a été construite en 5.3. Le produit de ces
fonctions a bien une mesure de Plancherel (produit) arbitrairement
petite. Leur somme est plus grande que 1 sur les représentations dont
le caractére infinitésimal appartient a C et telles que I'un des facteurs
est soit non-tempéré, soit non-induit unitaire de série discrete.

7. Théoréme de densité

Soient G un produit de groupes G; (comme au paragraphe 6), IT une
pseudo bande verticale & partie réelle bornée du dual unitaire IT, (G) de
G , F Vespace des restrictions a II des transformées de Fourier scalaires
des éléments de 'algébre de Hecke, u la restriction a IT de la mesure
de Plancherel u@ sur II,(G) , © une pseudo bande verticale & partie
réelle compacte du sous-espace des caractéres infinitésimaux hermitiens
et A la restriction & © de A(G) . La condition (x) du paragraphe 2 est
vérifiée d’apres 3.5.

Notons B, l’espace des fonctions f sur II,(G) boréliennes bornées
a support dans un ensemble dont I'image dans ©(G) est compacte.
Notons R et F les espaces suivants :

1. R est 'espace des fonctions f dans B, telles que, pour tout Levi M
et toute représentation o dans la série discrete de M |, la fonction
sur X'"(M) ,

x = fliau(o ®x))

a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure ﬁ]\G/‘,’ - -
2. F est I'espace des fonctions f dans B, telles que, pour tout € stricte-

ment positif, il existe ¢ et ) dans H avec, pour toute représentation
unitaire 7 € I, (G) ,

~

[f(m) — o(m)| < o(x) et pC(P) <e.
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Remarque : les espaces de fonctions R et F sont des modules sur
Co(©(Q)) . Cest clair pour R . Pour F , cela résulte du corollaire 2.4.

PROPOSITION 7.1. Nous avons l’égalité R =F .
Proof. Par propriété des fonctions ﬁf,[’a-Riemann-intégrables (Schwartz,

1981, Théoréme 63), nous voyons que F est inclus dans R . C’est I’autre
inclusion que nous devons établir. Soit f € et soit C un compact de
O(G) qui contienne un voisinage de 'image du support de f . Soit
(L, o) un couple formé d’un sous-groupe de Levi L € LY et d’une série
discrete o € II5(L) . Considérons les fonctions

fo :x— fligL(c®x)) -

Par hypotheése, c’est une fonction ﬁgy »-Riemann-intégrable. Notons ,uz, -
I'image directe de la mesure jiz, , sur A(G) . D’aprés le lemme 2.1, étant
donné ¢ , il existe g, et h, dans A(G) avec

|f(m) — 95(0z)| < ho(0x) sim=igrL(oc®x) et #E,a(ha) <e .

Soit maintenant I un ensemble de couples (L;, o) défini comme en 6.1 .
Le théoreme 6.1 permet de fabriquer des fonctions ®; et ¥; associées a
Jo; €t hgy,; respectivement. Compte tenu de la compacité de I'image du
support de f et d’apres 3.4, les fonctions ®; et ¥; peuvent étre choisies
nulles sauf pour un ensemble fini d’indices de cardinal N(f). Posons

N(f) N(f)
d):Z@i et ¢1:Z\Pi.
i=1 i=1

Nous avons

~

|f(m) — ¢(m)| < %1 (m)

sur toute représentation 7 unitaire irréductible qui est une induite de
série discrete d’un Levi. De plus

(@) < N(fer -
Soit ¢ € C.(O(G)) positive et égale & 1 sur le support de f . L’inégalité
(™) = (ed)(m)| < (er)(m)

a lieu partout sur II,(G) sauf peut-étre sur I’ensemble, de mesure nulle,
des m dans le support de ¢ qui sont non-tempérées ou tempérées mais
non-induites de séries discretes. Il existe un réel a tel que

[£(m) = (6)(m)| + |(cf1)(m)| < a
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partout sur II,(G) . D’aprés le théoréme 5.4 | il existe une fonction ¥
de mesure arbitrairement petite, de sorte que, partout sur II,(G) ,

£ (1) — (c.9)(m)] < (ctpr)(m) + a¥(n)
et donc
lf —g9/<h avec g= c.$ et h = c.ﬁl + al

et telle que ,u_G (h) soit arbitrairement petit. D’aprés 2.2 et 2.3 cela
implique f € F .

LEMME 7.2. Si U est un ouvert, borné, uC-régulier, de T,(G) , sa
fonction caractéristique appartient ¢ R .

Proof. Notons f la fonction caractéristique de U prolongée comme
d’habitude en forme linéaire sur R(G) . La fonction f est u&-mesurable
car U est ouvert. Soient M € L et ¢ € II(M) , la fonction

fo + x = fligu(o ® X))

prend des valeurs entieres positives ou nulles. Distinguons les sauts de
0 & 1 des autres. Les sauts de 0 & 1 correspondent & des points de
la frontiere de U et sont donc par hypothése de ﬁgf’a-mesure nulle.
Les autres sauts se produisent en des points ou f, vaut plus que 1 et
donc ou linduite iga(o ® x) n’est pas irréductible. Ces points sont
soit en dehors du support de la mesure, soit dans un ensemble de
codimension 1 car ils sont stabilisés par un élément non trivial de W),
d’apres (Silberger, 1979, Theorem 2.5.9) en p-adique et (Enright, 1979,
Theorem 1 et Theorem (page 6)) en archimédien. En conséquence, ces
points sont de ﬁAGl,a-mesure nulle; en effet, cette mesure est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur X" (M) .

En résumé nous avons démontré le théoreme de densité suivant.

THEOREME 7.3. (Théoréme de densité). Soit G un produit de groupes
G; pour i appartenant a un ensemble fini S avec G; l’ensemble des
points sur un corps local F; de caractéristique 0 d’un groupe linéaire,
réductif, connexe G; défini sur F; . Soit f une fonction sur II,(G)
pC-mesurable bornée et & support dans un ensemble d’image compacte
dans ©(G) .

(a) Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1.Pour tout Levi M et toute représentation o dans la série discréte
de M , la fonction sur X" (M) ,

x = fligm(o ® X))

a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure [Lf,f -
b)
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2.Pour tout € strictement positif, il existe ¢ et ¢ dans H vérifiant,
pour toute représentation unitaire w € II,,(G) ,

-~

If(m) = d(m)| < p(m) et uC(P) <e.

(b) En particulier, soit f la fonction caractéristique d’un ouvert uC-
régulier de I1,(G) et a support dans un ensemble d’image compacte
dans O(G) . Pour tout € > 0 , il existe ¢ et ¢ dans H telles que

f—dl<¢ et pC(Y)<e.
Proof. (a) est une reformulation de la proposition 7.1 et (b) résulte
du (a) et du lemme 7.2.

COROLLAIRE 7.4. Soit G = G(Fs) . Soit (tn)nen une suite de
mesures boréliennes positives sur I1,(G) telle que pour toute ¢ € H
la fonction ¢ est pp-intégrable (pour tout n) et vérifie

Tim pn(6) = u(9) -

Alors, pour tout ouvert U C I1,(G) , borné et régulier pour la mesure
de Plancherel

lim 1, (U) = p%(U) -

n—oo A . .

Proof. En effet, nous venons de voir que, si f est la fonction car-
actéristique de U , pour tout e strictement positif, il existe ¢ et ¢ dans
H telles que |f — ¢| < ¥ et u®(2p) < € . Le corollaire résulte alors des
calculs effectués en 1.3 .
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