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Au parfum de la fleur de Mas.

Science! true daughter of Old Time thou art !
Who alterest all things with thy peering eyes.
Why preyest thou upon the poet’s heart,
Vulture, whose wings are dull realities ?

How should he love thee ? or how deem thee wise ?
Who wouldst not leave him in his wandering,
To seek for treasure in the jewelled skies,
Albeit he soared with an undaunted wing ?
Hast thou not dragged Diana from her car?
And driven the Hamadryad from the wood
To seek a shelter in some happier star ?

Hast thou not torn the Naiad from her flood,
The Elfin from the green grass, and from me

The summer dream beneath the tamarind tree ?

Edgar Allan Poe
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Présentation
Le travail présenté se compose de deux parties indépendantes.

La premiére partie reproduit un article, dont le but est de prouver le critére d’unitarisabilité
annoncé par D. Friedan, Z. Qiu et S. Shenker [FQS85b] pour les représentations des super-
algébres de Ramond et de Neveu-Schwartz. Ces algébres sont les versions super-symétriques
de l'algébre de Virasoro. Un théoréme analogue pour ’algébre de Virasoro avait été annoncé
par D. Friedan, Z. Qiu et S. Shenker [FQS85a]; une preuve détaillée a été publiée par R. P.
Langlands [Lan88|.

Cet article a été publié dans la revue Communications in mathematical physics, volume 121,

pages 639 & 657, en mai 1989.

Dans la seconde partie on étudie les mesures limites des mesures obtenues par décomposition
spectrale des quotients de groupes de Lie par des sous groupes discrets de plus en plus petits. Nous
obtenons une nouvelle démonstration et des généralisations des résultats de L. Corwin [Cor77]
pour les groupes de Lie nilpotents, D. De George, N. Wallach et P. Delorme [DGW78, DGW79,

Del86| pour les groupes de Lie semi-simples.

Il y a dans les entrailles de la terre une faculté forma-
trice qui, & la maniére d’une femme enceinte, reproduit
dans son sein, a lintérieur des pierres, les choses hu-
maines telles qu’elle les voit : telles, des images de sol-
dats, de moines, d’évéques, de rois (...) Ceci est assez
rare. Mais ce qui est constant, c’est qu’elle reproduit
dans les gemmes et les minérauz les cing corps régu-
liers de la géométrie. L’ceuvre, en effet, témoigne de

ouvrier.

Johannes Kepler — Strena, seu de nive sexangula






Chapitre 1

Représentations unitaires des
super-algébres de Ramond et de

Neveu-Schwartz

Je vais d’abord développer cette opinion jusqu’au bout, puis j’examinerai si elle
est vraie : je crains que la révélation importune de sa fausseté ne m’empéche de faire
ce que j’ai décidé : des mots sur un Rien.

Johannes Kepler — Strena, seu de nive sexangula



4 CHAPITRE 1. REPRESENTATIONS UNITAIRES DE SUPER-ALGEBRES

I Enoncé du probléme

I.1 Introduction

On s’intéresse aux représentations de 'algébre de Virasoro et ses analogues super-symétriques
(Ramond et Neveu-Schwartz) : on construit une forme bilinéaire contravariante sur l’espace de
la représentation [Jan79, Kac79, Roc85|, et on cherche les représentations qui sont unitarisables
pour cette forme .

Le fait majeur est que l'on trouve un quart de plan “trivial” d’unitarisabilité, et des “séries”
indexées par des entiers [BPZ84, FQS85a, FQS85b, KW85, Lan88, Roc85, Sha72|. Le para-
graphe I1.1 est consacré a analyse du cas “trivial” z > 3/2 et h > 0. Et a partir de ce paragraphe,
le plan de 'ouvrage suit celui de [Lan88|. Les propriétés découlant immédiatement de [Lan88|
(et, pour certains points techniques, de [Roc83]) seront énoncées par souci de complétude, mais
non redémontrées.

Les théorémes 2 et 3 ont été énoncés, et une preuve reposant essentiellement sur des calculs
numériques est donnée dans [FQS85a, FQS85b|. Les théorémes réciproques sont démontrés

dans [KW85|. Une démonstration analytique du théoréme 2 est donnée dans [Lan88].

I[.2 Super-algébres et Super-algébres de Lie.

Définition 1. Si G est un groupe abélien, une algébre A est dite G-graduée si A se décompose

en une somme directe de sous-espaces A = P Ay, pour lesquels A,Ag C Ayys. Un élément

aeG

a de A, est dit homogéne de degré «, on note deg a = .

Remarque . Si dans une formule, on écrit deg a, ceci sous-entend que a est homogéne et que la

formule s’étend par linéarité a A.

Définition 2. Une super-algébre est une algébre Zs-graduée. Les éléments homogénes de degré 0

sont dits pairs, ceux de degré 1 sont dits impairs.

Définition 3. Une super-algébre de Lie est une super-algébre A = Ay ® Aj avec un crochet |, |,

tel que :
(SL 1) [a,b] = (—1)(deg @)(deg b)[p, ] (anti-commutativité),
(SL 2) [a,[b,c]] = [[a, D], ] + (—1){deg a)deg b)[p [q ¢]] (identité de Jacobi).

Remarques . Ag est une algebre de Lie ordinaire. Aj est un Ag-module. La donnée de cette
super-algebre de Lie est alors équivalente & la donnée d’'un homomorphisme de Ag-modules

@ S2A7 — Ay tel que ¢(a,b)c+ (b, c)a + p(e,a)b = 0.
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Exemple fondamental : si A est une super-algébre associative, le crochet défini par [a,b] =

ab — (—1)(deg a)(deg b)pg en fait une super-algebre de Lie.

Remarque . On construit, comme pour les algébres de Lie, la super-algébre enveloppante uni-
verselle par T(A) = KD AP (AR A) @ .... Les A® ... ® A étant tous Zy-gradués, T est
aussi par linéarité. On a alors U(A) = T(A)/R ou R est l'idéal bilatére engendré par les
[a,b] — 0 ® b+ (—1)(des deg Dy g g,

Théoréme 1 (PBW) Si A = Ay @ A;j est une super-algébre de Lie, ay,as,. .., an une base de
Aj et by,ba, ..., by, une base de Ai, alors une base de U(A) est donnée par les éléments de la

formea’fl...afnmbil...bis avec k; >0 (pour 1 <i<m)etl<i3 <ig<...<ig<n.

Cf., par exemple, [Kac77].

I.3 L’algébre de Virasoro. Le théoréme de Friedan-Qiu-Shenker

On peut construire I'algébre de Virasoro de différentes maniéres (toutes instructives). L'une de
celles-ci consiste & s’intéresser a 1’algébre v, algébre de Lie des champs de vecteurs sur le cercle
a série de Fourier finie (i.e. polynémiaux). On sait alors que H?(v, C) = C. Un cocycle non nul
est donné par :

y <1Aeki0d’1.eli6d> _ 5k—lm

? dé’ v db ’ 12

pour k,l € Z. L’algébre de Virasoro est alors isomorphe a l'extension centrale (universelle)
G = v ® C, correspondant au cocycle ~.
L’isomorphisme envoie Lj sur (16“9;,1) et Z sur (0,1). Et, en fait, G est le revétement
universel de v.
On obtient ainsi une algébre de Lie complexe ayant pour base {Ly, Z}rez, satisfaisant aux
relations :

k(k% —1)

VA
12

[ka Ln] = (k - n)Lk+n =+ 5k,fn
[Ln,Z] = 0

La sous-algébre de Cartan associée est alors H = CLy @ CZ, et, pour A € H* tel que A\(Lg) = h
et A(Z) = z, on définit
My={ve M/ Lyv=hv,Zv=zv}

ou M est un H-module.
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Une représentation M de G avec plus haut poids A est alors une représentation engendrée par

un vecteur vy tel que :
{LkUA:O pour k > 0

Lovy = hvy et Zvy = zvy
vy est alors appelé vecteur de plus haut poids de M.

Le module de Verma associé a A\ est alors ainsi construit :
M(X) =U(G) @ym) C(N)

ou B est le sous-espace de Borel associé¢ a G (i.e. B = H & N, avec N = @;~9L; — on note
également N~ = ®;oL;—) et o C(\) est le B-module de dimension 1 avec une H-action donnée
par A et une N-action triviale.

Par simple calcul de crochets, il est alors clair que M(\) = @peNnM (A)r—m-

On construit ensuite une forme bilinéaire symétrique contravariante ainsi : soit w l’anti-auto-
morphisme linéaire de U(G) tel que w(Ly) = L_g, k € Z et qui laisse invariant Z. Soit § la
projection de U(G) = U(H) ® N~U(G) + U(G)N) sur U(H); remarquons enfin que 'on peut
prendre pour vy le vecteur 1 ® 1 de M (). On définit alors :

(Xvr, Yuy) = (Ao B)(w(X)Y).
La forme est contravariante en ce sens que :
(Xv,w) = (v,w(X)w)

pour X € U(G) et v,w € M(X). Grace a cette contravariance, on a une décomposition en

somme directe orthogonale (i.e. (v,w) = 0si v € M(X\), et w € M(X), pour p # v). Il est

alors clair que le radical de cette forme est I'unique sous-module maximal de M () et donc que

L(X) = M(X)/Rad(.,.) est I'unique quotient irréductible de M ().

On dit alors que la représentation définie par A est unitarisable si, sur L()\), elle donne une

représentation unitaire. D’une maniére équivalente, ceci signifie que la forme (., .) est non-négative

sur M()).

On a alors le théoréme suivant [FQS85a, Lan88| :

Théoréme 2 (Friedan-Qiu-Shenker) La forme (.,.) est non-négative si et seulement si :
(i). soit z>1eth>0,

(7). soit il existe un entier m > 2 et deux entiers p,q tels que 1 < qg<p<m et :

6 p _ (m+1)p—mg)” —1

°T m(m+1) B dm(m + 1)

L’objet de la présente étude est de prouver I’analogue de ce théoréme dans le cas super-symétrique

(cf. également [FQS85b]).
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I.4 Les super-algébres de Ramond et de Neveu-Schwartz

Celles-ci sont définies par les relations suivantes :
(i). ve est engendrée par Z, {Ly}kez), {Fi}icerz), € =0 ou 1/2,

. . 1. )
(11). [Ll,LJ] = (Z — ])Li+]’ + (’L3 — ’L)(Si,sz,

12
1. 1
(111). [Fz, FJ] = 2Li+j + g(l2 - Z)di,,jZ,
(iv). [, L] = (i = 5) Fitys

2

(v). Z est central.
Ve est engendrée par Z et les Ly, et v, 1 est engendrée par les Fy.
La sous-algébre de Cartan est définie de la méme maniére, en rajoutant (si nécessaire ) Fp.
Les notions de sous-espaces propres associés a un poids, de représentations avec plus haut poids,
de modules de Verma se généralisent immédiatement ; et on a encore (avec exactement la méme
construction) une unique (& multiplication par un scalaire prés) forme bilinéaire symétrique
contravariante, ainsi qu'un unique quotient irréductible.

Nous nous proposons alors de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3 La forme (.,.) est unitarisable si et seulement si :
(i). soit z>3/2 et alors h >0 (e =1/2) ou X réel (e=0),

(7). soit il existe un entier m et deuz entiers p et q tels que :
0<g<p+1—-2e<m+2—-2 et p—q+1—2e€2Z

8 C((m+p—(m+2)g)* -4 11
(m+2)(m+4)> eth= 8(m +2)(m + 4) 8<_6>'

z:3/2<1— 5

On abrégera souvent 7(X).v en Xv.
Si a et B sont deux multi-indices (ni,...,n¢) et (l1,...,ls) (respectivement), avec ny > ng >

cooong>0etly >l >...> 15 1,8 € N,on note a- S le double multi-indice donné par « et 3,
Vog =F_j ... F_ L _pn,...L_p 0.

Alors le module de Verma V (= M ())), est engendré par les v,.3 pour a et § décrivant tous les
multi-indices entiers.

z
On a nécessairement A2 = h — o0 &0 effet :

1 Z z
)\2 = (F()QU¢,U¢> = <2[F0,F0]U¢,U¢> = <<L0 - 24) U¢,’U¢> =h - ﬁ

Et donc, les représentations sont indexées soit par h et z, si € = 1/2, soit par A et z sinon.
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II Premiére analyse du probléme

II.1 Premiers paramétres : p, ¢ et m

Premiére réduction :

Lemme II.1 [Lan88/ Si la forme (.,.) est non-négative, alors h € Ry , z € Ry, (et h > & si
e=0).

z(m)—3<1— 5 >
2 (m+2)(m+4)
(m+4)p—(m+2)g)° -4 1/1
he (m) = “(s—€).
pa(™) Smt2)m+d  slz €
Pourky > ke >...>2 k- >0¢etly >...>1ls >0, soita-f = (k1,..., k) (l1,...,ls), notons
pla-B)=r+setvia-B)=>T_ 1 ki+>7 1

Alors V.= B,,5o Vn avec Vi, = Vect(va.p [ v(a- B) =n), et les V;, sont 2 a 2 orthogonauz pour

Posons :

la forme (.,.).

Il existe une autre forme sesquilinéaire définie sur V, a savoir {vq.8, Uy.6} = day03,5 étendue par
linéarité. Les V}, sont encore orthogonaux pour cette forme et, en se restreignant a V,,, on peut
écrire :

(u,v), = {Hp(u),v},

avec H,, opérateur linéaire hermitien (dépendant de (h, z) ou de (A, z) selon le cas).
Dénotons par P(n) la dimension de V;,. Le point crucial de la démonstration est la formule de

Kac pour le déterminant de H,, (cf. [KW85] par exemple) :

det Hy = A, [] [T (—n5,m)" %) siz=z(m),
k<2n pq=k
1—2e+p—qe2N

avec A, > 0.

. . e s 3 . .
Cette formule permet de démontrer la non-négativité pour h >0, z > 5, et h > 55 (sie =0) :

Proposition II.1 La forme (.,.) est non-négative pour h >0, z > %, h> = (sie=0).

Preuve :  Par continuité, il suffit de le voir pour A > 0, z > %, AeR.Siz=z(m)> %, alors,

pour ¢ =0
z z  [(m+4)p— (m+2)q?

o) Th g 8(m + 2)(m + 4)

(h=57) = () 4(m)

Or z(m) > 2 impose (m + 2)(m +4) < 0. Donc h — hy, > 0. Pour € = 1, 2(m) > 2 impose

2
m €] —4,—-2[oum=3+1id (J € R, i*=—1).
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Dans le premier cas 2¢ < (m +4)(p — q) + 2q prouve que h},{qQ(m) < 0; dans le second cas, on a
1/2

Im(hylg (m)) # 0.

D’out det Hy, # 0. 11 suffit donc de prouver la proposition pour une paire (h,z) (ou (A, 2)).

On va démontrer par récurrence que :
(i) (Va8 Vag) = Caph? @ (1 +0(1)  cap >0

p(o-B)+p(v-9)
2

(17) (Va-8,Vy.5) = o(h ) si(a-B)#(v-9).

La récurrence se fait sur p(a - ) + p(vy - 9).
Pour prouver ceci, nous avons besoin de deux lemmes de “réordonnement” assez naturels et dont

les démonstrations sont triviales :

Lemme I1.2 Pour tout r > 1, (ki)lgigr € N*", (ei)lgigr € {O, 1}T

X X?;ﬂ% = Z s(a- B)va.s
v(a-B)=XT_,k;
pleB)<r

ot on a convenu que X, = L_y, et X1, = F_y, et o les s(a - 8) sont des réels (en fait au
plus demi-entiers), indépendants de h, z et \.
Lemme II1.3
0 sil > Zle n; ;
FL_y,...L_p vy =
Ss(a-Buag sil< St .
ou les s(av- B) sont nuls si v(a - B) # —1+ 3t ni, ou si p(a-B) > t.
Et ot (nq,...,n;) est quelconque dans N', | € N, t € N*.

Démontrons la proposition. Si p(a - ) + p(y-9) =2 :

1%"cas
<F*lllv¢7 F*l2v¢> = <Fl2F*llv¢>7 W))
412 — 1
= < <2L52_11 =+ (5[2_11 112Z> Vg, U¢>
0, sily # 1o
= Yo ML g
12 Z, Sli1 =12.
2°cas

(F_,vg, Lon,vg) = (Ln, Fi,04,05)
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n
= (ll + *1) (Fy—1,Vg, Vo)

2

0, sing # Iy

- (l1 + %) A, sinon.

3cas
<L*n1vd)v L*n2v¢> = <LTL2L*TL1U¢7U¢>
ni(n? —1

— <<(n1 +n2)LTL27’n1 +6n27n1 l(é)Z> 'U¢,’U¢>
0, ) si ny # no

= -1
2n1h + 711(”16)2, sinon.

Comme X ~ h'/2, la propriété est vérifice.

H, {=H,:

1¢"cas : S ou § # 0; alors notons d celui qui contient le plus petit indice [ dans son écriture
(I1,...,1ls). On a:

(Va8 Vy6) = (Ligy o L, Fony o . Frn Fogy oo Fo Ly, ... Ly, Vg, Ug)

avec my, <l (et éventuellement s =0, ie. F_j, ...F Ly, ...L_p, =L_y, ...L_p,).

On a donc :
(Ua.ﬁ, U’Y'5> = (—1)S<Lk1 c. Lk,«Fm1 . qu71F*ls c. FfllquL—nt . L_m%, ’U¢>
S
+3(~1)57 [2<L,g1 e o Pty o Py D)
j=1

><F_l]._1 c. L,nlvd,, ’U¢>
4m? —1
+5mu,lj TTZ<L]€1 oo qule*ls e F,l

JEP L_n,vg,v4)] -

J+1

Fy

Pour le 1¢" terme, on applique d’abord le lemme 3 et le lemme 2, puis I’hypothése de récurrence,

. pla-B)+(p(y-6)—1) play)+p(v-6)
et on obtient un O (h 2 ) 2

. Au dernier terme, on
p(aﬂ)+p(v<5)—2>
2 .

, C’est-a-dire un o ( h
applique 'hypothése de récurrence, et on obtient un O (h
Quant aux autres termes, on peut leur appliquer le lemme 2, sauf peut-étre pour j = s — dans
le cas ot Iy = m, —, et on obtient le méme ordre de grandeur que pour le premier terme, sauf

si on est dans le cas [ = m,,, ol on obtient :
2 (h + E’;f:lni + E;lej) <Ua.5/7 U7.5/>

avec ' = (my,...,my—1) et & = (l1,...,ls—1). En appliquant une derniére fois I’hypothése de

récurrence, on obtient H.
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2¢cas : § =8 = (. On pose alors v = (k1,...,k) et & = (n1,...,ns). On suppose, de plus, que
kr < Nng.

(Va-rVys) = (Liy - Ly Ly, ... Loy, v4,04)
t

- ¥ [(k:r ULy - Loy Ly oo Loy L gy Loy -« Doy U, 0)
j=1

kr(k2 —1)

+ 12

Ot —kp 2Ly oo Ly Ly oo Ly Ly oo Loy v, 08) |

Pour les termes tels que [; — k. > 0, on applique le lemme 2 puis ’hypothése de récurrence, et
c’est fini. Pour les autres — i.e. j > ¢ — on obtient

t
2k > (Liy - Loy \Lony o Loy Loy o Lo vg,09)(h+ (4, 2)).
j=i

Clest-a-dire Ah(Ly, ... Ly, L_p, | ...L_p,vg,0¢) + 0 (h avec A > 0.

(o) +7r(y) )
2
Et la récurrence se propage une fois de plus.

Deés lors la positivité est claire en décomposant sur la base formée par les v,.3.

I1.2 Domaine d’étude; premier point caractéristique

Construisons le domaine d’étude. Remarquons que z(—6—m) = z(m) et hy, ,(=6—m) = h, ,(m),
donc on se limite 4 0 < z < % pour m > 0.
(m+3)(p* — ¢*)

(m+2)(m+4)
Pour m > 0, définissons M (m) tel que :

On a alors : hy, ,(m)—hg ,(m) =

i.e. p > g si et seulement si Ay, (m) > hg ,(m).

M? =448(m+2)(m+4)h et M>0

(m+2)(m+4)
2

Remarquons que M > 2, et que M > \/ si e = 0. Soit D le domaine de R? défini

par
[(m+2)z—(m+4)y <M
(m+4)x—(m+2)y>M
O<y<uz.
Propriété I1.1 [Lan88/
(i). By q(m) = h > h,(m) < (p,q) € D,

(ii). D contient un point de N? avec y > 0.
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Posons p(h,z) = Min p et ¢g(h,z) = Min ¢ (respectivement pour (A, z)) ot les minima sont pris
sur {(p,q) € D/p—q+1—2¢c€ 2N}

Alors il existe p/, ¢’ tels que (p,¢’) € Det (p',q) € D.Etonaq<gq etp<p/, donc

-p>4q >q,

- (m+2)p—(m+4)g=>(m+2)p—(m+4)¢ >—-M,

~(m+2)p—(m+4)g< (m+2)p —(m+4)g < M,
~(m+4)p—(m+2)g>(m+4)p—(m+2)¢ > M.

Et donc (p,q) € D.

Définition 1. Sip—q+1—2e € 2N, on pose P(h,z) = (p,q) (respectivement pour (), z)). Sinon,
on peut remarquer que (p + 1,q) et (p,q + 1) sont dans D, car, en regardant le raisonnement
précédent, on s’apercoit que (p,y) € D pour ¢ < y < ¢ (et, ici, ¢ > ¢), et que, de méme,
(,q) € D pour p <z < p (et p > p). On est alors amené a poser dans ce dernier cas

P(h,z) = (p+1,q) (respectivement pour (), z)).

Propriété 11.2 Si (po,qo) € D, avec pg — qo + 1 — 2¢ € 2N, alors le produit poqo est inférieur

au produit des coordonnées du point P(h,z) si et seulement si P(h,z) = (po,qo)-

Preuve : Posons P(h,z) = (p,q) (ceci est une nouvelle notation et non pas une supposition) et
2n = pq.

Supposons (p(h, z),q(h, z)) = P(h, z). Si pogo < 2n et py > qo avec (po,q0) # (p,q) et po — qo +
1 — 2e € 2N, alors soit py < p, soit gy < ¢. Donc (pg, qo) ¢ D.

Supposons P(h,z) = (p(h,z) + 1,q(h, z)). Si py et qo vérifient les mémes hypothéses que précé-
demment, alors on a py < p ou gg < ¢. Dans ce dernier cas (pg, qo) ¢ D. Dans le premier cas, si
po < p— 1, on a encore (pg,qo) ¢ D; on étudie donc le cas ot pg =p—1et gg =g+ 1. On a
pq — poqo = p(h, z) — q(h, z); donc il est nécessaire qu’il y ait égalité : p(h, z) = q(h, z). Alors,

en reportant dans les inégalités de définition de D
(m+2)p— (m+4)g>—-M

(m+4)p — (m+2)qg = M,

M
on obtient p(h,z) = q(h, z) = - Mais alors (m 4+ 2)pg — (m +4)go = —M — (m +4) < —M.
Et on a encore (po, qo) ¢ D (le cas gy > q+1 est exclus, car, dans ce cas, poqo > pg+p—q—1 > pq;
en effet p—q—1=p(h,z) — q(h,z) > 0).
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Proposition I1.2 [Lan88] Si P(h, z) (respectivement P(\, z)) est intérieur a D, alors la forme

(.,.) prend des valeurs négatives sur V.

Définition 2. Soit r > s des entiers naturels non nuls. Posons

< ( ):{(h—hi,s(m))(h—hg,r(m)), sir# s

T,s .
h — hg (m), sir=s.

De sorte que si (r,s) ¢ D et r # s, alors ¢} ;(m) > 0. On a également :
M
¢7’,T <0& 'Iﬂ>?

Remarquons que si r? = pg, alors ¢, >0 :
En effet, (r+ 1,7 — 1) ¢ D, sinon ceci contredirait le fait que pg est minimal ; donc, en tenant

compte de :
{(m+2)(7’+1)—(m+4)(r—1):2m+6—2r

(m+4)(r+1)—(m+2)(r—1)=2m+6+2r
et en remarquant que M < 2r < M + 2 entraine 2m + 6 + 2r > M et 2m 4+ 6 — 2r > —M, on
obtient 2m +6 —2r > M car (r+1,r—1) ¢ D.
De plus, p > r, car p > q et pg = 2. Orp=r=gqg=r,etalors ¢, =0. Et sip>r+1,

q <7 —1 (pg =r?). En reportant, on trouve :

(m+2)p— (m+4)q

A\

(m+2)(r+1)—(m+4)q

v

(m+4)(r+1—q)—2(r+1)

v

2(m +4) — 2(r + 1)

v

2m + 6 — 2r
M.

V

Et cecl est une contradiction.

III Analyses locales; fin de la démonstration

II1.1 Domaine de variation du paramétre réel m.
Posons maintenant P(h, z) = (p,q). On voit qu’il y a trois cas :
(A) (m+2)p—(m+4)qg = M
(B) (m+4)p—(m+2)qg = M

(C) (m+2)p—(m+4)g = —-M (p#q)
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Lemme II1.1 [Lan88] Le cas (C) ne se produit pas.

Désormais, nous fixons (p, q). Dans le cas (A)[respectivement (B)], on aura h = hy ,(m) [respec-

tivement hy, . (m)].

Lemme II1.2 [Lan88/

(i). L’ensemble de tous les m > 0 pour lesquels h = h{ ,(m) et z = z(m) donnent le cas (A)

est l'intervalle m > p+ q — 4 (a condition d’exclure le cas non intéressant q > %)

(ii). L’ensemble de tous les m > 0 pour lesquels h = hy, ,(m) et z = z(m) donnent le cas (B)

est Uintervalle m > p+ q — 3, sauf si p = q =1, auquel cas c’est m > 0.

M

5, la forme (.,.) prend des valeurs négatives sur

Remarque. Dans le cas (A), avec e = £, si ¢ >
V.
Preuve: On a ¢f , <0.Sir est tel que 2(r—1) < M < 2r, alors r < q et, en raisonnant comme

dans la proposition 2 du II, on obtient det Hy, < 0.

Pour 0 < z < %, m est une fonction analytique de z et on peut écrire :

hp, o(m) = hy, ((2) = h(2).

Il en va de méme pour le cas hg .

Fixons z et considérons H (h,z) comme une fonction de h, au voisinage de h(z). Ses valeurs
propres sont les solutions d’une équation polyndmiale & coefficients polynéomiaux (donc analy-
tiques réels). De plus, ses valeurs propres sont réelles pour h réel, car Hy, (h,z) est symétrique;

on peut ainsi faire un développement de Puiseux des racines :
a;(h) = aio + i (h — h(2)Y* + ago(h — h(2))* + ... pour 1 <k < P(ny).

Mais alors «; est réel pour tout j. En effet, o;(h) est réel pour h réel; h(z) est aussi réel. Donc

;i est réel ; mais alors aussi
;1 = lim —ai(h) — 0
TS | (= h(z) VR
Et ainsi de suite pour tout j.

Mais, en multipliant h — h(z) par eV=1m = _1 € R, on obtient :
Q45 € R Oéije\/jlﬂj/k R
Donc j ¢ kZ = o;; = 0.

On peut ainsi prendre kK =1 et :
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Propriété I11.1
ai(h) = aio + az (h — h(2)) + aip(h — h(2))? + ...

Donc, cf [Lan88|, dans un voisinage de (h(m), z(m)), on peut trouver une fonction analytique
v(h, z) a valeurs dans V,, telle que v(h, z) soit de norme 1, soit vecteur propre pour Hf (h,z), et
corresponde a la valeur propre 0 quand h = h(m),z = z(m), cf [Roc83].

De plus,

Lov(h(m),z(m)) = (h(m) + n)v(h(m), z(m))
Liyv(h(m),z(m)) = 0 pour k>0

car

<Lkv(h(m)7 Z(m))7u> = <v(h(m), Z(m))7 L*ku> =0

pour tout u dans V,,_j . Or, Lyv(h(m), z(m)) appartient & V,,_j et Hf_, (h(m), z(m)) est inver-
sible (puisque n — k < n ). Donc

Lyv(h(m), z(m)) € V;—y = {0}.
Il existe donc un homomorphisme de v.-modules

¢ . Vh(m)+n,z(m) N Vh(m),z(m)

transportant vz(m)+n’z(m) sur v(h(m), z(m)).

Grace a ce vecteur, on va pouvoir étudier la structure de la forme hermitienne contravariante
quand m tend vers I'infini.

Définition 1. Pour ny < n' oum # m/, posons U, = Uy, (m) 'espace des vecteurs propres pour
0 dans Vp,,.

Pour (h, z) voisin de (h(m'), z(m’)), on note Uy, (h, z) Uensemble des
L_y,...Lp, Fy ...F_jv(h,z)

pour > k; + Y l; = n' —n. On définit alors U, (m) = U, (h(m), z(m)). Les deux définitions
coincident quand elles s’appliquent toutes les deux, cf. [Lan88|. Alors U, (m) est défini et est
une fonction analytique de m : il existe {v1(m), ..., vp(,)(m)} tel que v;(m) soit analytique en
m, et {v1(m), ..., Vgimu, (m)} soit une base de Uy, (m).

Soit W), son orthogonal par rapport a la forme {.,.}.
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III.2 Deuxiéme point caractéristique du probléme

On va maintenant chercher & définir un deuxiéme point caractéristique du probléme. Ce point
va correspondre au deuxiéme point minimal pour la fonction produit sur la frontiére de D, avec
la bonne parité.

Si on regarde les droites © — y = p — g + 2k, avec k € Z, et leurs intersections avec D, on se rend
compte que les points minimaux correspondent (si cette intersection existe) & k = —1 dans le cas
(A), et & k =1 dans le cas (B). Malheureusement, cette intersection n’existe pas toujours dans
le cas (A), comme le montre un petit calcul. Aussi, dans ce cas, il faut distinguer deux sous-cas

correspondant, respectivement, & :

Cas (A1) : p—q >3 oup—q=2, avec m non entier,

Cas (A2) : p—qg=1o0up—q=2, avec m entier.

Remarque. Le cas m entier ne nous préoccupera pas, puisque c’est justement ce que 'on veut
démontrer.

Dans le cas (Al), l'intersection des 2 droites (m+4)x — (m+2)y=M et x —y=p—q — 2 est
un point (z(m),y(m)) avec p’ — 1 < x(m) < p’ pour un certain p’ > p — 1. Si z(m) = p/, alors
ym)=q¢ =p' —p+q+2,etm=p +q-2

Dans les cas (A2) ou (B), 'intersection des 2 droites (m+2)z—(m+4)y=Metx—y =p—q+2
est un point (z(m),y(m)) avec p’ —1 < z(m) < p/ pour un certain p’ > p. Si z(m) = p/, alors
ym)=q =p' —p+q—2,et:

A2 m=p —p—4,

Bm=p+q -2,

et on a donc m € Z.

Remarque. En plus, dans le cas (A2), on a aussi

(m+2)p—(m+4)qg = M
(m+2)(p—q) = M+2q

m+2 = M+ 2q

Définition-Propriété II1.2 Sip' — 1 < z(m) </, si (p1,q1) est sur la frontiere de D avec la

bonne parité, et si prq1 < p'q’, alors (p1,q1) = (p,q)-
Si x(m) =p' et (p1,q1) comme ci-dessus, alors (p1,q1) est soit (p,q), soit (p',q').

Preuve :

Cas (Al) :
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On écrit py —q1 =p' — ¢ +2k, k€ Z. Si k <0, alors

(m+4)p1—(m+2)qg = (m+2)(p1 —aq1)+2p

IN

(m+2)(z(m) —y(m)) + 2p1
< M +2(p1 — z(m)).

Donc p; > x(m), soit p1 > p’. On a aussi 1 = ¢’ + (p1 — p’) — 2k. Donc le seul cas possible
d’égalité est (p1,q1) = (p',q).
Sik=1,onap—q=p —q.Etde

(m+2)p1 — (m+4)g1 = M ou

(m+2)p1 — (m+4)g1 = —Mou

(m+4)p1 — (m +2)q1 = M,

on tire :
(r,q)

(prq1) = (p+ M,q+ M)
Le troisiéme cas est clairement impossible ; quant au premier, il est admis dans le lemme. Reste

le second :
(m+4)(p+M—-2)—(m+2)(qg+M)=M+2m+3)(p—qg—1)—2> M.

Donc p/ < p+ M — 2, soit ¢ < g+ M, d’ou la contradiction sur le produit pi1q;.

Si k > 1, remarquons

(m +2)(@(m) — y(m)) + 22(m) = (m+2)(p—q) ~ 2

m+2 = xz(m)+q.
Soit alors 2’ = z(m) + 2k

(m +2)2’ — (m + 4)y(m)

M —2z(m) — 2y(m) + 2k(m + 2)

> M+ 2(2(m+2) — a(m) — y(m))
> M +2(z(m) —y(m) + 2q)
> M+2(p+q—2)> M.

Donc p; > 2’ et q1 > y; soit 1 > ¢ et py > p'. Il y a 1a une contradiction.
Cas (A2) :

Ce cas est trivial, car, en écrivant py — ¢y =p — ¢+ 2k, on a :
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Si k < —1, la droite x — y = p1 — q1 ne rencontre pas D.
Sik=1,ona:
(p,q)
(p1,¢1) =9 (p+M,q+ M)

Encore une fois, seul le deuxiéme cas pose probléme, et on a :
(m+2)(p+M—-2)—(m+4)(g+M)=-M—-2(m+2) <M.

On conclut encore que p’ < p+ M —2, et ¢ < g+ M.
Sik >0,
(m+2)p1 — (m+4)q1 > M +2(x(m) — p1

d’ou p; > p’. De nouveau, c’est une contradiction.
Cas (B) :

On procéde de méme. Si k > 0,
(m+2)p1 — (m+4)q1 =M +2(y(m) — q1) + 2k(m + 2).

On retrouve comme seule possibilité (p1,q1) = (p', ¢').

Si k = —1, en écrivant de méme les équations de la frontiére de D, on obtient comme possibilités :
(—¢.—p)
(P1,q1) = (M —gq,M —p)
(p.q)

Seul le deuxiéme cas pose probléme :
(m+2)(M—q)—(m+4)(M—p—2)=—M +2(m+4).

Sip#gq,alors M =(m+4)(p—q)+29>m+4;et doncp’ <M —q, soit ¢ < M —p, et on a
une contradiction sur le produit piq;.

Si, au contraire, p = ¢, alors le seul point commun entre la droite x = y et D est (p,q), donc le
probléme est clair |en fait, p=q¢=p; = ¢ = M/2].

Si k< —1, on a encore m+4 = xz(m) + q et
(m +4)z(m) — (m +2)(y(m) = 2k) <M — (p - ¢ +2)

Soit p1 <p' et q1 > (.
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Il nous faut établir la proposition suivante :

Proposition ITII.1 Si le cas (A) ou (B) se produit, et que p' — 1 < x(m) < p, alors la forme

(.,.) prend des valeurs négatives sur V.

Nous allons faire un raisonnement par ’absurde.
Remarque. On peut fixer p, g, p’ et laisser m paramétrer la courbe z = z(m), h = h, ,(m) (B) ou

h= ke, (m) (A),

ITI1.3 Analyse locale de la forme hermitienne contravariante

L’étude se conduit assez simplement, mais demande un peu de technique. Tout d’abord, il s’agit

d’étudier ’homomorphisme mis a jour au paragraphe 1.

Lemme II1.3 det Hg(m’)‘f'n,z(m’) 20

'—n

Preuve :  On doit prouver que h(m’) +n # hy, ¢ pour p1g1 < 2(n’ —n), ie. :
Dans le cas (A) :

[(m +2)p — (m + 4)q]* + 8(m’ + 2)(m' + 4)% # [(m' + 4)p1 — (m + 2)q1]*.
Dans le cas (B) :

[(m + 4)p — (m + 2)q]* + 8(m' + 2)(m' + 4)% # [(m' +2)p1 — (M + Har]*.
Et ceci est équivalent & :

(m' +2)p + (m' +4)q # £[(m' + 4)p1 — (m' +2)¢1] (A)

(m'+4)p+ (m' +2) £ £[(m' +2)pr — (M +4)q1]  (B)
m+2 m'+4

m’ 4+ 2 et m’ 4+ 4 sont premiers entre eux si m’ est impair (m’ € N); et, sinon, 5 et 5

le sont. Raisonnons par ’absurde : dans le cas contraire,

pEq=k(m' +4)et £p1 —q=k(m'+2)(A)

dk € Z tel que
pEtpr=k(m' +2)et +q —q=k(m' +4) (B)

Ecrivons p1q1 < 2(n’ —n) = p'q’ — pq sous la forme :

pigi+pqg = PEp1)(Ea —q)+ (pEtpi1)g— (a1 — q)p
= (ptq)FEm -9 +(@Etqa)g— (Ep1 —q)p
0. , , , a =4 cas (A)
= kEm' +2)(m' +4)+k(m +a)g—k(m +6—a)p
a =2 cas (B)

< pld =[(m'+6—a)—q[m +a)—p
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Soit :
(1=K (m' +2)(m' +4) — (¢ + kq)(m' + a) — (p — kp)(m' + 6 —a) + pg > 0
[(1—k)(m' +6—a)—q] [1+k)(m +a)—p] >0
Or,
/
m +6—a= P > q
M +2q (A2)
/
m +a= pra > p.
M +2p (A2)

Si k # £1 le signe du produit est donc celui de (1 —k?)(m’ +2)(m’ +4). Et donc, nécessairement,
k=0.Si k = +£1 le produit est clairement négatif.
Mais si k = 0, alors

pEag=0ct g=:14p (A)

pEpr=0et ¢g==xq (B).

Et ceci est évidemment une contradiction.
O

On voit facilement [Lan88| que Jy,, (m), restriction de Hy,(m) a Wy, est non-singuliére, sauf
peut-étre si n = n’ et m = m/. L'opérateur J,, étant continu, et méme analytique, notre
supposition implique alors que J,, est positive (en tant que forme) pour tout m, si ny < n'. Il

s’agit, maintenant, de I’étudier au point critique :
Lemme II1.4 [Lan88] Au voisinage de (h(m'),z(m’)), on a :
a(h,z) = a(h,z).(h — h(z))

avec 0 < A <la(h,z)| <1/A et ou :
— A est une constante,
- Hy(h,z).v(h,z) = a(h, z).v(h, z) cf III1,

- h(z) = hy, ,(m) ou hy ,(m), si z=z(m).

Lemme IIL.5 [Lan88/ Soit K,/ (h,z) la restriction de Hy/(h,z) a Uy (h,z). Dans un voisinage
de (h(m'), z(m")), on a :
det K,y (h, z) = k(h, 2).a(h, z)T™ )

et il existe une constante K telle que : 0 < K < |k(h,z)| <1/K.
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On en déduit la propriété fondamentale suivante :

Propriété I11.3 [Lan88] Au voisinage de m’, il existe D € R tel que
det J,y(m) = d(m).(m —m')
avec 0 < D < |d(m)| < 1/D.

Ainsi, on obtient que pour m’ > m, la forme prend des valeurs négatives car det J,,/(m) change

de signe en m’.

Corollaire II1.1 [Lan88/

(i). siz(m) >p —1, z(m)#p etny <n' = 3p'q, alors la dimension de l’espace des vecteurs

nuls dans Vy, est P(n1 —n).

(i1). si x(m) = p' et ny < n/, cette dimension est encore P(ny — n), mais si ny = n’ c’est

P(nl—n)—i—l.

IT11.4 Etude locale a l’infini

La conclusion de cette étude est donc que si Hy, (h(m), z(m)) est non-négative pour un m donné
(p' —1 < z(m) < p') alors J,, (m) est positive pour des m grands, si n; < n’/, mais que J,/(m) a
au moins une valeur propre négative pour m grand. Nous montrons maintenant, pour conclure,
que ceci est impossible en étudiant ce qui se passe a la limite (i.e. z — 3/2).

Quand m tend vers Vinfini, (hg ,(m),2(m)) tend vers le point ((p;q)2,3/2) sie = 1/2, et

(A(m), z(m)) tend vers (:l:%,3/2) sinon. On désignera le point limite par un indice 0 (e.g.
(ho, 20))-

Si p # q, on peut paramétrer la courbe par g = — ; sinon, on peut prendre p = 3/2 — z. Dés lors

1
m
les matrices Hy, (u) = Hy,(m) = Hp, (h(m), z(m)) sont des fonctions analytiques du paramétre

i, et les valeurs propres de H,, (i) sont alors données par des séries entiéres :
a; = a;(p) = ajo+aap+....

Nous définissons VO(ZI) comme étant I'espace des valeurs en p = 0 des germes, f, de fonctions
holomorphes au voisinage de 0, a valeurs dans V,,,, et telles qu'il existe g germe en 0 de fonction

holomorphe & valeurs dans V,,, et :

Hyp, () f (1) = pFg(p).

Lemme II1.6 [Roc83] Il existe P(u) et Q(n), deux matrices analytiques telles que :
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— leur déterminant commun est constant, égal ¢ 1,
— la matrice P(u)Hy, (1)Q (1) est diagonale (et on peut méme faire en sorte que les coefficients

diagonaux soient ordonnés par ordres en = 0 décroissants).
Lemme III.7 [Roc83] Si on note dl(cnl) = dim (VO(ZI)), alors :

Z dg”) = ord (det Hy, (1)) -
k>1

III.5 Conclusion. Le théoréme FQS

Définition 3. Si f et g sont deux germes, en 0, de fonctions a valeurs dans V,,,, telles que

H,, (1) f(u) est d’ordre au moins k, en 0 (respectivement pour g), on pose :

(f-9)e(p) = ™ "{Hy, (1) f (1), 9(11) }-

Siv,w e VO(ZI), avec v = f(0) et w = g(0), on pose :

(v, )y = lim p { Hy (1) f (1), 9(10) }-

La définition est licite car, si f(0) = h(0), alors (f — h)(0) = 0. Et alors, en s’intéressant a
(f = h)(n) = pfr(p), on obtient :

Hyp, (11)g(1) )
pF { Hpy () (f = B) (1), 9(w)} = * A (), 1P g1 (1)}
p{f1 (i), g1(p) }-
(

On peut également remarquer que le calcul précédent prouve que VOngl et V(')(Zl) sont orthogonaux

par rapport a la forme (., .);. Donc celle-ci induit une forme bilinéaire symétrique sur le quotient

VO(ZI) / %(221, notée similairement.

Propriété I11.4 [Roc83] La forme {.,.) est non-dégénérée sur Vo(zl), k> 0.

Posons

Vk — @‘/0(;;1)

ni
Xk = ykykel EB %(721)/%(72321
ny
On étend la forme bilinéaire que ’on avait pour chaque nq, a tout ’espace, en décrétant que les
VO(;?) sont orthogonaux deux & deux, pour des n; distincts.
Il est alors clair que H,, (1) est non-négative pour de petits p, si et seulement si les formes (., .}

sont toutes positives.
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Corollaire II1.2 [Lan88/

ho,zo0
7

(i). Les espaces V¥ sont invariants par m = et donc ve opére sur X*.

(ii). La forme (.,.)p sur XF vérifie :
<me7y>k = <x7L—my>k, m & Z
<Fn1’7y>k = <x7F—ny>k, nc Z
h,3/2

Pour h > 0, la représentation 73/2 sur V"3/2 a un unique quotient irréductible P
h,3/2

sur
X"3/2 gur lequel on a une forme hermitienne qui fait de 0 une représentation unitaire, dans

le sens que :

ph’3/2(Lm)* _ ph,3/2(L_m) ot ph,3/2(Fn)* — Ph73/2(F—n)~

Une telle forme est unique, & multiplication par un scalaire prés.
2

r
Prenons, en particulier, h = i € Z (avec r = p —q). Alors, h = h;,é?qz, (0) si et seulement
r

7

2

si 72 = (p2 — ¢2)?. Et, de méme, si A = + r € N, alors h = hY _ (0) si et seulement si

P2,q2

r? = (p2 — q2)2

En particulier h = hqu’l(O). Donc r + 1 est le plus petit entier pour lequel H,, est dégénérée et
comme, de plus, 'espace propre associé a 0 est de dimension 1, V! s’envoie dans un quotient de

Vhtr+13/2 En continuant, on obtient :

Propriété I111.5 [Lan88] V3/2 admet une filtration de sous-modules V™3/2(k), k > 0, telle
que :

VIS = yh320) D V21 DL D V() DL,

et la représentation sur le quotient V3/2(k)/Vh3/2(k + 1) est p"*)3/2 en posant h(k) = (r +
2k)?/8 si e = 1/2, et A(k) = £(r + 2k)/+/8 sinon.

En conclusion, X* est une somme directe de sous-espaces irréductibles et invariants X]]?, et
la restriction de (.,.); & X Jk est soit positive, soit négative. L’hypothése que nous essayons de
contredire implique, alors, que la forme est positive si X Jk contient des vecteurs de poids h + nq,
ny < n', et qu'il existe j et k tels que, sur X]’-“, la forme est négative et contient un vecteur de
poids h +n’.

Le lemme suivant assure donc la contradiction :

r2 (r+20)?

Lemme IT1.8 L’équation 5 +n = 3 n’a pas de solution dans Z.

Preuve :  On peut récrire I'équation sous la forme 2n’ = (I +r). Or 2n’ = p'q’ et r = p — ¢,

donc :

W +0d -1 = pd—-1P+Id-P)
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= p’q’—12+l(q—p):t2l

= £2[.
Or p' +1 > 1, donc la seule solution est :
1 Al
p=letqd —1= (A1)
-1 (A2) ou (B)
Dans le cas (A1), on obtient p’ — ¢’ = —1, et ceci est une contradiction. Dans les cas (A2) ou
(B), on obtient p — g =p' — ¢ — 2 = —1, et on a encore une contradiction.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.
Remerciements : Je tiens en tout premier lieu & remercier R.P. Langlands sans qui cet article
n’aurait pas vu le jour, et qui a bien voulu consacrer de son temps & m’expliquer son propre

article. Je remercie également J.P. Labesse pour son aide.
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Chapitre 2

Limites de représentations d’algéebres

de Hecke

Quand j’emprunte des paradoxes, je les rends, avec intéréts!
J’enrichis mes préteurs qui deviennent alors plus intelligents.
Le taux usuraire de [’astuce n’est jamais assez élevé.

Léo Ferré — Et Basta ..!

'e Yo d
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Introduction

Motivations.

Ce travail a pour objet la généralisation des faits élémentaires suivants. Soit ¢ dans ’algébre de
convolution H des fonctions lisses sur R a support compact, notons $ sa transformée de Fourier.

Nous avons

Tim Y 6(y) = (0) .
YENZ

La formule de Poisson montre que
1 ~
YENZ (etz
et il en résulte que les mesures
1
= — 0
:un n Z f 9
telz
ol J¢ est la masse de Dirac en § , vérifient la propriété de convergence suivante :

Tim p1(9) = (9)
ol u est la mesure de Lebesgue sur R . Vu la méthode employée, le résultat de convergence n’est
pour l'instant établi que pour les fonctions de 'espace § des transformées de Fourier de fonctions
lisses & support compact. Pour étendre le résultat de convergence & d’autres fonctions sur le dual
— par exemple la fonction caractéristique d’un ouvert U borné p-régulier (i.e. ayant une frontiére
de p-mesure nulle) — on peut procéder comme suit. Les fonctions dans § permettent d’approcher

de telles fonctions f au sens suivant : pour tout € > 0 , il existe ¢ et 1) dans H telles que

-~

If-¢l<¢ et p@)<e.

Pour le prouver on montre d’abord que les fonctions continues et & support compact sur le dual
peuvent étre approchées en ce sens; ceci résulte du théoréme de Stone-Weierstrall compte tenu
de ce que ’ensemble § des transformées de Fourier de fonction de H est une algébre autoadjointe
de fonction sur le dual, séparant les points et tendant vers 0 & ’'infini ; il suffit ensuite d’invoquer
le critére classique de p-Riemann intégrabilité. Maintenant, il est facile de montrer que py,(f)
converge vers u(f) pour toute fonction f qui est u-Riemann-intégrable. En particulier, si U est
un ouvert borné p-régulier, nous en déduisons que pu,(U) tend vers u(U) quand n tend vers
I'infini.

Nous venons donc de retrouver, de fagon certes fort compliquée, la convergence des sommes de
Riemann vers l'intégrale! Mais, comme l'a déja remarqué Corwin [Cor77|, cette méthode va se

préter & une vaste généralisation.
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L’analogue de ce qui précéde pour des groupes de Lie autres que R a été étudié par plusieurs
auteurs : L. Corwin [Cor77] pour les groupes de Lie nilpotents, D. De George, N. Wallach et P.
Delorme [DGW78, DGW79, Del86] pour les groupes de Lie semi-simples. Soit G un groupe de
Lie unimodulaire. Notons II,(G) le dual unitaire de G, i.e. 'ensemble des classes d’équivalence
de représentations unitaires irréductibles de G, muni de la topologie de Fell et u la mesure de
Plancherel de G. Soit I" un sous-groupe discret de GG, co-compact. La représentation réguliére
droite de G dans L?(T'\G) est somme directe dénombrable de représentations unitaires 7 avec
multiplicités finies, mp(7) . La mesure
pr =volM\G)™" > mp(r)dx
w€ll, (G)

est la mesure associée a la décomposition spectrale de la trace dans la représentation réguliére
droite de G dans L?(I'\G) . C’est la mesure p, construite précédemment, lorsque G = R et
I', = nZ . 1l est naturel de conjecturer que les mesure ur, tendent vers la mesure de Plancherel

u de G, quand I'), tend vers {1} . De fagon plus précise on fait la conjecture suivante :

Conjecture. Soit (I'y),en une famille de sous-groupes co-compacts de G telle que :
(i). Pour tout n , Ty, est normal dans Iy ,

(ii). Pour toutn , 'y D Thi1 ,

(iii). L’intersection des Iy, est réduite a {1} .

Alors pour tout ouvert U de 11,(G) , relativement quasi-compact et p-régulier,

lim pr, (U) = p(U) -

n—oo

Cette conjecture a été démontrée pour les groupes nilpotents connexes et simplement connexes
(sans I'hypothése de normalité (i)) par L. Corwin [Cor77, Theorem 4|. Pour les groupes de Lie
semi-simples linéaires connexes, elle a été établie en trois étapes, par D. De George et N. Wallach,

puis P. Delorme :
[DGWT78] SiU est réduit & un point du spectre discret de G .
[DGWT9] Si G est de R-rang 1, pour tout ouvert U de IL,(G) , borné et p-régulier.

[Del86] Pour tout ouvert U de II,(G) , borné et p-régulier.

Le découplage

Dans notre exemple initial nous avons mis en évidence deux étapes qui mettent en jeu des

propriétés de nature fort différente. L’une est de nature “géométrique” et fait intervenir de fagon
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essentielle la famille de sous groupes discrets. L’autre est un résultat de “densité” ou les sous-
groupes discrets ne jouent aucun role. L’objectif de ce travail est de mettre au point une stratégie
basée sur ce découplage en vue de généraliser les résultats de De George-Wallach et Delorme au
cas des sous-groupes S-arithmétiques d’un groupe linéaire semi-simple connexe défini sur un
corps de nombres F' .

Le découplage est d’ailleurs trés naturel dans un cadre adélique. Rappelons succinctement com-
ment s’opére la traduction entre le langage classique et le langage adélique. Soit par exemple G
un groupe linéaire semi-simple connexe et simplement connexe défini sur un corps de nombres
F'; nous supposons de plus que G(F ® R) est non compact. Nous disposons alors du théoréme
d’approximation forte : le produit du groupe des points rationnels et du groupe des points sur

F = F ® R est dense dans le groupe des points adéliques. L’isomorphisme
G(FI\G(A)/Ky ~T\G(F)

ou K; est un sous-groupe ouvert compact aux places finies et I' est la projection a l'infini
de G(F) N (G(Fx) x Ky) permet de traduire en langage classique les énoncés adéliques. La
propriété de densité est & prouver pour le (dual du) groupe aux places a l'infini : il s’agit donc
d’une propriété de nature locale, alors que la convergence est plutot de nature “globale” et fait
intervenir les sous-groupes arithmétiques qui sont définis au moyen d’une famille de sous-groupes

ouverts compacts du groupe aux places finies.

Le principe de densité

Soit G un groupe localement compact unimodulaire ; on choisit une mesure de Haar. Soit H une
sous-algébre de convolution de I'algébre L!(G) formée de fonction ¢ lisses (au sens de Bruhat)
et telles que pour toute représentation unitaire irréductible = € II,(G) l'opérateur 7(¢) soit a

trace. La transformée de Fourier scalaire de ¢ est la fonction sur le dual unitaire :

G : mstr () .

On dira que le couple (G,H) satisfait au principe de densité si l’assertion suivante est vérifiée :
soit f la fonction caractéristique d’un ouvert U relativement quasi-compact p-régulier de I1,(G) .

Pour tout € > 0 1l existe ¢ et Y dans H telles que

f—odl<¢ et p)<e.

L’intérét de principe de densité vient de la proposition suivante.
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Proposition. Soit (G,H) un couple qui satisfait au principe de densité. Soient i, des mesures

boréliennes positives sur IL,(G). Si, pour toute ¢ € H

lim 1, (¢) = (o) ,
j—oo
alors pour tout ouvert U C II,(G) relativement quasi-compact et régulier pour la mesure de

Plancherel :

lim p,(U) = u(U) .

n—00

Plan de P’article

Conformément a la stratégie que nous proposons, l'article se compose de deux parties indépen-
dantes : dans une premiére étape nous établissons le principe de densité pour certains couples
(G,H). Dans un second temps nous considérons des suites de mesures associées, par exemple, a
des tours de sous-groupes co-compacts et nous utilisons la formule des traces de Selberg pour éta-
blir le résultat de convergence nécessaire pour utiliser la proposition ci-dessus. La conjecture en
résulte pour les groupes G qui admettent une algébre ‘H de fonctions lisses et a support compact
pour lesquels le couple (G, H) satisfait au principe de densité. Le cas de tours de sous-groupes

S-arithmétiques non nécessairement co-compacts est étudié ensuite.

Le principe de densité pour les groupes réductifs.

Dans une premiére partie, nous tentons de prouver que les groupes réductifs sur un corps local
de caractéristique zéro satisfont au principe de densité en prenant pour algébre H ’algébre de
Hecke i.e. 'algébre des fonctions lisses & support compact et K-finies o K est un sous-groupe
compact maximal. Ce sera fait en général pour le cas archimédien; dans le cas p-adique nous
serons obligés de nous restreindre aux groupes de rang semi-simple 1 ou & GL(n). Nous nous
efforcerons au maximum de traiter simultanément le cas archimédien et le cas p-adique et nous
essaierons d’unifier les notations et la terminologie. Remarquons que les similitudes implicites
dans les notations et les terminologies usuelles sont parfois un peu abusives : elles pourraient
laisser croire que certains objets sont les mémes dans les deux situations, alors que les analogies
ne sont que trés partielles. Par exemple, le centre de Bernstein d’un groupe réductif p-adique
est souvent présenté comme ’analogue du centre de l'algébre enveloppante d’un groupe de Lie
réductif. En fait, il sera ici préférable de considérer le centre de Bernstein comme ’analogue
de T'algébre des multiplicateurs introduite par Arthur dans le cas archimédien. Un ingrédient

essentiel de la démonstration du théoréme de densité est la caractérisation, grace au théoréme de
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Paley-Wiener scalaire, de I’espace des fonctions sur le dual admissible II(G) qui sont transformées
de Fourier scalaire des fonctions de H .

Notre démonstration est, dans le cas archimédien, trés largement inspirée des travaux de De-
lorme [Del86] et utilise de fagon essentielle la notion de K-type minimal ainsi que l'ordre sur les
K-types minimaux dii & Vogan. Notre démonstration différe de celle de Delorme en ceci que nous
n’avons pas besoin d’introduire les transformées de Fourier pour les fonctions sur G qui tendent
“trés rapidement” vers 0 & l'infini. Il nous suffit de considérer les transformées de Fourier des
fonctions lisses & support compact sur G et K-finies, c’est-a-dire de ’algébre de Hecke. Ainsi,
pour les applications, il nous suffira d’une formule des traces pour les fonctions lisses et & support
compact sur G .

Dans le cas p-adique, les outils principaux sont le foncteur de restriction de Jacquet et le lemme
qui donne la relation de commutation entre le foncteur de Jacquet et le foncteur d’induction ;
ils sont d’ailleurs essentiels dans la construction du centre de Bernstein. Malgré I'existence du
foncteur de restriction de Jacquet qui est un outil trés puissant, sans analogue archimédien,
nous ne disposons pas de théoréme aussi fin que la classification de Vogan des représentations
(en termes de K-types) et pour instant notre preuve repose sur une hypothese (I1.8.1) sur la
structure du dual que nous ne savons pas prouver en général ; toutefois cette hypothése est vérifiée

par exemple en rang 1 , et pour GL,, .

Utilisation de la formule des traces de Selberg : cas co-compact

Nous supposons désormais que H est une algébre de fonctions lisses & support compact sur G .
Dans la seconde partie, nous construisons des exemples de familles de mesures p, boréliennes
positives sur IL,(G) telles pour toute ¢ € H

~ ~

lim i, () = p(¢) -

Jj—o0
Soit I' un sous-groupe discret co-compact d’un groupe localement compact G.La représentation
régulicre droite pp de G dans L2(I'\G) est somme directe dénombrable de représentations uni-
taires m avec multiplicités finies, mp(7) . Supposons maintenant que G soit un produit de deux
groupes :
G=GxG .

Considérerons des fonctions f lisses & support compact sur G x G’ , décomposées i.e. des fonctions
de la forme f = ¢ ® h avec h de type positif. On associe & h une mesure positive uj sur I, (QG)

telle que

N 1
pn (@) = mtr (pr(¢ @ h)) .
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Nous dirons qu’une suite de fonctions h,, € C°(G’) tend fortement vers I'indicatrice de 1 si :

— pour tout n

— pour tout z € G’ distinct de 1
lim h,(z)=0,

n—oo
— il existe une fonction g continue et & support compact sur G’ qui majore absolument tous les

éléments de la suite :
[hn(z)] < g(x) .
La formule des traces de Selbeg fournit alors facilement la proposition suivante 11.1.2 :
Proposition. Soit I' un sous-groupe co-compact de G=0Gx¢& qui se projette injectivement
dans le second facteur. Soit h, une suite de fonction tendant fortement vers l'indicatrice de 1
sur G . Pour toute fonction ¢ lisse et a support compact sur G , nous avons

lim pp, (6) = n%(9) |

n—00

ot u© est la mesure de Plancherel de G .

Supposons maintenant que (G, 7H) satisfasse au principe de densité, la proposition ci-dessus
fournit le résultat de convergence suivant

Théoréme. Soit (G, H) un couple satisfaisant au principe de densité et G' un groupe localement
compact. Soit I un sous-groupe discret co-compact de G=GxG qut se projette injectivement
dans le second facteur. Si h, est une suite de fonctions de type positif sur G' qui tend fortement
vers Uindicatrice de 1 sur G’ , alors pour tout ouwvert U borné uC-régulier, la suite des mesures

positives up, est telle que
n, (U) = p(U) -

Soit I';, une tour de sous groupes co-compacts de G qui tend vers 1 ; on note G’ la limite projective
des quotients I',\I'g et soit h,, la fonction caractéristique de ’adhérence de 'image de I',, dans
G’ ; une telle suite de fonction tend fortement vers 1; soit I' 'image diagonale de I'g dans G' x G”.
Nous pouvons invoquer le résultat ci-dessus. Compte tenu des résultats de la premiére partie on
retrouve ainsi les théorémes de De George Wallach et Delorme généralisés partiellement au cadre

S-arithmétique (théoréme I1.1.5).

Utilisation de la formule des traces de Selberg : cas général

Soit I' un sous-groupe arithmétique d’un groupe de Lie réductif G ; en général I' n’est pas co-

compact et les opérateurs p(f) ne sont plus & trace dans L?(T'\G) ; toutefois, ils le sont dans la
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2
disc

partie discréte L5, (I'\G) . Il est tentant de conjecturer, pour le spectre discret et pour le spectre
cuspidal, que la mesure associée a la décomposition spectrale de la trace converge vers la mesure
de Plancherel lorsque le sous-groupe arithmétique tend vers 1. Il n’y a pas encore de résultats
complets dans cette direction, néanmoins Savin [Sav89] a obtenu la convergence de ur(U) vers
la mesure de Plancherel de U dans le cas ot U est réduit & un point du spectre discret de G ;
c’est 'analogue I'étape (1) dans la description de la résolution de la conjecture de De George et
Wallach, évoqué ci-dessus.

En utilisant la formule des traces invariante d’Arthur, nous obtenons un premier résultat en
direction de I’analogue des résultats de Savin dans le cadre S-arithmétique. Soient G un groupe
linéaire algébrique réductif connexe défini sur un corps de nombres F' et S = Sy U S; U Se un

ensemble fini de place de F' réunion disjointe de trois sous ensembles et posons
Gi = G(Fg,) .

Supposons que fg, est un pseudo-coefficient normalisé pour une série discréte my . Soit dr, le
degré formel de 7 , nous avons fr,(1) = dr, . Nous avons un théoréme limite (théoréme I1.2.4) :
Théoréme. Soit h, une suite de fonctions caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts

au-dessus d’un ensemble fini So C S de places, tendant fortement vers lindicatrice de 1 . Alors
dim tr paise(fsy @ 6 @ hy, @ h®) = vol (G(F)\G(A))dr, 6(1) -

Posons
~ 1

disc _ ' S
Iu’7r0,hn,hS (¢) - dTFo vol (G(F)\G(A)) tr pdzsc(fSO ® ¢ & hn ® h ) .

disc
7r07hn7hs

peut étre négative. Toutefois nous obtenons le corollaire suivant :

Il faut prendre garde que les mesures p ne sont pas en général positives. En effet tr 7 (fr,)
Corollaire. Soit h,, une suite de fonctions caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts au-
dessus d’un ensemble fini So C S de places, tendant fortement vers l'indicatrice de 1 ; supposons
que Gy, vérifie 1.8.2 pour toute place finie de S1 . Soit G = G le produit des G, pour v € S7 .
Soit my une série discréte dont les pseudo-coefficients sont tels que tr 7(fr,) =0 sauf si® = m ,
alors pour tout ouvert U C IL,(G) , relativement quasi-compact et régulier pour la mesure de

Plancherel, nous avons

lim p2% s (U) = u%(U) .

n—o0

Il est bien connu que le spectre cuspidal n’est pas, en général, tempéré. C’est dire que la conjec-

ture de Ramanujan généralisée — trop brutalement — est fausse. Toutefois, affirmer que la mesure
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associée a la décomposition spectrale du spectre cuspidal doit converger vers la mesure de Plan-
cherel de G implique que la conjecture de Ramanujan généralisée doit étre vraie, en un certain
sens, asymptotiquement. Le résultat ci-dessus prouve qu’il en est bien ainsi au moins pour les
représentations automorphes ayant en une place un composant discret intégrable.

Nous terminons en donnant un résultat de limite pour le spectre cuspidal de G Ly en présence de

pseudo-coefficients.

Notations

De fagon générale, si A est une algébre, nous notons A* le groupe des éléments inversibles de
A . Si G est un groupe et M un sous-ensemble de G , Zg(M) est le centralisateur de M dans G
et Ng(M) est le stabilisateur de M dans G :

Za(M)={g9€G|VmeM gm=mg} Ng(M)={geG|gMg ' CM}.

Le centre de G est noté Z(G) . Si G est un groupe de Lie, g désigne son algébre de Lie. D’une
facon générale la minuscule gothique désigne 'algébre de Lie du groupe noté par une majus-
cule romaine. Si a est un espace vectoriel réel, ac désigne son complexifié et ag le dual de son
complexifié. Si X est un espace topologique (respectivement une variété) nous notons C(X)
(respectivement C.(X), Cp(X), C®(X), C(X)) lespace des fonctions continues (respective-
ment continues a support compact, continues et tendant vers 0 & Uinfini, lisses, lisses & support

compact).

I Théoréme de densité

I.1 Position du probléme : le cadre classique.

Rappelons quelques théorémes classiques. Soient X un espace topologique localement compact,
u une mesure de Radon positive sur X et A est une sous-algébre de Cy(X) , auto-adjointe,

séparant les points, ne s’annulant identiquement nulle part sur X .

Théoréme 1.1.1 [Sch81, Théoréme 63| Soit f une fonction sur X . Les deux propriélés sui-

vantes sont équivalentes :

— La fonction f est bornée, a support compact, et l’ensemble de ses points de discontinuité est
de p-mesure nulle.

— Pour tout € > 0 , il existe deux fonctions g et h sur X , continues a support compact, telles
que

|f =gl <h et uh)<e.
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Une telle fonction est dite p-Riemann-intégrable.

Théoréme 1.1.2 [WeierstrafS-Stone/[Bou7}, chapitre X, proposition 7, corollaire 2] Soit f €
Co(X) ; pour tout € strictement positif, il existe g € A , telle que

If —gl<e.

Lemme 1.1.3 Soit Y un compact de X ; il existe une fonction hg € A réelle positive et supérieure

alsurY .

Preuve : Pour tout x dans Y |, il existe h, dans A qui ne s’annule pas en z et donc hyhg est

réelle non nulle en = . Nous concluons grace a la compacité de Y .
O

Nous allons déduire de ces théorémes le prototype des énoncés que nous allons chercher a prouver

dans notre situation.

Proposition 1.1.4 Soit f une fonction u-Riemann-intégrable sur X , il existe g et h dans A
telles que

|f =gl <h et uh)<e.

Preuve : Compte tenu du lemme ci-dessus il existe une fonction hy dans A qui soit réelle positive

et supérieure a 1 sur le support de f . Le réel € étant donné soit €; tel que

e1([lholloo + 3p(ho)) < €,
ou
[1holloc = sup |ho(z)| -
rzeX

Il existe f; a support compact, u-Riemann-intégrable et telle que f = fihg . En effet, nous
pouvons supposer que I’ensemble des points de discontinuité de f est le méme que celui de f, car
ho est continue, et nous pouvons utiliser le critére de p-Riemann-intégrabilité (Théoréme 1.1.1).
Donc, il existe g; et hy continues & support compact telles que |f1 —g1| < hy et pu(h1) < €1 . Gréace
au théoréme de Weierstrafs-Stone, soient ¢’ et b’ dans A telles que |¢' —g1| < €1 et |h' —hi| <€ .
Nous pouvons de plus supposer i’ > 0 et méme plus précisément est le carré d’une fonction réelle
h" dans A : en effet nous pouvons approcher la racine carrée de hy & e; prés par une fonction

' € A . Or si e est assez petit

’h”ﬁ—hll < ’h//—\/hll.’W’+|W—\/th\/hl‘
< e2[Vhi]]s + €)
< €.
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Posons maintenant h = h'hg+2€e1ho et g = ¢g'hg ; ce sont des fonctions de A telles que [f—g| < h .
En effet :

If =gl < [fi —g1lho + g1ho — g'hol
< hiho +erhg
< (hiho — h'ho) + h'ho + €1ho
< hhy+2ehg=nh.

De plus :

p(h) < pu(haho) + p(|h'ho — hahol) + 2e111(ho) < e1(|[holloo + Bpu(ho)) <€ .

0

Définition Un sous-ensemble ouvert U de X est dit p-régulier si la p-mesure de sa frontiére

est nulle.

Proposition 1.1.5 Soient u,, des mesures de Radon positives sur X . Nous supposons que les
éléments de A sont tous intégrables par rapport aux mesures p et ji, (pour toutn ) et que
Vg € A, lim_pin(g) = p(g) ,
n—oo

alors, pour toute fonction f a support compact, p,-mesurable pour tout n et u-Riemann-intégrable :

i pn(f) = p(f) -
n—oo
En particulier, si U C X est un ouvert relativement compact p-régulier, nous avons

lim p,(U) = p(U) .

n—oo
Preuve : Soit g une fonction sur X comme dans I’énoncé et e un réel strictement positif, le
corollaire I.1.4 nous assure l'existence de g et h dans A telles que |f — g| < h et u(h) < €/3 .

Nous en déduisons les inégalités suivantes :

[n () = ()] < pn(g) — (@] + pn(h) + p(h) < |palg) — 1(@)] + [pn(h) — p(h)] + 2u(h) .

Donc, pour n assez grand, |u,(f) — u(f)| < € . Pour finir la preuve, il nous reste remarquer
que la fonction caractéristique d’un ensemble ouvert relativement compact et p-régulier est pu,-

mesurable, pour tout n , et y-Riemann-intégrable.
O

L’argument dans la preuve de ce résultat est emprunté a la démonstration du théoréme d’Alexan-

droff [DS57, Theorem IV.9.15] (voir aussi [Sch81, Théoréme 62]).
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I[.2 Un cadre plus général

Soient IT un espace topologique (non-séparé) et p une mesure borélienne positive sur IT . Nous
noterons B 'espace des fonctions boréliennes et bornées sur II . Nous nous donnons un sous-

espace § auto-adjoint de B N L'(x) . Soit € > 0; nous définissons
U={feB|3IheF avec |[f|<h et plh)<e}.

Les U, sont une base de voisinages de 'origine d’une topologie T (i, §) (non-séparée) sur B .

Nous souhaitons étudier 'adhérence § de F pour cette topologie :
S={fe®B|3g,heF avec |f—g|<h et puh)<e}.
Nous pouvons aussi considérer la topologie 7 (u,§) dont les
We={fe®B|3Ih €F avec |f|<hs et u(h)<e}

sont une base de voisinages de 1’origine.

Lemme 1.2.1 Les topologies T (11, &) et T (p, ) coincident sur B .

Preuve : 11 suffit de remarquer que U, C W, C Uy sie < € .
O

Soit © un espace localement compact séparé muni d’'une application continue de IT dans © . Par
abus de notation, nous noterons par la méme lettre une fonction sur © et son image réciproque
sur IT . Nous notons Cy(0O) I'espace des fonctions continues sur © tendant vers 0 a l'infini. Soit
A une sous-algébre de Cy(0O) auto-adjointe et séparant les points du compactifié d’Alexandrov
de © . En particulier A est dense dans Cy(©) . Nous supposons que § est un module sur A pour

le produit des fonctions et que la propriété suivante est vraie :
(%) Pour tout g € § , il existe h € § avec |g| < h .
Lemme 1.2.2 Soit c € Co(O) et g1 €T alors f =cg1 €F .

Preuve : Notons h; une fonction de § avec |g1| < hy . Pour tout €; strictement positif, il existe

a € A avec |c —a| <€ ; posons g = agy et h = €1h; ; ce sont des éléments de § . Nous avons
If —g| <ellg| <ethi=h

et u(h) = egp(h1) peut étre rendu aussi petit qu’on veut.
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Nous en déduisons immeédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.3 L’espace § est un Co(©)-module pour le produit des fonctions.

Corollaire 1.2.4 Soit pu, une suite de mesures boréliennes positives sur 1l telles que tout g € §

S0t iy -intégrable (pour tout n) et

lim p1,,(9) = p(g) -

J]—00

Alors, pour tout f € § , nous avons :

im pn(f) = p(f) -

n—oo

Preuve :  En effet, il existe g et h dans § telles que

lf—gl<h et p(h) <e.

Et donc
ln(f) = ()] < pn(h) + |pa(g) — w(g)| + pu(h)
< pn(h) = p(R)] +2u(h) + [un(g) — p(g)]
< 4e

dés que n est assez grand.
O

Nous appliquerons ceci a des sous-espaces de divers objets qui seront définis plus bas : IT un sous-
espace du dual unitaire II,,(G) de G , § l'espace des restrictions a II des transformées de Fourier
scalaires des éléments de l'algébre de Hecke, p la restriction & II de la mesure de Plancherel, ©
un sous-espace des caractéres infinitésimaux hermitiens et A la restriction & © d’une algébre de

multiplicateurs.
I.3 Théoréme de densité pour les groupes réductifs

Algébres de Hecke et représentations.

Dans toute la suite de ce chapitre, sauf mention expresse du contraire, F' désigne un corps local
de caractéristique zéro et G = G(F') 'ensemble des points sur F' d’un groupe linéaire, réductif,

connexe G, défini sur F. Nous fixons K un sous-groupe compact maximal de G (dans le cas
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p-adique, il convient de prendre un “bon compact”, au sens de Bruhat-Tits [Art78]). Nous notons
C°(G, K) lespace vectoriel des fonctions sur G , a valeurs complexes, lisses, & support compact et
K-finies a droite et a gauche (dans le cas p-adique cette derniére condition est automatiquement
vérifiée). Nous appellerons “algébre de Hecke” ’algébre de convolution des mesures a support
compact sur G' qui sont le produit d'une fonction de C°(G, K) et d’une mesure de Haar sur G .
Nous la notons H(G) ou simplement H , le compact K étant fixé une fois pour toutes. Nous
disposons de la catégorie des représentations admissibles de type fini de ’algébre de Hecke. Dans
le cas p-adique, c’est le concept classique. Si F' est archimédien, une représentation admissible de
type fini est la donnée d’'un H-module V' non-dégénéré (i.e. HV = V) et tel que le (g, K)-module
associé soit admissible de type fini. Comme, par ailleurs, tout (g, K )-module admissible de type
fini se réalise comme l’espace des vecteurs K-finis d’une représentation localement bornée du
groupe de Lie G dans un espace de Hilbert, la catégorie des représentations admissibles de type
fini de lalgébre de Hecke s’identifie & celle des (g, K)-modules admissibles de type fini. Nous
noterons II(G) 'ensemble des classes d’isomorphie de représentations admissibles irréductibles
de H . Soient ¢ € H et m € II(G) ; 'opérateur 7(¢) est de rang fini. Soit ¢ € H , nous notons gg

sa transformée de Fourier scalaire ; c’est la fonction sur II(G) définie par

o(r) = tr 7(¢) .

L’algébre de Hecke est une algébre involutive ; 'involution est donnée par

Une représentation 7 est dite hermitienne (respectivement unitaire) si V', espace de m posséde

une forme hermitienne (respectivement un produit scalaire) compatible avec cette involution :
(m(¢%)v, w) = (v, T(P)w) .
Nous notons II,,(G) le sous-ensemble de II(G) formé des représentations unitaires.

Lemme 1.3.1 Soit ¢ € H ; il existe » € H telle que
6(m)| < () pour tout w € IL,(G) .

Preuve : D’aprés le théoréme de Dixmier et Malliavin [DM78| tout ¢ € H est somme finie de
produits de convolution et donc ¢ peut s’écrire comme combinaison linéaire finie de fonctions de
type positif :
b= N ¢i*¢}
i
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avec \; € C . Si 7 est unitaire I'opérateur m(¢; * ¢;) est positif. La fonction
=Nl b i,
i
est donc une solution a notre probléme.

O

Une représentation est dite cuspidale si tous ses coefficients sont des fonctions sur G & sup-
port compact, modulo son centre. Nous notons Il.,s,(G) le sous-ensemble de II(G) formé des
représentations cuspidales. Une représentation unitaire est dans la série discréte (respectivement
tempérée) si elle admet un coefficient non nul, qui soit de carré intégrable (respectivement L2*€,
pour tout € > 0 ) en tant que fonction sur G, modulo son centre. Nous notons Ils(G) (respec-
tivement Il (G)) le sous-ensemble de II,(G) formé des représentations dans la série discréte
(respectivement tempérées.) Dans le cas archimédien, II3(G) est vide sauf si le rang semi-simple
de G est égal au rang semi-simple de K | i.e. sauf s’il existe un sous-groupe de Cartan compact
modulo le centre de G, et Il.ysp(G) est vide sauf si G est compact modulo son centre; par
contre dans le cas p-adique, il y a toujours des représentations cuspidales et, a fortiori, des séries
discrétes puisqu’une représentation cuspidale est, & torsion prés par un caractére pour la rendre
unitarisable, dans la série discréte.

Soit R(G) le groupe de Grothendieck engendré par les représentations admissibles de longueur
finie; c’est le groupe abélien libre de base II(G) . Si 7 est une représentation admissible de
longueur finie nous noterons 7] son image dans le groupe de Grothendieck. Une fonction f sur
II(G) se prolonge naturellement en une forme linéaire sur R(G) que nous noterons encore f .

C’est en particulier le cas de $ pour ¢ € H .

Topologie du dual.

Soit 7 unitaire, notons C*(7) l'espace vectoriel engendré par les coefficients diagonaux de 7 | i.e.
les fonctions de type positif sur G de la forme : g — (7(g)v,v) ,on v € V, et (,) est un produit
scalaire G-invariant. Nous définissons une topologie sur IL,(G) , dite topologie de Fell comme
suit. Si 7 est dans II,,(G) , notons C1 C*(7) Padhérence dans C(G) , muni de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts. Plus généralement, si X C I, (G) , soit CT(X) Pespace
vectoriel engendré par les coefficients diagonaux d’éléments de X , nous définissons C'l X comme
I'ensemble des 7 € I, (G) tels que CT(w) C Cl C*T(X) , en tant que sous-espaces de C'(G) . Cet

opérateur de fermeture définit la topologie de II,(G) .1

1. Remarquons que, s’il était besoin, il serait possible de définir une topologie sur II(G) ; en effet, un opérateur

de fermeture est donné par la formule suivante : si 7 € II(G) et X C II(G) , m € Cl X si C(7) C C1C(X) . Et ceci
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Le théoréme

Le choix d’une mesure de Haar permet d’identifier H avec C°(G, K) et de donner un sens a
(1) pour ¢ € H . Il existe une mesure borélienne p sur I, (G), la mesure de Plancherel, unique

si la mesure de Haar de G est fixée, telle que :

VoeH, (o) =ol).

Notre objectif est de démontrer le théoréme 1.9.4, dont un cas particulier peut se formuler comme

suit :

Théoréme 1.3.2 Supposons que G satisfait ’hypothése 1.8.2. Soit f la fonction caractéristique
d’un ouvert p-régulier de I1,,(G) dont l'image dans ©(G) est relativement compacte. Pour tout

€ >0, il existe ¢ et Y dans H telles que
f-dl<d et p@)<e.

Nous disposerons alors de l'analogue 1.2.4 de 1.1.5. Par rapport aux théorémes classiques que
nous avons rappelé plus haut, la preuve est plus délicate car les fonctions sur I1,(G) qui sont
transformées de Fourier scalaires des mesures dans l'algébre de convolution H ne forment pas
une algebre (pour le produit des fonctions) mais surtout ces fonctions ne sont pas continues ; des
discontinuités peuvent se produire en des points ot la topologie de IL, (G) n’est pas séparée. C'est
la la difficulté essentielle. Ces ennuis peuvent étre en partie contournés en utilisant ’algébre des
multiplicateurs (introduite par Arthur [Art83] dans le cas archimédien) qui, par transformée de
Fourier, donne une algébre de fonctions continues auto-adjointe sur le dual unitaire. Toutefois

cette algébre ne sépare pas les points du dual unitaire, ni méme du dual tempéré.

I.4 Structure du dual unitaire
Sous-groupes de Levi et sous-groupes paraboliques.

Soit P un sous-groupe parabolique de G et P = M N une décomposition de Levi de P . Nous
notons dp la fonction modulaire de P : p — |(det Ad(p)|n)| . Nous fixons Py un sous-groupe
parabolique minimal; rappelons que le sous-groupe compact maximal K de G a été choisi de
sorte que G = PyK . Fixons-nous également My un sous-groupe de Levi de Py qui soit de plus,
f-stable dans le cas archimédien (ici 6 est l'involution de Cartan associée & K .) Nous noterons

ﬁG(M ) les sous-groupes de Levi de G qui contiennent M . L’ensemble des sous-groupes de Levi

décrit complétement la topologie. Voir par exemple [Tad88].
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de G contenant My sera noté simplement noté £& ; de méme £M désignera ’ensemble des sous-
groupes de Levi contenus dans M et contenant My . Nous notons Wg le groupe de Weyl de G
relatif & My . Si F' est archimédien nous notons Wg le groupe de Weyl complexe de G | i.e. le
groupe de Weyl du complexifié Gc = G(F ® C) .

Soit M un sous-groupe de Levi. Notons X" (M) I'ensemble des caractéres rationnels de M .

C’est un Z-module de type fini. Nous posons
ay = Hom (X" (M),R) .

Soit x € X"®(M) , notons A, son image dans a}, = X" (M) ® R . Nous définissons une

application Hy; de M dans ajs en imposant que

x(m)| = g™

pour tout m € M et tout x € X"¥(M); ici qr est égal a e si F est archimédien et a la
caractéristique résiduelle g de F', sinon. Dans le cas archimédien Hj; est surjective. Dans le cas
p-adique 'image de Hys est un réseau de ays .

Nous notons M le noyau de Hjs . Nous dirons qu'un homomorphisme de M dans C* est
un caractére non-ramifié s’il est trivial sur le noyau de Hp; . Nous notons X" (M) 'ensemble
des caractéres non-ramifiés et X" (M) ceux d’entre eux qui sont unitaires. Soit \ € ay.c (le

complexifié¢ de a}, ;) nous posons

xa(m) = g

L’application A +— x) est un homomorphisme surjectif de a’JK\/LC sur X" (M) . Le sous-espace
réel a}, s’envoie bijectivement sur les caractéres non-ramifiés réels ; 'image de ia}, est X" (M) .
Dans le cas archimédien cet homomorphisme est bijectif et X™ (M) est isomorphe & C" , ou n
est le F-rang du centre de M . Dans le cas p-adique le noyau est un réseau de ia}, et X" (M)
est naturellement muni d’une structure de variété algébrique complexe isomorphe a (C*)™ .

Si P est un sous-groupe parabolique qui contient M , nous pouvons étendre Hys & G, grace a
la décomposition d'Twasawa G = PK . Nous notons Hp une telle extension (qui dépend donc

du choix de K .)

Induction parabolique.

Soit P un sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi M ; soient o € II(M) et A € a}kmc;

notons o) la représentation définie par

oa(m) = "o (m)
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et I]Cj - l'induite normalisée de P a G, de o) . Rappelons-en la description dans le cas p-adique
(dans le cas archimédien la description est un peu plus malaisée car le groupe n’agit pas dans
I'espace des vecteurs K-finis :) I'espace de la représentation IIC;: o €st I’espace des fonctions F'

sur G qui sont K-finies & droite, a valeurs dans V(o) , espace de o , telles que :
1/2
VgeG,VYmeMNneN,  F(nmk)=064*(m)o(m)F(g) .
L’action de G est donnée par :
(I8 (9)F) (@) = qp 7O P ag)

Lorsque A = 0 , nous écrirons Iga au lieu de Ig,a,o . Il est bien connu [Cas, 6.3.8, 6.3.9 et 6.3.11]
que la suite de composition de I'induite est finie et ne dépend que de M et pas de P il est donc
légitime de poser

igm(o) = [I}C;I:U] :
Nous dirons que 7 € II(G) est un composant de igas(0) si 7 est isomorphe a un sous-quotient
irréductible de Ig » - L’application igys se prolonge par linéarité en un homomorphisme entre

groupes de Grothendieck
QM - R(M) — R(G) .

Mesure de Plancherel.

Soit 1 la mesure de Plancherel et soit f une fonction f sur IL,(G) , p-intégrable. D’apreés [HCT76,

Theorem 25.1] et [HC83, Theorem 4|, nous avons ’expression suivante pour p(f) :

=Y > nuolf)
MeLG oella(M)

ol

o) = [ fliou( ) o (i

Les fonctions x +— firs,s(x) sont :
(i). invariantes par W , i.e. flwrwe(WX) = finro(X) » st w € Wg
(ii). méromorphes sur X" (M) et holomorphes sur un voisinage de X" (M)
(iii). dans le cas archimédien, elles sont a croissance lente sur X" (M) , c’est-a-dire que il existe

Cy > 0et ry > 0 tels que
ﬂM,a(X) < Ca(l + HXH)TU‘
La norme est une norme quelconque sur X" (M) qui est isomorphe a R™ .

Dans le cas p-adique, la condition de croissance est inutile puisque X" (M) est compact.
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Données cuspidales

Nous appelons donnée cuspidale pour G un couple (M,o) oit M € L et 0 € Tlysy(M) .
Le normalisateur de My dans G opére par conjugaison sur les données cuspidales. Si F' est
archimédien, une donnée cuspidale est tout simplement la donnée d’une représentation du sous-
groupe de Levi minimal ; en effet, dans ce cas, il n’y a de représentation cuspidale que si M = My
et toutes les représentations de My sont cuspidales, car My est compact modulo son centre.

Soit (M, o) une donnée cuspidale. Il y a une action naturelle de X™" (M) sur Il.ysp(M) , induite
par X — o ® x . L'orbite de (M,o) sous cette action définit un sous-ensemble de données
cuspidales, qui est isomorphe au quotient de X™ (M) par le sous-groupe fini des y € X" (M)
qui fixent o . Son image C, dans ’espace des classes de conjugaison de données cuspidales est le
quotient de l'orbite de (M, o) par le sous-groupe du groupe de Weyl qui la stabilise. Ce quotient
est naturellement muni d’une structure de variété algébrique ; nous n’utiliserons cette structure
que dans le cas p-adique. Notons C(G) 'ensemble des données cuspidales de G, & conjugaison
prés par le normalisateur de My . Nous le munissons d’une structure de variété ind-algébrique
c’est-a-dire réunion disjointe infinie des variétés algébriques C, qui en sont les composantes
connexes [Tad88, Theorem 4.5|. Soit L € LS ; nous disposons d’applications naturelles entre les

classes de conjugaison de données cuspidales pour L et G :
cs c(L)—C(q).

Le théoréme du sous-quotient de Harish-Chandra montre que, pour toute représentation 7w dans
II(G) , il existe une donnée cuspidale (M, o) telle que 7 soit un sous-quotient de Iga : voir [HC51,
Theorem 1, Corollary|, si F est archimédien, et, par exemple, [BDe84, Proposition 2.10], si F est
p-adique. En fait, plus précisément, le théoréme de la sous-représentation de Casselman montre
que 7 peut étre réalisée comme sous-module d’une induite [Kna86, Theorem 8.37] [Cas, Theorem
5.1.2]. Si F est p-adique le couple (M, o) est uniquement déterminé par 7 & conjugaison prés par
le normalisateur de My . Dans le cas archimédien il n’y a plus d’unicité & conjugaison pres et il
n’y a pas d’application naturelle de II(G) dans C(G) ; nous pallions cette difficulté en introduisant
I'espace ©(G) des caractéres infinitésimaux dont la définition est rappelée ci-dessous. Dans tous

les cas, nous aurons le diagramme suivant :
II(G)
J
C(G) — OG)
La description de la notion de caractére infinitésimal diverge sensiblement entre le cas archimédien

et le cas p-adique; ils seront étudiés séparément.
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Caractére infinitésimal, cas p-adique.

Dans ce paragraphe, nous supposons que F' est un corps p-adique. Nous notons 3(G) le centre
de Bernstein de G; c’est l'algébre de convolution des distributions D sur G , invariantes par
conjugaison et telles que, pour tout sous-groupe ouvert compact H de G , la convolée ey x D =
D xep de D (ou ey est la mesure image directe par I'inclusion de la mesure de Haar normalisée
sur H ) soit a support compact. Nous notons 3°(G) la sous-algébre engendrée par ces mesures.
Un caractére de 3(G) non trivial sur 3°(G) est par définition un caractére infinitésimal de G
[BDKS&6, paragraphe 2.2]. Nous notons O(G) I'ensemble des caractéres infinitésimaux et nous le
munissons de la topologie de la convergence simple. Nous dirons que 7 € II(G) admet # comme
caractére infinitésimal si, pour tout z dans 3(G) , w(z * ¢) = 0(2)7w(¢), pour tout ¢ € H . Toute
représentation admissible irréductible admet un caractére infinitésimal.

Soit (M, o) une donnée cuspidale. Il existe un caractére 6 dans ©(G) qui ne dépend que de la
classe de (M, o) dans C(G) tel que tous les sous-quotients de IICS: , admettent § comme caractére
infinitésimal. Plus généralement, si o € II(L) admet 0, € O(L) comme caractére infinitésimal,
nous noterons @f(ﬁg) le caractére infinitésimal des sous-quotients de IIC;.*: » - Nous disposons ainsi
d’un homéomorphisme [BDe84, 2.13-2.16] de I’ensemble des classes de données cuspidales de G

dans ’ensemble des caractéres infinitésimaux
Infe :C(G) = ©(G) ,

compatible avec les applications naturelles entre classes de conjugaison de données cuspidales
G .
Cr -

InfgoCY =0% o Infy, .

Les applications ©F et C¥ ainsi définies sont propres et a fibres finies [BDK86, paragraphe 2.4].
Nous noterons A(G) l'algébre des fonctions images directes sur ©(G) par Infg des fonctions
f “régulieres” sur C(G) . Ici “réguliére” veut dire que la restriction de f a chaque composante
connexe C, est une fonction dans l'algébre des fonctions réguliéres C[C,| , au sens usuel. Le
théoréme de Bernstein [BDe84, Théoréme 2.13| affirme que Infg est bijective et que 3(G) est
isomorphe a A(G) via 'application de Gelfand :

2 [z ou f2(0) =0(z) .

L’analogie avec le cas archimédien traité ci-dessous apparait en remarquant que les fonctions
réguliéres sur X™" (M) sont les transformées de Fourier-Mellin des fonctions dans C2°(M/M1) .
L’espace O(G) est une union disjointe infinie de composantes connexes et chacune est 1’ensemble

des points complexes d’une variété algébrique. C’est un espace topologique localement compact
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et lapplication naturelle de II(G) dans ©(G) est surjective, & fibres finies et continue [Tad88,
Theorem 4.2].

Caractére infinitésimal : cas archimédien.

Dans ce paragraphe, nous supposons F' archimédien. Soit h une sous-algébre de mg®C de la forme
h = ap, @ibg, ol bg est une sous-algebre de Cartan de €Nmg . Donc h ® C est une sous-algebre
de Cartan de g ® C . Notons 3(G) le centre de I’algébre enveloppante de g . L’isomorphisme de
Harish-Chandra montre alors que 3(G) est isomorphe a l’algébre des fonctions réguliéres sur hg
qui sont invariantes par WS [Kna86, Theorem 8.18]. Un caractére de 3(G) est appelé caractére
infinitésimal ; nous notons ©(G) 'ensemble de ces caractéres. L'isomorphisme d’Harish-Chandra
montre que les caractéres infinitésimaux sont en bijection avec les orbites, sous le groupe de Weyl
complexe Wg , dans hg
infa :hg/WE = 6(G) .

L’espace ©(G) est donc 'ensemble des points complexes d’une variété algébrique. Nous le munis-
sons de la topologie de la convergence simple. C’est un espace topologique localement compact et
I'application naturelle de II(G) dans ©(G) est continue [BDx60] et in fi est un homéomorphisme.
Soit A un élément de b ; notons X/G\ le caractére de 3(G) qui lui est associé. Nous disons que 7

admet Xﬁ comme caractére infinitésimal si, pour tout z € 3(G) ,

m(z % ¢) = x5 (2)7(9)

pour tout ¢ € H . Toute représentation irréductible admissible 7 admet un caractére infinitésimal
0 et il lui est donc associée une orbite dans b .
Soient M € L |0 € II(M) , avec X% comme caractére infinitésimal, alors Ig , admet Xf\; comme
caractére infinitésimal [Kna86, Proposition 8.22|. Nous notons @% I’application propre et a fibres
finies qui envoie X% sur Xf . Nous disposons aussi d'une action de X" (M) sur hg compatible
avec les constructions précédentes. Enfin, comme dans le cas p-adique, nous disposons d’une
application de I’ensemble des classes de données cuspidales de G dans I’ensemble des caractéres
infinitésimaux

Infe :C(G) = ©(G)
mais cette fois ’application n’est en général ni injective ni surjective.
Dans le cadre archimédien, nous définirons l'algébre A(G) comme 'algébre des fonctions f sur
O(G) qui sont les images directes par infg des transformées de Fourier-Laplace de fonctions

a € C(h) qui sont WS-invariantes :
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Multiplicateurs et unitarité

Le théoréme de Paley-Wiener matriciel [Art83] dans le cas archimédien (voir aussi [Del84]) et
le théoréme de Bernstein [BDe84| dans le cas p-adique montrent que 1'algébre A(G) peut étre
considérée comme une algébre de multiplicateurs pour ’algébre de Hecke : soient ¢ € H et
f € A(G); il existe ¢y € H telle que pour tout 7 € II(G) de caractére infinitésimal 6 , nous
ayons

m(of) = f(Ox)7(0) ,
et en particulier

or(m) = f(0x)o(T) .

L’algébre A(G) est munie d’une involution f +— f* compatible avec 'involution sur I’algébre de

Hecke. Ceci définit par dualité une involution 6 +— 8 sur I’ensemble des caractéres infinitésimaux :

6 : f— f*(0

~—

Ici z — Z est la conjugaison complexe. Un caractére infinitésimal 6 est dit hermitien si 0 = 0. Soit
7 € II(G) de caractére infinitésimal 6 . Nous notons 7 la complexe conjuguée de la contragrédiente

de 7. Son caractére infinitésimal est 6 . Si 7w est unitaire son caractére infinitésimal est hermitien.

Lemme 1.4.1 L’ensemble O (G) des caractéres hermitiens est un espace topologique localement
compact. Les restrictions des fonctions de lalgebre A(G) a ©n(G) forment une algébre auto-

adjointe qui sépare les points.

Preuve : L’involution étant continue ’ensemble des caractéres hermitiens est un fermé ©,(G) de
©(G) et I'involution sur A(G) restreinte a ©1,(G) est la conjugaison complexe. Enfin deux points
distincts de O (G) correspondent & des caractéres distincts de A(G) | ils sont donc séparés par

des fonctions de A(G) .
U

Les restrictions a ©p(G) des fonctions de A(G) ne tendent pas vers zéro a l'infini. Ce sera
toutefois le cas si nous nous restreignons a des sous-ensembles que nous appellerons pseudo

bandes verticales & partie réelle compacte, définis ci-aprés.

Pseudo bandes verticales

Dans le cas archimédien, nous appelons pseudo bande verticale a partie réelle compacte de O(Q)

I'image d’une bande verticale & partie réelle compacte dans h* ® C . Dans le cas p-adique, nous
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appelons pseudo bande verticale de ©(G) a partie réelle compacte un ensemble de caractéres
infinitésimaux attachés & des données cuspidales de la forme (M, o)) avec o dans un ensemble
compact de Il (M) et X imaginaire pur i.e. A € ia}, . Dans le cas p-adique, une pseudo bande
verticale de O(G) a partie réelle compacte est compacte. Dans une pseudo bande verticale a

partie réelle compacte, les fonctions de A(G) tendent vers zéro a 'infini.

Lemme 1.4.2 Soit m € I1,(G) alors, soit w est tempérée, soit m est ['unique quotient irréductible
de Iga/\ , pour des données (P,o,\) ot o est une représentation tempérée du sous-groupe de

Levi M de P # G et Re(\) > 0 par rapport a P . De plus

[[Re(M| < [lop]

ot pp est la demi somme des racines de P .

C’est une forme affaiblie des théorémes IV.5.2, dans le cas archimédien, et XI.3.3, dans le cas

p-adique, de [BW80].

Compléments sur la structure du dual archimédien

Dans ce paragraphe F est archimédien. Vogan a introduit [Vog79] les notions de K-type minimal
et celle de R-groupe (inspirées des travaux de Knapp et Stein). Si o € (M) , avec M € L&,
nous notons A(c) I'ensemble des K-types minimaux de Ig o €6 Ry le R-groupe. Tout K-type
minimal 7 € A(0) est contenu avec multiplicité 1 dans Ig o1 [VogT79, Theorem 1.1]. Le R-groupe
opére simplement transitivement sur A(o). Vogan montre que les représentations Ig s\ bour
MeLE oellaq(M)et e ays ¢ engendrent R(G) [Vog81, proposition 6.6.7].

Knapp et Zuckerman [KZ82| ont développé la notion de limites de séries discrétes a données
non-dégénérées. Nous notons II; 5 4 (M) I'ensemble des classes d’isomorphie de représentations
de M! qui sont des limites de séries discrétes a données non-dégénérées. Cet ensemble est vide
sauf si M a un sous-groupe de Cartan compact. Si L € L& est le centralisateur de Re(\) dans G,
nous avons une décomposition orthogonale A = Ay, + )\%4 avec Ay, dans azc . La représentation
I{;m Lok est alors unitairement induite et se décompose en somme directe de limites de séries

discreétes :
T
7L = @O"
PﬂL,O’,)\kI ~ t
1=

et donc si Q = PL :

G _ T G
Ipon = Biz1LGoin, -
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Nous notons IgA (7) 'unique constituent 187 01,2, dui contient 7 et 7, 0% (7) I'unique sous-quotient
irréductible contenant 7 . Nous savons alors que J, fA(T) =J J% (7') si et seulement si 7/ € Ri AT
ol R, ) est le stabilisateur de (o, \) dans R, .

Dans le cas archimédien, nous ne nous servirons que de propriétés du dual énoncées par De-

lorme |Del86, Théoréme 2.6] :

Lemme 1.4.3 (i). Le spectre tempéré est un fermé de 11,(G).

(i3). Soient M € LC et o € TIy(M) , alors {Ig/\(T) | A €iay,, 7€ A(o)} est fermé dans I1,(G)

et ouvert dans le spectre tempére.

(111). Avec les notations précédentes, soit X C {IJG)\(T) | A €iay,, 7€ A(o)} . L’adhérence de
X dans I1,(G) est égale a

{Ig’j)\(T) | I(An)neN € iay, tel que N, — X et Ig/\n(’l') € X}

Rappelons qu’il existe une relation d’ordre notée < , sur les séries discrétes des différents sous-
groupes de Levi, définie ainsi : o < o’ si et seulement si tous les éléments de A(o) sont de

longueur moindre que ceux de A(o’) .

Lemme 1.4.4 [Vog81, Proposition 6.6.7(c)] [Del86, Proposition 2.2] Si F' est archimédien, soient
M un Levi de G , 0 € a(M) , 7 € A(o) , alors la relation suivante dans R(G) est vérifiée :

TN(T) =T85(7) + Z n(o, A\, 7,0\ N, ') IS 3/(7)
o=<o’
ou la somme est étendue auz o' € Hy(L) (pour un Levi L), X' € aj o et 7' € A(0') et ou les
n(o, A\, 7,0’ N, 7') sont des entiers relatifs.

De plus, il existe un entier ng ne dépendant que de G tel que

Z In(o, \, 7,0, N, )| < ng .

o=<o’
Un résultat de finitude

Lemme 1.4.5 Soit C' un compact de O(G) ; l’ensemble E des couples formés d’un Levi M dans
LE et d'une orbite sous X" (M) d’une représentation o dans (M) , telle qu’il existe X dans
X"(M) avec ©5,0,, dans C | est fini.

Réciproquement, soit E un ensemble fini formé de couples (M, [o]) ou M est un Levi et [o] une

orbite sous X" (M) dans Ha(M) ; il existe une pseudo bande verticale o partie réelle compacte

B dans O(G) vérifiant
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(1). dans le cas archimédien, si A € X" (M) et T € A(o) sont tels que jf/\(T) € I1,(G) alors
05,0,, € B,

(ii). dans le cas p-adique, si A € X" (M) est tel que Iga)\ a un sous-quotient unitaire, alors

0§05, € B .

Preuve : Traitons tout d’abord la premiére assertion. Puisque @J\G/[ est propre, si G%HQ ap-
partient & un compact C' , 6,, appartient & un compact C’ . Comme l'ensemble des caractéres
infinitésimaux de séries discrétes de M est I'orbite sous X" (M) d’un ensemble discret, a fortiori
I'ensemble des caractéres infinitésimaux de la forme 6,, avec o € Ia(M) et A € X" (M) est
lorbite sous X™ (M) d’un ensemble discret. Par conséquent, son intersection avec C” est inclus
dans Porbite sous X" (M) d’un ensemble fini.

Pour la seconde, il suffit de montrer le résultat dans le cas ot ’ensemble est réduit & un couple. Soit
donc (M, o) un Levi et une série discréte de M . Dans le cas p-adique, d’aprés [Tad88, Theorem
2.5], ensemble des A dans X" (M) tels que Ig s @ un sous-quotient unitaire est un compact
de X" (M) . 1l en résulte, par continuité de ©F, que I'ensemble des caractéres infinitésimaux des
représentations de la forme Ig - ayant un sous-quotient unitaire est un compact et le résultat
en découle. Dans le cas archimédien, d’aprés [Vog81, Theorem 6.6.15], 7, f/\(T) est le quotient de
Langlands attaché a une représentation tempérée o; , avec Iﬁ ALoAL, = @iT:lai , en reprenant
des notations que nous avons introduites ci-dessus. Puisque A = )‘JL\/[ + A\p avec )‘JL\/[ unitaire et
[|[Re(Ar)|| borné, d’aprés le lemme 1.4.2; lexistence de la pseudo bande verticale a partie réelle

compacte ayant la propriété de I’énoncé en résulte.

I.5 les théorémes de Paley-Wiener
Le cas archimédien

Dans ce paragraphe F' est archimédien. Nous appellerons fonctions de type Paley-Wiener sur

X" (M) ~ ajs ¢ » les fonctions f holomorphes sur X "(M) , telles que

r>0vmeN, s (10l IO a7 < oo
xeXnr(M)
ot || - || est une norme sur aj; o . Clozel et Delorme ont démontré un théoreme de Paley-Wiener

scalaire sous deux formes. La seconde est plus précise mais est un peu plus lourde & manipuler

si bien qu’il est souvent plus aisé de recourir a la premiére, qui peut s’énoncer ainsi :
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Théoréme 1.5.1 [CD8/}] Supposons données des fonctions
far s a(M) x X™(M) — C

pour tout M € LE | les conditions suivantes sont équivalentes :

— Il existe ¢ € H telle que pour tout o € Ilo(M) et tout x € X" (M)

~

frulo,x) = dlicm(o @ x)) -

— Les fonctions fyr ont les propriétés suivantes :

(i). Pour tout M € LC et tout o € TIo(M) , la fonction x — far(o,x) est une fonction de
type Paley-Wiener sur X" (M) .

(11). far est a support fini en o .

(ii1). Siles données (M,o,x) et (L,o’,x") sont conjuguées, frr(o,x) = fr(e’,x’) .
La deuxiéme forme précise le comportement sur les limites de série discrétes :
Théoréme 1.5.2 [CDI0, Théoréme 1] Supposons données des fonctions

Sy i Mpga (M) x X™(M) — C

pour tout M € LE | les conditions suivantes sont équivalentes :

— Il existe ¢ € H telle que pour tout o € I1; 5 4.(M) et tout x € X" (M)

~

fr(o,x) = dlicum(o ®x)) -

— Les fonctions fyr ont les propriétés suivantes :

(i). Pour tout M € LC et tout 0 € II; 4q.(M) , la fonction x — far(o,x) est une fonction de
type Paley- Wiener sur X™ (M) .

(7). far est a support fini en o .
(111). Si les données (M,o,x) et (L,o’,X") sont conjuguées, fr(o,x) = fr(o’,X') .

(iv). Supposons que M soit un sous-groupe de Levi de P ; soient o € Iljz4 (M) et op €
M sq(L), e{l,...,T} avec M C L , vérifiant la relation

L _ T
Tpar,e = Di=10¢ »

alors, pour tout x € X" (L) C X" (M)

T

fu(o,x) =Y fulonx) -

=1
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Lemme 1.5.3 Soit f une fonction dans A(G) . Il existe des fonctions Y, € H qui vérifient
(i). \ITC,\T(IE A7) =0 si (M',0") nest pas Wg-conjugué o (M, o)
(i3). \IT;-(IC?)\(T/)) =0 si 7' nappartient pas a R-\7

(iii). Wor(ZG\(7)) = F(OF00,) -

Preuve : Etant donné f , Texistence d’une fonction W, - résulte immédiatement de 1.5.2.

Le cas p-adique

Dans ce paragraphe F' est supposé p-adique. Nous appellerons fonctions de type Paley-Wiener
sur X" (M) , les fonctions réguliéres sur la variété algébrique complexe X™ (M) , ou encore,
en identifiant X" (M) a (C*)™ C C" , l'ensemble des fractions rationnelles sur C™ , avec des
singularités au plus en 0. Remarquons que ce sont les transformées de Fourier de fonctions lisses

et a support compact sur le groupe (discret) M /M L

Théoréme 1.5.4 (Bernstein-Deligne-Kazhdan) [BDKS86, Theorem 1.2] Soit f une forme
linéaire sur R(G) ; les conditions suivantes sont équivalentes :
— Il existe ¢ € H telle que f(m) = $(W) pour tout m € R(G) .

— La fonction [ a les propriétés suivantes :

(i). Pour tout M € LC et tout o € II(M) , la fonction x — f(igan(o ® X)) est une fonction
de type Paley-Wiener sur X" (M) .

(ii). il existe Ky sous-groupe compact ouvert, tel que si f(m) # 0, alors T a un vecteur non
trivial, fize sous K1 .
Pseudo-coefficients.

Nous dirons qu’une forme linéaire f sur R(G) est discréte si pour toute o € II(M) avec M # G :

flicm(o)) =0

Théoréme 1.5.5 Etant donnée une représentation my de la série discréte de G et f dans A(G)
il existe Y dans H telle que
fOr) sim~m®x

0 stnon.

(1). Pour toute représentation m dans iemp(G) , 12(71') =

(ii). La forme linéaire définie par @Z est discreéte.
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Preuve : (a) cas archimédien. Cela est essentiellement contenu dans le corollaire de la proposition
4 dans [CD84|. Nous allons construire une famille de fonctions satisfaisant aux conditions du
théoréme 1.5.2. Nous posons donc fr(7,A) = 0 sauf si L = G et 7 est une translatée de g .
Sim = my ® x nous posons fg(my, A) = f(0r) . Les propriétés de régularité, de support fini et
d’invariance par conjugaison (i.e. les conditions 1, 2 et 3 du théoréme 1.5.2) sont immeédiates. En
ce qui concerne la derniére propriété (décompositions) les fonctions en jeu sont soit trivialement
égales soit toutes nulles puisque my ne peut apparaitre dans une telle décomposition ni dans
le membre de droite (c’est le théoréme de disjonction de Langlands, voir par exemple [Kna86,
Theorem 14.90]), ni dans le membre de gauche puisque c’est une représentation de G et qu’il

n’existe donc aucun Levi qui contienne proprement G .

(b) cas p-adique. Cela est essentiellement contenu dans [Clo86, Proposition 1] : le groupe de
Grothendieck R(G) admet pour base les représentations standard : ¢’est-a-dire de représentations
de la forme igps (0 ®x) indexées par les orbites sous le normalisateur de My des triplets (M, o, x)
avec o tempérée irréductible, x € X" (M) réel et A, “strictement positif” par rapport & un sous-
groupe parabolique P de sous-groupe de Levi M . Nous définissons une forme linéaire g sur
R(G) en lui imposant d’étre nulle sur les éléments de cette base sauf si 7 = 7wy ® x et, dans ce
cas, nous imposons g(mw) = f(6r) . Il nous faut montrer que g satisfait aux conditions de 1.5.4.
Tout d’abord, montrons que g est nulle sur toute induite propre (condition 2 de ’énoncé). Soit
m = igym(7) pour 7 € R(M) . Il suffit de considérer le cas ou 7 est standard et cela résulte
alors du choix de g . L’assertion de régularité (condition 1 de 1.5.4) en résulte immeédiatement
puisque la fonction x — g(igamT ® X) est soit la fonction nulle, soit la restriction a I’ensemble
des tordus de my d’une fonction réguliére. Soit maintenant m une représentation irréductible de
G pour laquelle g(7) soit non nul. Dans son expression dans la base des représentations standard
7 doit alors nécessairement contenir une représentation de la forme my ® x . En particulier, le
caractére infinitésimal de 7 est celui de my ® x . Ainsi & torsion prés par un caractére, cela laisse
un nombre fini de possibilités pour 7 et donc g vérifie la condition 2 de 1.5.4. L’existence de ¢

en résulte.

Remarquons que seule intervient la restriction de f a la sous-variété de O(G) formée des 0, avec
m = 7o ® X . Nous aurions donc pu formuler le théoréme au moyen d’une fonction fr, de type
Paley-Wiener sur X" (G) invariante par translation par les x qui stabilisent 7y . Nous retrouvons

notre énoncé en posant fr,(x) = f(mo ® x) . L’application f +— fr, est surjective.
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Le foncteur de Jacquet.

Dans cette section F' est p-adique. Dans ce cadre, nous disposons d’un outil supplémentaire : le
foncteur de restriction, aussi appelé foncteur de Jacquet ; il est adjoint a gauche de 'induction et
défini comme suit. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de Levi M € L et soit 7 € TI(G)
d’espace V' . Notons V(N) le sous-espace de V' engendré par les vecteurs de la forme 7(n)v — v ,
avec v € V et n € N . Considérons la représentation de M sur Viy = V/V(N); l'action est
donnée par la restriction de 7 , qui passe au quotient. Nous savons que cette représentation
est admissible si 7 lest [Car79, Theorem 2.1]. Nous noterons rpg(7w) I'image dans le groupe
de Grothendieck de M de cette représentation. Il faut prendre garde que méme aprés semi-
simplification, contrairement au cas de I'induction parabolique, le foncteur de restriction dépend
du sous-groupe parabolique P et pas seulement du sous-groupe de Levi M . De fagon duale, nous

définissons un foncteur 75 :

Lemme 1.5.6 [BDKS6, Proposition 3.2 (ii)] Soit ¢ € H(M) avec M € LG , il existe ¢ € H(G)

telle que ¢(rpa(m)) = () , ce que nous écrirons aussi ) = T}G(&E) .
Il serait plus correct d’écrire ¥ € rp;(¢) . Donnons une premiére application de ce lemme.

Lemme 1.5.7 Pour toute composante conneze © de ©(G) , il existe ¢ dans H telle que g(w) >1

st 0 € © et soit nul ailleurs, sur II(G) .

Preuve : Soit (M, o) un représentant de § € © . D’aprés 1.5.5, il existe ¢ps dans H(M) telle que
ZJ\Z = 1 sur I’ensemble des représentations de M de la forme o ® x et @\Z = 0 ailleurs, sur II(M) .
D’aprés 1.5.6, il existe une fonction ¢ dans H(G) telle que $ = T’}}ng\; . Par construction gg est
nulle en dehors de I'image réciproque de © . Par ailleurs, si 7 est un composant de iga (0 ®x), le
théoréme du sous-module de Casselman et la réciprocité de Frobenius montrent que rpgm admet
comme composant un conjugué de ¢ ® x par un élément du groupe de Weyl et donc (;AS(Tr) est

supérieur a 1 .
O

La propriété fondamentale pour nous du foncteur de Jacquet est la relation de commutation avec

le foncteur d’induction, que nous donnons ci-dessous.

Lemme 1.5.8 [BDKS86, Lemme 5.4] Soient M,L dans LC et P (respectivement Q) un sous-
groupe parabolique de Levi M (respectivement L) tels que PN Q soit un sous-groupe parabolique

de G . Notons Wé‘{IL un ensemble de représentants de Wi \Weq /Wi , alors :

TQG ©iGM = E tL(Lrw.M) © WO T(Mrw-1.Q)M -
wew It
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I.6 Controle u-presque partout

Soit {(L;,0;)}ier un ensemble de représentants des orbites, sous le normalisateur de My , des
orbites sous X" (L) agissant par torsion sur o , de couples (L, o) formés d’'un Levi L € L et
d’une représentation dans la série discréte o de L . Nous supposerons de plus, ce qui est loisible,
que les L; sont des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un

méme sous-groupe parabolique minimal Fp .
Théoréme 1.6.1 Soient i € I et f; € A(G) ; il existe ®; € H telle que

D;(m) = 0 i(0)  si ] = icr, (0 ® x) avec x € X" (L) .
Ici encore 0;; est le symbole de Kronecker.

Preuve :  Le cas archimédien résulte immédiatement de la premiére forme du théoréme de Clozel
et Delorme, rappelée en 1.5.1. Passons au cas p-adique. Soit f;; € A(L;) I'image réciproque de f;
via l'application naturelle

67 : O(L;) = 6(G)

définie au moyen de l'induction parabolique, ce qui a un sens puisque tous les composants d’une
induite parabolique ont méme caractére infinitésimal. Choisissons pour chaque j un pseudo-
coefficient 9;; attaché a o; et f;; , comme en 1.5.5. Nous allons exhiber des scalaires af tels

que
P, = Z ofry ot
T K3 QkG ik
k

soit une solution de notre probléme. Ordonnons les indices de sorte que si Ly, contient un conjugué
de L; alors k > j . En utilisant le lemme 1.5.8, nous voyons que, si 171 est une forme linéaire discréte

sur R(M) , alors

roatlicu (o)) = P(rqaian(0)) = > ¥ ((W.r(nw-10)m0))

w

la somme portant sur les w € WEM tels que wM D L . Si [7] = igr,(0; ® X) , les af doivent

donc vérifier :

Zaf?@\k (w'T(Ljﬂw—le)Lj(Uj ® X)) = 0i5 fi(0x) ,

kaw
ou la somme porte sur les w de WéjL'“ tels que Ly, est inclus dans wL; . D’apres 1.6.2, il existe

des entiers d; tels que

bin ((w-T(ijw—le)Lj (0j® X)) = dukj [i(0r) -



I. THEOREME DE DENSITE 57

I1 suffit donc de résoudre le systéme linéaire :

2: k
aickaéij,
k

ij = Zdwkj .
w

La somme en w porte sur les w € Wéij tels que wL; D Ly . Les ¢; sont donc nuls si k > j et
cjj est le cardinal de I'ensemble des w € Wéij tels que wL; = L; : c’est un entier positif non
nul. La matrice des ¢j; est triangulaire avec des éléments non nuls sur la diagonale, elle est donc

inversible.
O

La matrice des af est la matrice inverse de celle des cj; et donc af =0si7 >k . Nousen
déduisons que seules interviennent les fonctions f;; avec ¢ < j . Nous pourrions donc, comme

pour L1.5.5 ci-dessus, reformuler le théoréme au moyen de ces seules f;; .

Lemme 1.6.2 Supposons que wL; D Ly, . Il existe des entiers dyy; telles que si [1] = igr;(0; ®

X)
D ((w.r 1001205 © ) = dunj Fi(67) -

De plus dj; = 1.
Preuve : Soit 7 € II(Ly) . Par construction de ¢, , si [#] = igr, (7) , nous avons
Gin(r) = m(r,00) fr(6:) = m(r, o%) fi(6)

ot m(T, o) est un entier : la multiplicité de o ® v pour un certain v € X™ (L) dans I'écriture
de 7 dans le groupe de Grothendieck comme combinaison linéaire de représentations standard.
Donc, compte tenu de la compatibilité entre foncteur de Jacquet et caractére infinitésimal, il

existe des entiers dy;j(X) , indépendants de f;, tels que si 7] = igr,(0; ® X) ,
D (@, w1001, (77 © X)) = duny (O Fi(6x) -
Les deux membres de I’équation étant analytiques, il en résulte que les fonctions
X+ duwkj(X)

sont constantes. La derniére assertion du lemme est claire.
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1.7 Controéle sur I’ensemble singulier, cas archimédien

Supposons F' archimédien. Nous cherchons & majorer des fonctions caractéristiques d’ensembles

de mesure nulle pour la mesure de Plancherel, par des fonctions U avec ¥ € H de mesure

arbitrairement petite. Dans tout ce qui suit, nous munissons les complexifiés des espaces vectoriels

duaux d’algebres de Lie d’une métrique euclidienne. Cela définit une distance sur les X" (M) .

Tout d’abord, donnons un corollaire de 1.1.4.

— Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’une métrique euclidienne et d’un
groupe fini W de transformations orthogonales.

— Soit C un compact de X¢ et soit B I'image de C' + iX dans le quotient de X¢ par W ; c’est
une “pseudo bande verticale”.

— Soit Y un sous-ensemble fermé du quotient de X par W.

Onpose Z=YNB

— Soit p une fonction sur Z & valeurs réelles positives qui soit la restriction d’une fonction sur
X définie par un polynéme P sur X invariant par W. On suppose que P(z + iy) tend vers

I'infini dans C' + iX plus vite que le carré de la norme :
|P(a+ib)| > |la|®>+ ||b||> si a+ibeC+iX et [[b]]| >>0.

— Soit p une mesure de Radon sur Z .
— Soit enfin A une sous-algébre de Co(Z) N L' (Z, 1) , séparant les points, auto-adjointe et ne
s’annulant identiquement nulle part sur Z . On suppose de plus que pour tout g € A la fonction

pg appartient & A .

Lemme 1.7.1 Soit f une fonction sur Z, positive, bornée, a support dans un ensemble de p-
mesure nulle et majorée, en dehors d’un compact, par une fonction gy de A . Alors, pour tout

€ > 0 il existe h dans A tel que

f<h et w(h) <e.

Preuve :  Soit C, I'intersection avec Z de 'image dans le quotient par W de la boule compacte
de centre 0 et de rayon r dans X¢ ; soit U, le complémentaire de C, dans Z . On peut choisir r
assez grand pour que 7~ 2p > 1 sur U, et f < go sur Y N U, de sorte que, si nous notons 1y, la

fonction caractéristique de U, , nous aurons
fy, < goly, < %pgo -
Remarquons que hg = r~2pgo appartient a A . Si r est suffisamment grand, on a de plus

1(ho) =12 1u(pgo) < €/2 .
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Par ailleurs f1c, est bornée, & support compact et son ensemble de points de discontinuité est
de p-mesure nulle (en fait, ¢’est méme son support qui est de p-mesure nulle) et donc fle,. est
p-Riemann-intégrable, d’aprés le théoréme 1.1.1. Nous pouvons utiliser la proposition 1.1.4 pour

trouver g; et h; dans A tels que
[fle, — il < et p(hi) <e/4.
Comme f1¢, est réelle, nous pouvons choisir g; réelle et nous obtenons
flo, < g1+ h1 = ho

et
p(g1) < p(ha) +p(fle,) = p(ha) -

Donc p(g1) < €/4 et pu(h2) < €/2 . Nous en déduisons que

f=F e, + flu, <hg+ho=h et pu(h) <e.

Définition Soit o une série discrete de M , nous disons que o est Wg-singuliére s’il existe

w € Wg non trivial tel que wM = M et wo ~ o . Elle est dite Wg-réguliére sinon.

Soit o une représentation dans la série discréte d'un Levi M . Nous notons 7'(¢) I'ensemble des
caractéres infinitésimaux hermitiens de la forme @AG/[HUA avec soit A non unitaire, soit A unitaire
et o, singuliére et, pour § dans ©(G) soit X (o, 0) 'ensemble des A dans X" (M) tels que 05,0,
soit égal a 6 .

Soit M un Levi de G , nous notons Sj(G) I'ensemble des orbites sous 'action de X" (M) des
représentations dans la série discréte de M et nous fixons Fj;(G) un ensemble de représentants
des éléments de S/ (G) . Nous notons F(G) la réunion des Ey(G) quand M parcourt un ensemble
fixé de représentants des orbites sous W des éléments de £ .

Soient C' un compact de ©(G) , E un sous-ensemble fini de E(G) et o dans E . D’apreés le
lemme 1.4.5, il existe une pseudo bande verticale B a partie réelle compacte qui contient C et
I'ensemble des 0, pour 7 unitaire de la forme J, f/\(T) avec o dans F , A dans X" (M) (si o
appartient & Ej/(G) ) et 7 dans A(o) . Supposons données, pour tout ¢’ dans E avec o < o’
et pour tout 7 dans A(o’) , des fonctions hy -+ dans A(G) réelles positives sur les caractéres

hermitiens dans B et notons ¥, .+ la fonction dans H associée a hy - par le lemme 1.5.3.
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Lemme 1.7.2 Soit € strictement positif. Pour tout T dans A(o) , il existe une fonction hy r dans
A(G) réelle positive sur les caractéres hermitiens dans B de sorte que, si W, , est la fonction

associée & hyr par le lemme 1.5.3, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour tout X dans X" (M) tel que ©%;(0,,) soit hermitien et appartienne a B |

>N Vo (TEM) = 1) (©5100,)

UEETEA )
o=o’

(i). 1 (Wor) = pirgo(or) < €.

Preuve : Nous allons appliquer le lemme 1.7.1 & la situation suivante :
- X = h* )
— Y est Pensemble des caractéres infinitésimaux hermitiens de la forme ©§,0,, et W est le groupe

de Weyl,

P est induit par 'opérateur du centre de ’algébre enveloppante somme du carré de I'opérateur
de Casimir et du carré d’un opérateur elliptique sur le centre du groupe.

— B est la pseudo bande verticale & partie réelle compacte donnée par 1’énoncé.

— p est la restriction a Z de I'image directe de fipr,, par I'application A — @]\G}H@ ,

— A est I'ensemble des restrictions a Z de fonctions dans A(G) ,

— f est la fonction sur Z

FO) =1rone®+ 3 3 Y [T (T80

o'eE '€ A(0’) AeX (0,0)
o<o

Les conditions du lemme 1.7.1 sont évidemment vérifices pour X | Y |, p et A(G) . En ce
qui concerne P | la formule donnant I'image de l'opérateur de Casimir par 'homomorphisme
d’Harish-Chandra (voir par exemple [War72, Exemple 1, page 168]) montre que P se comporte
comme ||a + b||* & infini (pour @ borné) et, comme l'opérateur de Casimir est hermitien, P
induit une somme de carrés de fonctions réelles sur Y .

Vérifions que f satisfait aux conditions du lemme 1.7.1. Tout d’abord, il est clair que f est positive
et bornée par définition. Vérifions que f est a support dans un ensemble de py-mesure nulle. Plus
précisément, montrons que f n’est non nulle que si 6 appartient & T'(o) . C’est clair pour le
premier terme qui définit f . En utilisant ’expression de J. f)\(’r) donnée par le lemme 1.4.4 et
les propriétés des fonctions ¥, » construites en 1.5.3, nous voyons que le dernier terme est une

somme de valeurs absolues de

-~

|\ (jf)\(T)) =n(o, A\, T, U/,)\I,T/){I\/U/’)\/ (1'37)\/(7/))
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et donc de
T/ (jcfcf)\@—)) = n(a, >‘7 T, 0/7 >‘/’ T/)h0’77"(@]\G/[90,\) .

Remarquons d’ores et déja que cette expression est réelle. De plus, si elle est non nulle, alors
n(o, A\, 7,0’ N, 7") # 0 et, en particulier, Ig’j)\(T) est réductible. La réductibilité entraine, d’apreés
la théorie de Bruhat [Cas, Theorem 6.6.1], que 6 appartient & T'(o) . Comme T'(0) est de p-mesure
nulle, nous avons vérifié la condition de support du lemme 1.7.1.

Vérifions la derniére condition. Si 6 n’appartient pas & C' , nous avons

Z Z Z n(o,\, 7,0 N, 1 ‘\If N (1'27)\/(7',)) .

o'eE 17'€A(0’) AeX (0,0)

o=<a’

De plus, chaque n(o, A\, 7,0", X', 7’) est inférieur a une constante ng ne dépendant que de G
d’aprés 1.4.4, les cardinaux des X (o, 6) sont bornés par le cardinal du groupe de Weyl, et donc

f est majorée par une fonction de A en dehors de C':

FO) <nalWal > > hor 2 (050) .
o GE T EA )
o<o!
Nous pouvons donc appliquer le lemme 1.7.1 et obtenir une fonction h,, dans A qui majore f
et de p-mesure inférieure & € . En particulier, h,  est réelle positive sur Z . Soit ¥, ; la fonction

dans H associée a hy r par le lemme 1.5.3. Nous avons, en utilisant le lemme 1.4.4 et les propriétés

des fonctions ¥, ; :

et, puisque ¥, - est associée & hy ;

~

\I’U,T(IgA(T)) = hcr,T(@%em)
Nous en déduisons
Vo (TN(T)) > f(OF0s,) -

Nous avons déja remarqué que les quantités \/I\/G/J/ (T JC’*'A (7)) sont réelles et donc

\11077(\70?/\(7-)) > 1T( nc G)Mecf)\ Z Z Z \IIO' 7’ ( ))

o'eB '€ A(0’) AeX(0,0)
o<o

D’otl notre premiére assertion. Pour la seconde, nous avons

1C(Wgn) = piaro (U p) = plhoyr) < €.
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Théoréme 1.7.3 Soient e > 0 et C' un compact de O(G) . 1l existe ¥ dans H telle que

~

(i). ¥(m) >0 pour tout m € IL,(G) ,
(ii). WO) <,
(iii). Pour tout m dans IL,(G) avec 0, € C , qui est soit non-tempérée, soit tempérée mais

non-induite d’une série discréte

U(r)>1.

Preuve : Notons E’ l'ensemble fini des couples (M, [o]) associé au compact C' par le corol-
laire 1.4.5 ott M est dans L et [0] est 'orbite sous X" (M) d’une série discréte o dans TI(M) .
Pour chacun de ces couples, nous effectuons un choix de représentant dans 'orbite [o] et nous
notons E la collection de ces représentants. C’est un ensemble fini dont le cardinal ne dépend
que de C' .

Nous construisons des fonctions V¥, » par récurrence descendante sur la longueur des K-types

minimaux de o grace au lemme 1.7.2 et nous posons

U= Z Uy
o,T

Cette somme porte sur ¢ dans E et 7 dans A(o) . L’ensemble de sommation étant fini et son
cardinal ne dépendant que de C', les fonctions ¥, - peuvent étre choisies telles que ,uG(\/I}) soit
inférieur a € .

Il ne reste plus qu’a calculer \f/(ﬂ) pour 7 unitaire, de la forme J U%\(T) . Soit B la pseudo bande
verticale & partie réelle compacte introduite dans le lemme 1.7.2. Si 6, n’appartient pas & B , par

définition de B, \/I\/(ﬂ') est nul. Si 0, appartient & B , en utilisant les lemmes 1.4.4 et 1.5.3,
(I}o’,'r’ (jg?’A(T)) = TL(O', )‘a T, le )‘/7 T/)\/I}O'/,T/ (IE,A/(T/))

et donc cette quantité est nulle sauf peut-étre si ¢ < ¢’ . Nous en déduisons

{I\’ (jcg)\(T)) = Z Z \/I)O'/,T, (jaG,)\(T))

o'cE '€ A(0’)
o=o’

et donc, d’aprés le lemme 1.7.2

~

U (TENT)) = 110y (©510s,)
i.e.

U(m) > Lpigyno(Ox) -
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I.8 Controle sur ’ensemble singulier, cas général

Nous donnerons maintenant une autre preuve du théoréme 1.7.3, valable aussi dans le cas p-
adique, modulo une hypothése que nous n’avons vérifiée que pour certains groupes mais que
nous croyons toujours vraie. Pour établir le lemme 1.8.3 nous aurons besoin de '’hypothése locale

suivante.

Hypothése 1.8.1 Soient 6 € ©(G) et, pour tout Levi M , un voisinage Vi du caractére trivial
dans X™ (M) ; il existe un voisinage Wy de 0 tel que, pour tout m € I1,(G) de caractére infini-
tésimal 0, € Wy , il existe un Levi M , une représentation o € II(M), telle que igpro admet 0

comme caractére infinitésimal, et un caractére non ramifié x € Vs tels que
(7] =igm(o ®x) -

Pour simplifier les énoncés nous travaillerons avec des groupes qui vérifient 'hypothése globale

suivante.

Hypothése 1.8.2 Tout point de O(G) vérifie I’hypothése locale 1.8.1.

Nous exhiberons en 1.10 des groupes qui vérifient I'hypothése globale.

Soit 6 € ©(G) . Soit I, Iensemble des représentations 7 € Ilyem,(G) de caractére infinitésimal
0. = 0 induite parabolique d’une série discréte, m = iga(0) , telle que o soit We-réguliére. Si
X est assez voisin de 1 dans X" (M) la série discréte o ® x est encore réguliére et en particulier
igm (o ® x) est irréductible [Cas89, Theorem 6.6.1]. Soit (Var) e e une collection de voisinages
du caractere trivial, Vay € X" (M) , assez petits pour que, si 7 = igp(o) € I et si o’ =
igm(o ® x) avec x € Vi , alors, si 0 =0, 7' € II/9 . Soit M l'ensemble des représentations
7' € iemp(G) de la forme 7’ = iga(o ® x) avec x dans Vs et m = igar(o) € I, . Notons N le
complémentaire de M . Nous noterons 1y la fonction caractéristique de N et x s son extension

en une forme linéaire sur R(G) .

Lemme 1.8.3 Il existe une constante cy, telle que, pour tout 0 < € < 1 et tout 6 € O(G) , il
existe une fonction ¢g . dans H et des voisinages du caractére trivial Vg C Vi , ouverts, tels

que pour toute représentation m dans IL,(G) de la forme igypo @ x avec x dans Vg,
(i). 0< ¢ge(m) <esimeM
(ii). 1< gpe(n) <y sime N

(1it). Ve est inclus dans une boule de diamétre € .
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Preuve :  Considérons 'ensemble des couples (M, o) tels que 6;,,,0 = 6 : c’est un ensemble
fini. Donc, par indépendance linéaire des caracteéres, il existe ¢ dans H et a valeurs réelles sur

I1,(G) telle que si p appartient a II(G) avec 8, = 6 , alors

b0c(p) = 5 +1n(p)

De plus, pour chacun des couples (M, o) considérés, la fonction sur X" (M)
X = Po,e(iGmo ® X)

est continue. Dong, si £ est la longueur de igpso, nous avons

~ . ) fe
¢9,6(ZGMJ) = xw(igmo) + D)

En particulier, puisque ¢ < |[W¢| ,

~ . €
< Ppclicmo) < [Wel(1+ 7).

X~ (igao) + 5

|

Par continuité, pour tout couple (M, o) , il existe un voisinage Vi du caractére trivial dans

X7T(M) , tel que si = igapo € I, alors, puisque £ =1,
0 < ¢gclicmo®@x) <e

et sinon

1< Gpclicuo ®@x) < 2|Wel .

Nous pouvons bien siir choisir ce voisinage assez petit pour qu’il soit inclus dans Vs et que
M

'assertion (7i7) soit vraie.

Rappelons que O (G) désigne le sous-ensemble des caractéres infinitésimaux hermitiens.

Lemme 1.8.4 Soit 0 < € < 1 . Soit B une pseudo bande verticale de ©(G) a partie réelle
compacte. Etant donnés deuz ouwvert W et W' relativement compacts de B tels que W C W' , il

eziste une fonction f € A(G) ,  valeurs réelles sur ©p(G) telle que
(i). 0< f <1+¢€ sur BNOLG)

(ii). £(0) >1si0 €W NOLG)

(iii). f(0) <€ sif € (B\W')NOLG)
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Preuve : 1l existe une fonction g continue positive majorée par 1 + €¢/4 sur B N Op(G) qui
vaut 1+ €/4 sur W N Op(G) et qui est nulle en dehors de W' N ©,(G) . Les fonctions de A(G)
forment une algébre de fonctions sur B N Oy (G) séparant les points ne s’annulant identiquement
nulle part, auto-adjointe d’aprés 1.4.1, nulles a 'infini. Nous pouvons donc grice au théoréme de
Weierstrafs-Stone approcher g sur B N Oy (G) & €/4 prés par une fonction f; € A(G) réelle sur

O1(G); la fonction f = f# est une solution.

Nous aurons aussi besoin d’un résultat de minoration.

Lemme 1.8.5 Soit C' un ensemble de 11,(G) dont I’image dans ©(G) est compacte ; il existe 1

dans H telle que 12; est plus grande que 1 sur C et positive ou nulle sur tout IL,(G) .

Preuve : Compte tenu de la compacité de 'image de C et du lemme 1.3.1, il suffit de montrer
que, pour chaque point de 6 € O(G) , il existe ¢ dans H dont la transformée de Fourier scalaire
ne s’annule sur aucun 7 de caractére infinitésimal 6/ = 6, assez voisin de 6 . Dans le cas p-adique,
il suffit de considérer la mesure image directe, par 'injection canonique, de la mesure de Haar
d’un sous-groupe ouvert compact de G assez petit. Nous pourrions aussi faire appel a la fonction
construite en 1.5.7 . Dans le cas archimédien, il suffit d’utiliser le lemme 1.5.3. Plus précisément,
si nous nous donnons un voisinage compact de § dans O(G) , le lemme 1.4.5 nous fournit un
ensemble fini F de couples (M, [o]) ou M est un Levi et [o] est 'orbite sous X" (M) d’une
série discréte o de M . En utilisant les fonctions données par le lemme 1.5.3 et une récurrence
descendante sur la longueur des K-types minimaux de o , nous construisons une fonction 1 dans
‘H non nulle dans sur toute représentation unitaire dont le caractére infinitésimal appartient au

voisinage compact de 6 considéré.
O

Nous aurons, enfin, besoin d’'un lemme de topologie. Ce lemme est a rapprocher des théorémes

de recouvrement a la Besicovitch [EG92, Theorem 1.5.2].

Lemme 1.8.6 Soit C' un compact de R™ . Nous supposons donné, pour tout point x de C, un

voisinage ouvert Vy de x . Il existe un ensemble fini I d’ouverts (W;)ier tels que
(i). Pour touti € I , il existe v € C tel que W; C 'V, .
(ii). Les W; recouvrent C'.

(11i). Tout point de C appartient ¢ au plus 2™ ouverts W .
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Preuve : Raffinons d’abord les V. et choisissons, pour tout = dans C' , un voisinage ouvert U,

de x tel que U, C V, et tel que U, soit un pavé de la forme
Uz ={y € R" | Vi |pi(y) — pi(z)] < ci(z)}

ot les p; sont les projections sur les axes de coordonnées. Extrayons un sous-recouvrement fini de
(Uz)zec : solent (x;)1<i<r tels que les Uy, recouvrent C' . Considérons la famille F des hyperplans

définis par les faces des Uy, . Cette famille d’hyperplans définit des pavés ouverts (Cj)i<j<m : ce

w (Un)

A chaque Cj nous associons un ouvert W tel que

sont les composantes connexes de

(i). Si C; C U, , alors W; C Vy, .
(ii). C; C W; .
1
(iii). Pour tout y de W; et tout indice k , si d(Cj,Cy) # 0 , alors d(y, Cj) < id(Cj’ Ck) .

Soit y de C' un point qui appartient a deux ouverts, W; et W}, . Comme
d(Cj, Cr) < d(Cj,y) +d(y, Cy)

d’aprés la propriété (iii) des W , les ouverts C; et C}, sont nécessairement adjacents : d(Cj, Cy) =
0.1Ily a au plus 2" pavés C; adjacents deux a deux. Il en résulte que y ne peut appartenir a

plus de 2" ouverts W; .
0

Remarquons que ’énoncé précédent se généralise immédiatement aux variétés différentiables dont
les composantes connexes ont des dimensions bornées, ainsi qu’aux quotients de ces variétés
par des groupes finis. Il peut donc étre appliqué a la variété (quasi)-algébrique des caractéres
infinitésimaux. La dimension des composantes connexes de cette variété est majoré par une

constante ne dépendant que de G .

Théoréme 1.8.7 Soient € > 0 et C' un compact de ©(G) . Nous supposons que tous les points
de C satisfont ’hypothese 1.8.1 . Il existe ¥ dans H telle que

(i). W(x) >0 pour tout 7 € I, (G) ,
(i), w(@) <,
(111). Pour tout m dans I1,(G) avec 0, € C qui est soit non-tempérée soit tempérée mais non-

induite d’une série discreéte

U(r)>1.
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Preuve : Fixons nous provisoirement des réels strictement positifs €1, €2, €3 et un voisinage com-
pact C1 de C . Le lemme 1.8.3 nous permet pour tout § € ©(G) de fabriquer une fonction ¢g , et
une collection (Vas)yrepe de voisinages du caractére trivial, Vay € X™ (M) . L’hypothése 1.8.1
nous donne un voisinage Vy ., de 6 attaché aux V) et nous pouvons supposer que Vp ., est inclus
dans C; . En faisant appel au lemme 1.8.6, nous voyons qu’il existe une constante cg; ne dépen-
dant que de G et un recouvrement de C' par des ouverts W; avec 1 <i < N(e;1) chacun étant

inclus dans un certain Vy, ., et de sorte que

N(e1)
Z Ly, < cgley
i=1

puisque tous les W; sont inclus dans C . Comme d’habitude, 1x désigne sa fonction caractéris-

tique de X. Nous posons

M(el) = sup |¢9i7€1 (ﬂ-)‘ .
i=1,...,N(e1)
ey (G)

D’apres le lemme 1.4.5, il existe une pseudo bande verticale a partie réelle compacte B telle
que les &591.,61 soient nulles sur toute représentation unitaire dont le caractére infinitésimal est en

dehors de B . Nous choisissons un voisinage W, de chaque de W; , tel que W; C W/ C C et

N(e1)
)2 U Wi/ \ WZ S €2 .
=1

Nous choisissons des fonctions f; dans A(G) vérifiant pour chaque i le lemme 1.8.4 pour les
données e3 > 0, B, W; et W/ .

Soit N le sous-ensemble de O(G) formé des caractéres infinitésimaux des représentations tem-
pérées induites de série discréte singuliére ou unitaires induites non unitaires de série discréte ;
nous notons N (e1) le voisinage tubulaire de N formé des caractéres de ©(G) dont la distance a

N est inférieure & €; et N'(€1)° son complémentaire.

Lemme 1.8.8 Sur le spectre unitaire, les inégalités suivantes sont vérifiées :

N(e1) N(e1)
| > fitoal < e D 1060 l) + (1+ )M () N(e)) luavnm)
=1 1

i=
+(1+ 63)0’065101 In(e) + (1+ 63)610/6/;101 .
N(61)

Loy (e — esN(e)M(er) <Y fido,e
=1

Preuve : Rappelons que B a été choisi de sorte que

4391,61 = 1B<$9i,61 sur HU(G) .
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Pour tout 4 , nous pouvons décomposer 15 de la fagon suivante

1p = 1p\wr + lwnw, + 1wi (Ine) + Iae)e) -

Le lemme résulte des propriétés des fonctions f; et ¢y, ¢, construites par les lemmes 1.8.3 et 1.8.4.

0

Soit maintenant ¢g dans H telle que % soit plus grande que 1 sur Ci; c’est possible d’aprés

1.8.5. Considérons la fonction
N(er)

esN(en)M(e1)do+ Y fido,er »
=1

C’est la transformée de Fourier scalaire d’une fonction ¥y dans H puisque les f; définissent des
multiplicateurs de H . D’aprés ce qui précéde \f/\l est partout positive sur C'y et plus grande que 1
sur les représentations unitaires, de caractére infinitésimal dans C , non-tempérées ou tempérées
mais non-induites unitaires de série discréte.

D’apres les inégalités précédentes, nous avons

N(e1) N(e1)
p(91)) < esp | Y I9oal | + (A +e)M(e)N(e)u | | W\ W)
i=1 i=1
+(1 4 €3)cactp (CrNN(e1)) + (1 + e3)erctp (Ch)

Il est donc clair que nous pouvons choisir €1 , €3 et e3 de sorte que ,u(\f/\l) soit inférieur a €/2 .

Soit maintenant, grace au lemme 1.3.1, une fonction ¥y dans H telle que
01| < W,
sur le spectre unitaire. Soit €4 un réel strictement positif tel que
,u(e4\1//\2) <e€/3.
Choisissons une fonction g dans A(G) telle que

1 <g <4/3 sur CNOLG)
0 <g <4/3 sur C1NOLG)
lg] <es <4/3 sur Oy(G)\ C1,
comme il est loisible d’aprés le théoréme de Weierstraf-Stone. Dans ces conditions, soit ¥ dans

H telle que
(= g‘f/\l + 64‘1/’\2 .
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En particulier, sur le spectre unitaire,

—

U > g0,
et

U > eWy — |g|.| W] .

De la premiére inégalité, il résulte que, par restriction au spectre unitaire, W est supérieure &
W, sur C et est positive sur C . De la seconde, nous déduisons que, toujours par restriction au

spectre unitaire, T est positive en dehors de C . De plus

p(0) < 4/3u(01) + plealy)
2¢/3+¢€/3

IA

IN

€

et donc la fonction W vérifie bien les conditions requises par le théoréme.

Extension 4 un nombre fini de places

Considérons maintenant un groupe G produit de groupes G, pour v appartenant a un ensemble
fini S et ou G, est I'ensemble des points sur un corps local F), de caractéristique 0 d’un groupe
linéaire, réductif, connexe G, défini sur F, . Dans la pratique, nous prenons un corps global
F sur lequel est défini le groupe G , S un ensemble fini de places de F' et nous considérons
G = [],cg G(F,) , mais une telle restriction n’est pas nécessaire pour énoncer les résultats. Nous
étendons les notations A(G) , H & cette situation produit.

Soit {(L;,0;)}ier un ensemble de représentants des orbites, sous le normalisateur de My , des
orbites sous X" (L) agissant par torsion sur o , de couples (L, o) formés d’'un Levi L € L et
d’une représentation dans la série discréte o de L . Nous supposerons de plus, ce qui est loisible,
que les L; sont des sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques (); qui contiennent un

méme sous-groupe parabolique minimal Fy .
Corollaire 1.8.9 Soient i € I et f; € A(G); il existe ®; € H telle que

D;(m) = 0 fi(0x)  si ] = igr,(0; ® x) avec x € X" (L) .
Ici b;5 est le symbole de Kronecker.

Preuve :  Cela résulte directement du théoréme 1.6.1 par produit.
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Corollaire 1.8.10 Soient € > 0 et C un compact de ©(G) de la forme [[C, . Nous supposons
que, si I, n’est pas archimédien, tous les points de C, satisfont I’hypothése 1.8.1 . Alors, il existe

U dans H telle que
(i). U(x) >0 pour tout & € IL,(G) ,

(it). p(¥) < e,
(iit). Pour tout m dans I1,(G) avec 0, € C qui est soit non-tempérée soit tempérée mais non-
induite d’une série discrete

U(r)>1.

Preuve : Nous prendrons comme fonction ¥ une somme indexée par S de produits de fonctions :

vy (@)

veS \weS

Pour W?

>, nous prenons la fonction que nous donnent les théoréme 1.8.7 et 1.7.3; pour v # w ,

nous prenons ¥ positive et plus grande que 1 partout sur Cy, ; une telle fonction a été construite
en 1.8.5. Le produit de ces fonctions a bien une mesure de Plancherel (produit) arbitrairement
petite. Leur somme est plus grande que 1 sur les représentations dont le caractére infinitésimal
appartient a C' et telles que I'un des facteurs est soit non-tempéré, soit non-induit unitaire de

série discréte.

1.9 Démonstration du théoréme de densité

Nous appliquerons les résultats du paragraphe 1.2 a la situation suivante : II une “pseudo bande
verticale a partie réelle bornée” du dual unitaire I, (G) de G, § 'espace des restrictions a IT
des transformées de Fourier scalaires des éléments de ’algébre de Hecke, p la restriction a Il de
la mesure de Plancherel, © une pseudo bande verticale a partie réelle compacte du sous-espace
des caractéres infinitésimaux hermitiens et A la restriction & © de A(G) . La condition (%) est
vérifiée d’aprés 1.3.1. Nous nous plagons dans une situation produit, telle que décrit a la fin du
paragraphe précédent.

Notons 9B, I'espace des fonctions f sur I, (G) boréliennes bornées a support dans un ensemble

dont I'image dans ©(G) est compacte. Notons R et § les sous-espaces suivants :
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(i). 2R est le sous-espace des f € B, telles que, pour tout Levi M et toute représentation o

dans la série discréte de M | la fonction sur X" (M) ,

x = flicm(o ® X))

a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure fips, -
(ii). § est I'espace des fonctions f sur II,(G) telles que, pour tout € strictement positif, il existe

¢ et 1 dans H avec, pour toute représentation unitaire 7 € IL,(G) ,

~

() = d(mI < o(m) et p(d) <e.
Lemme 1.9.1 Les espaces de fonctions R et N B, sont des modules sur Co(O(Q)) .

Preuve : C’est clair pour R . Pour § N B, , cela résulte du corollaire 1.2.3.

Proposition 1.9.2 Si le dual de G satisfait ’hypothése 1.8.1, alors R = FN B, .

Preuve : Par définition méme des fonctions jips,-Riemann-intégrables (I.1.1), nous voyons que
T N B, est inclus dans M . C’est 'autre inclusion que nous devons établir. Soit f € R et soit
C un compact de O(G) qui contienne un voisinage de I'image du support de f . Soit (L,0) un
couple formé d’un sous-groupe de Levi L € L% et d'une série discréte o € Ia(L) . Considérons
les fonctions

fo ix = flicm(o ®X))

Par hypotheése, c’est une fonction /i, ,-Riemann-intégrable. Notons ©r . l'image directe de la

mesure fig, , sur A(G) . D’apres 1.1.4, étant donné € , il existe g, et h, dans A(G) avec

|f(7) = 95 (0x)] < ho(Or) siT=igm(o® x) et Mz,a(ha) <€

Soit maintenant I un ensemble de couples (L;,0;) défini comme en 1.6.1 . Le théoréme 1.6.1
permet de fabriquer des fonctions ®; et U; associées a g,, et hy, respectivement. Compte tenu
de la compacité de 'image du support de f et d’aprés 1.4.5, les fonctions ®; et ¥; peuvent étre

choisies nulles sauf pour un ensemble fini d’indices de cardinal N(f). Posons

¢:Zq)i et wIZZ\IIi-
Nous avons

|f(7) = $(m)| < ()
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sur toute représentation 7 unitaire irréductible qui est une induite de série discréte d’un Levi.

De plus

~

w(@) < N(f)er

Soit ¢ € C.(O(G)) positive et égale a 1 sur le support de f . L’inégalité
|[f(m) = co(m)| < ey ()

a lieu partout sur II,(G) sauf peut-étre sur I'ensemble, de mesure nulle, des 7 dans le support
de ¢ qui sont non-tempérées ou tempérées mais non-induites de séries discrétes. Il existe un réel

a tel que
|f () — cd(m)| + clihi ()| < a

partout sur I, (G) . D’apres le théoréme 1.7.3 ou le théoréme 1.8.7 | si 'hypothése 1.8.1 est vérifiée,

il existe une fonction ¥ de mesure arbitrairement petite, de sorte que, partout sur IL,(G) ,

|f () — cp(m)| < ey () + al(r)

et donc

If—g|<h avec g:c$ ot h:c$1+a\ff
et telle que p(h) soit arbitrairement petit. D’aprés 1.2.1 et 1.2.2 cela implique f € § .

O

Lemme 1.9.3 Si U est un ouvert, borné, u-régulier, de IL,(G) , sa fonction caractéristique

appartient a R .

Preuve : Notons f la fonction caractéristique de U , prolongée comme d’habitude en forme
linéaire sur R(G) . La fonction f est u-mesurable car U est ouvert. Soient M € L% et o € TIo(M) ,

la fonction
fo t x—= flicm(o @ X))

prend des valeurs entiéres positives ou nulles. Distinguons les sauts de 0 a 1 des autres. Les
sauts de 0 & 1 correspondent & des points de la frontiére de U et sont donc par hypothése de
tar,o-mesure nulle. Les autres sauts se produisent en des points ot f, vaut plus que 1 et donc
ou l'induite igar(o ® x) n’est pas irréductible. Ces points sont soit en dehors du support de la
mesure, soit dans un ensemble de codimension 1 car ils sont stabilisés par un élément non trivial
de Wy, d’apreés [Sil79, Theorem 2.5.9] en p-adique et [Enr79, Theorem 1 et Theorem (page 6)]
en archimédien. En conséquence, ces points sont de pys o-mesure nulle ; en effet, cette mesure est

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur X" (M) .
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En résumé nous avons démontré le théoréme de densité suivant.

Théoréme 1.9.4 (Théoréme de densité) Soit G = G(Fys) . Supposons que Gy, vérifie 1.8.2
pour toute place finie de S . Soit f une fonction sur 11, (G) p-mesurable bornée et a support dans

un ensemble d’image compacte dans ©(QG) . Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

(i). Pour tout Levi M et toute représentation o dans la série discréte de M , la fonction sur
X (M)
X = fligm(oc @ X))
a des points de discontinuité de mesure nulle pour la mesure pips -

(ii). Pour tout € strictement positif, il existe ¢ et 1 dans H vérifiant, pour toute représentation

unitaire € IL,(G) ,
[f(m) —p(m)| <op(m) et p(y) <e.
En particulier, soit f la fonction caractéristique d’un ouvert p-régulier de 11,(G) et a support

dans un ensemble d’image compacte dans O(G) . Pour tout € > 0 , il existe ¢ et ¢ dans H telles

que

If=dl<v et u@)<e.
Nous déduisons du théoréme le corollaire annoncé :

Corollaire 1.9.5 Soit G = G(Fs) . Supposons que Gy, vérifie 1.8.2 pour toute place finie de S .
Soit py, une suite de mesures boréliennes positives sur I1,(G) telles que, pour toute ¢ € H , la

fonction 5 s0it pp-intégrable (pour tout n) et supposons que

~ ~

lim i () = p(¢) -

J—00

Alors, pour tout owvert U C IL,(G) , borné et régulier pour la mesure de Plancherel

lim p,(U) = u(U) .

n—00

Preuve :  En effet, nous venons de voir que si f est la fonction caractéristique de U , il existe ¢

et ¢ dans H telles que |f — $\ < 12 et u({p\) < € . Le corollaire résulte alors de 1.2.4 .
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I.10 Etude de cas particuliers des hypothéses 1.8.1 et 1.8.2

Lemme 1.10.1 Si G de rang semi-simple 1 , Uhypothése 1.8.2 est vérifiée. Plus généralement
st M est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique mazximal et soit 0 le caractére
infinitésimal défint par une représentation cuspidale de M ou de G Uhypothése 1.8.1 est vérifiée

sur la composante connexe contenant 0 .

Preuve : Le seul cas a étudier est celui d’'un caractére infinitésimal correspondant & une représen-

tation cuspidale o du “Levi maximal” M . Les caractéres x ou I'induite igpro ® x se décompose

correspondent

— soit aux singularités des opérateurs d’entrelacement ; or ce sont des fonctions méromorphes et
ces singularités sont donc des points isolés dans X™ (M)/X™(G);

— soit aux x tels que o ® x soit singulier et 1a encore il ne peut s’agir que de points isolés.

Par conséquent, il existe un voisinage Vy de 6 dans O(G) tel que toute représentation 7 dans

II(G) dont le caractére infinitésimal 6, appartient & Vp \ {6} soit une induite irréductible d’une

donnée cuspidale, i.e.

T=1GMpP

avec p dans Ig,sp (M) . Solent oy ... oy les représentations cuspidales de M telles que @%Ggi soit
égal & 0 . Par propreté de I'application 5, | si @AG4«9P est proche de 0 , alors 0, est proche de I'un
des 0,, . Par suite p s’écrit o; ® x pour x dans X" (M) , car 'ensemble des orbites sous X" (M)
des caractéres infinitésimaux de représentations cuspidales de M est discret pour la topologie
quotient. De plus x (qui n’est défini que modulo le stabilisateur de o; dans X" (M) ,) peut-étre
choisi proche du caractére trivial dans X™ (M) . Par ailleurs, I'hypothése 1.8.1 est clairement

vérifiée pour les représentations de caractére infinitésimal 6 .

Lemme 1.10.2 Dans le cas p-adique, si G = GL,, , Uhypothése 1.8.2 est vérifiée.

Preuve :  Nous avons besoin d’'un résultat de classification |Zel80, Proposition 8.6| et nous allons
introduire quelques notations pour I’exposer. Soient C l’ensemble des classes d’équivalence de
représentations irréductibles cuspidales des groupes GLj pour tout k dans N et p1,...,p, des

éléments de C , nous notons

P1 X ... X Pp

I'induite de GL,,, X ... X GLy,, & GLy, 4. 4n, de p1 ® ... ® p, , si les p; sont respectivement des

représentations du groupe GL,, . Nous noterons v le caractére de GLj, défini par v(g) = | det g] ,
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ou | | est la norme standard sur F' . Nous faisons un abus de notation en ne précisant pas k ,
mais il n’y aura jamais d’ambiguité.

Nous appellerons Z-droite tout sous-ensemble IT de C de la forme
M={pe"|keZ}
et segment tout sous-ensemble A de C de la forme
A={pevf|kel0...1},

ol p est un élément fixé de C et [ un entier positif quelconque. Nous noterons S ’ensemble des
segments. Nous savons alors [Zel80, 3.1 et Proposition 2.10] que, si A est un segment de la forme

précédente, alors

px(pRV)x...x (pavh

admet un unique sous-module irréductible ; nous le notons (A) . Zelevinsky introduit O ’ensemble

des multi-ensembles finis de segments, c’est-a-dire qu'un élément a de O s’écrit
a = {Al,...,AT}

ol les A; sont des segments, mais ne sont pas nécessairement distincts. Une autre fagon de le

voir est de se donner une fonction caractéristique de a , v, . Par définition

Yo =1a, + ...+ 14, ,

et c’est donc une fonction de S dans N . Réciproquement si 1 est une fonction arbitraire de S dans
N et a support fini, elle définit un multi-ensemble. Si a et b appartiennent & O , nous noterons a+b
I’élément de O tel que 1,44 soit égal & 1, + 1y . Pour plus de détails, voir le paragraphe consacré
aux multi-ensembles dans [Zel80]. Remarquons que a donne aussi naissance a une fonction ¢, de
C dans N; ¢, est donnée par la méme formule que ), , mais en I'interprétant comme fonction
de C dans N | i.e. 14, est la fonction caractéristique de A; vu comme sous-ensemble de C et non
comme élément de S . Il faut prendre garde que deux a distincts peuvent trés bien avoir méme
Pa -

Zelevinsky introduit aussi la relation entre les segments “A; précéde A" ; voir [Zel80| pour plus
de précision. Alors, si a = {Ayq,...,A,} appartient a O et si les A; sont numérotés de telle sorte

que si 7 est inférieur & j , A; ne précéde pas A; , nous savons |Zel80, Theorem 6.1] que

(A1) x (Ag) x ... x (Ay)
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admet un unique sous-module irréductible; nous le notons (a) car il ne dépend pas de la nu-
meération choisie [Zel80, Proposition 6.4]. De plus, toute représentation irréductible de GL,, est
isomorphe a (a) pour un certain a dans O [Zel80, Theorem 6.5] .

Soit maintenant ¢ une fonction de C dans N . Si supp ¢ , le support de ¢ , est fini, nous noterons
O(p) ={a € O] ¢a =0}

et, si Il est une Z-droite de C ,
O(H) = Usupp ¢CHO(¢) .

Nous pouvons enfin énoncer

Lemme 1.10.3 [Zel80, Proposition 8.6/ Si Iy, ... 11, sont des Z-droites de C distinctes (deux

a deuzx) et si a; appartient a O(I1;) , alors
(a1 +...+ap) = (a1) X ... x (ap) .

Soit maintenant # un point de ©(G) ; il lui correspond une donnée cuspidale ou encore un multi-
ensemble a de C . Cela nous donne aussi un ensemble de Z-droites IIy, ... ,II, . Soit 7 tel que
fpi soit dans un voisinage de 6’ ; écrivons m = (b) pour un b dans O . Nous pouvons décomposer
b sous la forme

b:bl—l—...+bp,

ou chacun des b; appartient a O(II;) pour des Z-droites (II});=;.. 4 distinctes deux a deux. Nous
pouvons choisir un voisinage de 6 dans O(G) tel que les translatés de chacune des Z-droites II;
par un élément de ce voisinage aient une intersection vide. Sous cette hypothése, tout segment
A’ intervenant dans b est translaté d’un segment A | inclus dans C' .

Des lors, si b; = {A];,..., A .}, il existe des segments (A;;),_; ;. tels que
Ajj =0 ®Nij,

pour certains A; ; dans un voisinage du caractére trivial dans X" (GLy, ;) . Toujours & cause de
I'hypothése de disjonction des translatées des II; , les A; ; ne dépendent en fait que de ¢; nous

pouvons énoncer cela sous la forme : il existe A\; dans X" (GLy,,) tel que
bi=a; @M\ .
Le lemme 1.10.3 montre alors

<b> = <a1®)\1>><...><(ap®)\p>
= ({a1) ® A1) x ... x ((ap) ® Ap) .
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Bien stir, le multi-ensemble a1 + ... + a, est égal a a et donc

(a1) x ... x {ap)
est de caractére infinitésimal 6 . Le lemme est prouvé.

O

Remarque : dans le cas archimédien, la véracité de I’hypothése, pour un groupe quelconque

semble résulter de la classification de Vogan et notamment du lemme 1.5.3 .

IT Théorémes limites

II.1 Le cas co-compact

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, notons Hu(é) le dual unitaire de G , i.e.
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de G , muni de la
topologie de Fell. Soit I' un sous-groupe discret co-compact dans G . La représentation réguliére
droite pr de G dans LQ(F\é) est somme directe dénombrable de représentations unitaires 7 avec
multiplicités finies, mp(7) . La mesure

pr=vol(M\G)™ > mr(7)dz

Telly (G)
est, au facteur vol (F\é)*1 prés, la mesure associée a la décomposition spectrale de trace dans
la représentation régulicre droite de G dans L2(I\G) . En effet, soit f € C°°(G) une fonction
lisse et & support compact sur G , Vopérateur pr(f) a pour trace
r (pr(f)) =Y, mo(@) tr (7))
Fellu(G)
et donc

tr (pr(f)) = vol (\G) pr(f) -

La formule des traces de Selberg, qui est simple & prouver et a écrire dans le cas co-compact,
donne une expression “géométrique” pour cette trace. Notons {I'} un ensemble de représentants

des classes de conjugaison dans I' . Nous avons

tr (pr(f) = Y vol([,\Gy) @5(v, /)
ve{l'}
ott (7, f) est l'intégrale orbitale de f sur I'orbite de v :
balrf)= [ flaya)di.

G\G
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Toutes les sommes et intégrales sont absolument convergentes. Appliquons ce qui précéde & un
groupe G qui soit un produit :

G=GxG .
Soit f une fonction sur G' x G’ décomposée, i.e. une fonction de la forme f = ¢ ® h .

Lemme I1.1.1 Soit h dans C°(G') de type positif; alors, pour toute représentation 7 dans
I1,(G) , la série
Z mp (T ® W/)/}\L(ﬂ'/)

€L, (GY)

est convergente. Nous noterons sa somme my(mw, h) .

Preuve : Soit 7 dans II,,(G) , il existe ¢ dans C°(G) de type positif et dont la transformée de

Fourier scalaire ne s’annule par sur 7 . Nous savons que l'opérateur pr(¢ ® h) est a trace et donc

> mr(r@r)h(r') | d(x) < tr (pr(¢®h)) < oo.

7 €L, (GY)

Sous ces conditions, nous définissons une mesure borélienne positive sur II,(G) en posant

1

" eln\G)

> mr(r, h)dr

WEHu(G)
ou ¢ est la masse de Dirac. La mesure puy, est telle que

~ 1
(@) = mtf (pr(¢ @ h)) .

Définition Nous dirons qu’une suite de fonctions hy, € C°(G') tend fortement vers lindicatrice
de 1 si:
— pour tout n

hn(l) =1 y

— pour tout x € G’ distinct de 1
lim hn(z) =0,

n—oo
— 1l existe une fonction g continue et a support compact sur G' qui majore absolument tous les

éléments de la suite :

[n ()] < g() -
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Proposition I1.1.2 Soit I' un sous-groupe co-compact de G=Gxq& qui Se projette injective-
ment dans le second facteur. Soit hy, une suite de fonction de type positif, tendant fortement vers

Vindicatrice de 1 sur G' . Alors, pour toute fonction ¢ lisse et a support compact sur G, on a

lim p,, (6) = 1€ (9)

n—oQ

ou nC est la mesure de Plancherel de G.

Preuve : Les intégrales orbitales sont absolument convergentes. Le théoréme de convergence

dominée montre que si h,, tend fortement vers 'indicatrice de 1 et, si x # 1 , nous avons :

lim &g (x,hy) =0.

n—o0
Comme

D5(7, 0 @ hy) = By, 9)Par (v, hn)

la contribution de chaque classe de conjugaison non triviale tend vers 0. Par ailleurs, par hypo-
these @ (1, hy) = hp(l) = 1 . Comme toutes les expressions dans la formule des traces sont
absolument convergentes, une nouvelle application du théoréme de convergence dominée montre
qu’a la limite

Tim tr (pr(¢ ® hn)) = vol (\G) (1) .

Nous allons maintenant construire divers exemples de cette situation.

Le cadre classique
Soit G un groupe localement compact unimodulaire et soit I';, une famille de sous-groupes discrets
co-compacts de G tels que
(i). Pour tout n , I'), est normal dans I'y ,
(ii). Pour tout n, Iy, D Tpyq
(iii). L’intersection des I, est réduite a {1} .
Nous dirons qu’une telle famille de sous-groupes est une tour de sous-groupes tendant vers 1.

Soit G’ le groupe profini limite projective des quotients I',,\T' :

G =1limT,\I' .
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Nous pouvons identifier I'y & un sous-groupe dense de G’. Soit I' le sous-groupe de G=Gxq&
obtenu par le plongement diagonal de I'y dans le produit. L’adhérence de I',, dans G’ est un

sous-groupe ouvert compact H,, . La projection de F\é sur I',,\G admet pour fibres H,, ; en effet
I'\G/H, =T\(G x G'/H,) ~T,\G .

Notons h, la fonction caractéristique de H, . C’est une suite de fonctions qui tend fortement
vers l'indicatrice de 1 . La projection ci-dessus montre que, dans ce cas, les mesures pp, ne sont

autres que les mesures ur, construites dans 'introduction :

-~ ~

P, (B) = mtr (pr(¢ ® hy)) = mtr (pr,,(¢)) = pr, () -

Nous en déduisons le
Théoréme I1.1.3 Soit un groupe G localement compact et H une algébre de fonctions lisses
a support compact sur G tels que le couple (G, H) vérifie le principe de densité. Soit (I'y)neN

une tour de sous-groupes discrets co-compacts de G tendant vers 1. Alors pour tout ouvert U

relativement quasi-compact puC -régulier, la suite des mesures ur,, est telle que
(U) = u(U)

Preuve : Le théoréme résulte immédiatement de la proposition précédente et de 1.2.4 .

Le cadre adélique

Soit F' un corps de nombres et G un groupe linéaire algébrique réductif connexe défini sur F' .
Soit F,, la complétion de F' a la place v . Soit S un ensemble fini de places de F'; nous posons

Fs=[[F e AS=][ .

veS vgS

i.e. AS est le “produit restreint” des complétés en dehors de S . Nous posons
G = G(Fs) G' = G(A®) I =G(F).

Supposons que S contienne les places archimédiennes et soit H,, une famille emboitée de sous-
groupes ouverts compacts de G’ dont D'intersection est réduite a 1’élément neutre. Soit h, la
fonction caractéristique de H,, . C’est une suite de fonctions qui tend fortement vers l'indicatrice
de 1. Si de plus G est F-anisotrope, les groupes G et I' vérifient les hypothése de la proposition

ci-dessus.
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Théoréme de DGWD : le cas S-arithmétique co-compact

Théoréme I1.1.4 Soit F' un corps de nombres, S un ensemble fini de places de F' et G un groupe
linéaire algébrique réductif défini sur F . Supposons que G, satisfait [’hypothése 1.8.2 pour les
places finies v € S . Soit G le produit des groupes (G(F,) . Soient G' un groupe localement
compact et T' un sous-groupe discret co-compact de G x G’ qui se projette injectivement dans
le second facteur. Si hy, est une suite de fonctions sur G' , de type positif, qui tend fortement
vers indicatrice de 1 sur G' , alors pour tout owvert U C I1,(G) relativement quasi-compact

uS-régulier, la suite des mesures piy, est telle que

pn, (U) = p4(U)
Preuve : Le théoréme résulte immédiatement du théoréme I1.1.3 et du théoréme de densité.

O

Le théoréme I1.1.4 ci-dessus redonne les théorémes de De George Wallach et Delorme en les

généralisant au cadre S-arithmétique co-compact sous I’hypothése 1.8.2 pour les places finies.

Théoréme I1.1.5 Soit F' un corps de nombres, S un ensemble fini de places et G un groupe
linéaire algébrique réductif défini sur F . Supposons que G, satisfait [’hypothése 1.8.2 pour les
places finies v € S . Soit G = G(Fg) et soit (I'y)nen une tour de sous-groupes discrets co-
compacts de G tendant vers 1 . Alors pour tout ouvert U relativement quasi-compact u© -régulier,

la suite des mesures ur,, est telle que
pr, (U) = p(U) -

I1.2 Théorémes limites avec séries discrétes

Dans I’étude du cas non-co-compact nous nous limiterons au cadre adélique et nous reprendrons
les notation de Jim Arthur. Soit F' un corps de nombres et soit G un groupe semi-simple défini
sur F' . Soit S un ensemble fini de places contenant les places archimédiennes de F' . Quand I' C
G(Fs) n’est plus co-compact, par exemple si I' est un sous-groupe S-arithmétique d’un groupe
G isotrope, la formule des traces devient beaucoup plus compliquée; elle reste cependant assez
simple pour des fonctions f = ®f, avec en une place v un pseudo-coefficient de série discréte.
On peut, au choix, utiliser la formule des traces sous sa forme invariante ou non invariante.
La formule des traces invariante présente ’avantage de nous donner des termes spectraux trés

simples au moins dans ce cas.
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On dit qu’'une fonction sur G, est cuspidale — au sens de J. Arthur — si sa transformée de Fourier
scalaire s’annule sur les représentations de G, induites & partir d’un sous-groupe parabolique
propre. Dans la terminologie du chapitre précédent cela signifie que la forme linéaire sur le
groupe de Grothendieck associée a f, est discréte. Par exemple, un pseudo-coefficient de série
discréte (cf. 1.5.5) est toujours cuspidal. Soit S = Sy U S; U Sz un ensemble fini de place réunion

disjointe de trois sous ensembles. On posera

Gi=[[ G&F) .

vES;

On supposera Sy non vide. En rassemblant divers résultats d’Arthur, principalement |[Art88,

Theorem 7.1 (a)| on obtient 1’énoncé suivant.

Théoréme I1.2.1 Soit f = fg, ® 150 et supposons que fs, est cuspidale. Il existe un ensemble

fini S’ contenant S tel que

M| 117G -1 M G
> Wt Y. dAME NI N=) | D ads(m it a(f)
MeLCG WE{M(F)}M,S’ t WEHdiSC(G,t)
la somme en 7 porte sur un sous-ensemble (dépendant de S’ ) d’un ensemble de représentants
des classes de conjugaisons dans M(F) . Si f = fs® h® ou h¥ est la fonction caractéristique
d’un sous groupe ouvert compact fize, ’ensemble S’ peut étre choisi indépendant de fg. De plus

la distribution Ing(7y, f) se factorise en un produit de distributions indexé par les places de F' :

Iy, f) = I (7, fso) INE (Y, g

ot Ill\\,l/[(’y, %) est lintégrale orbitale Png(7y,*) sur le groupe M normalisée par un jacobien et ff\s;f

le terme constant de £ le long de M.

La sommation partielle en t est nécessaire faute de savoir que ’expression spectrale de la formule

des traces est absolument convergente. Toutefois ce fait est connu pour le spectre discret [Miil89).

Lemme I1.2.2 Soit v une place de Sy et my € la(Gy). Soit f, € H(G,) un pseudo-coefficient
pour my . Soit w € I, (Gy) une sous-représentation d’une induite ig,r,0 pour un sous-groupe de

Levi L, propre et o € I1,,(M,) qui soit Wg-singuliére, alors tr 7(f,) =0 .

Preuve :  Soit donc f, un pseudo-coefficient pour une série discréte mg et supposons que tr m(f,)
soit non nul; cela implique que le caractére infinitésimal de 7 est celui d’une série discréte. Si v
est archimédienne, un tel caractére est associé a un paramétre A régulier dans une sous algébre de

Cartan du complexifié or notre hypothése implique au contraire que ce parameétre est singulier,
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c’est une contradiction (cet argument est emprunté a la preuve de la proposition 3.2 de [Art89]).
Si v est une place finie, il existe un sous-groupe parabolique @, de G, avec sous-groupe de Levi
M, et p une représentation cuspidale de M, tels que Igfp ait la série discréte my comme sous-
quotient. Mais par ailleurs il existe un sous-groupe parabolique P, C L, avec sous-groupe de
Levi M, tels que o est un sous-quotient unitaire de I}L):? o Comme L est un sous-groupe de Levi
propre, la partie réelle du caractére central de p est singuliére. On obtient ainsi une contradiction
avec le critére de Casselman [Cas, Theorem 4.4.6] pour I'existence de série discréte comme sous

quotient d’une induite de cuspidale.

Corollaire 11.2.3 5S¢ f = fs, ® 150 qvec fs, pseudo-coefficient de série discréte; les représen-
G

tations pour lesquelles agi,.(m)tr w(f) # 0 sont des représentations du spectre discret. Dans ce

cas agsc(ﬁ) est la multiplicité de m dans le spectre discret :

ac(l;isc(ﬂ) = Maisc(T)

Preuve : D’aprés [Art88, corollaire 7.3], ces termes proviennent de la décomposition spectrale
de

DWW Y fdet(s — 1)gg [T tr (Mgiep(0)pa(s,0, f)) -

M sEW (am )reg
Si M # G le terme tr (Mgs0(0)pq(s,0, f)) est une combinaison linéaire de caractéres de sous-
représentations 7 d’induites & partir de représentations unitaires o stabilisées par un élément non
trivial s de W . Le lemme 11.2.2 montre que ces termes sont nuls. Seul M = G peut contribuer

non trivialement.
O

Puisque le spectre discret est a trace et que donc la somme qui nous reste est absolument
convergente, on peut donc, si fg, est un pseudo-coefficient de série discréete, récrire la formule du

théoréme comme suit :

STOWMwEt YT A NI Fso) I (7 fag) =t paise(f)
MeLC YE{M(F)}m,s

tr pdisc(f) = Z mcclgsc(ﬂ-) tr 7T(f)

mell, (G)
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est la trace de f dans le spectre discret de L?(G(F)\G(A)); on a noté m$_ () la multiplicité

disc

de 7 dans le spectre discret. On sait que a©(S’,1) est indépendant de S’ et que :
vol (G(F)\G(A)) =a®(5',1) .
Supposons que fg, est un pseudo-coefficient normalisé fr, pour la série discréte m :

tr Wo(fﬂo) =1.

Soit dr, le degré formel de mp , on a fr,(1) = dr, . Nous pouvons maintenant énoncer un théoréme

limite :

Théoréme 11.2.4 Sotent fr, un pseudo-coefficient normalisé de série discréte et hy, une suite de
fonction caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts au-dessus d’un ensemble fini So C S

de places, tendant fortement vers l'indicatrice de 1 . Alors
1 41 pasel fry © 6 @ by © h%) = vol (GF)\G(A))dr, 9(1)

Preuve :  Les distributions IN (7, (hy,)m) sont des combinaisons linéaires finies d’intégrales or-
bitales sur Go

CI)G'Q (7777 hn)

pour des éléments de la forme 1 ol n est un unipotent du centralisateur de v dans (G2 non

trivial si M # G. Par hypothése ces distributions tendent vers zéro si yn # 1 et donc :

lim I3 (7, (hy)m) = 0

n—o0
siy# 1ousi M # G . L’ensemble de sommation en v dans I1.2.1 étant fixe et la série étant
absolument convergente (en fait seul un ensemble fini fixe de termes peuvent étre non nuls) la

proposition s’en suit compte tenu de ce que hy,(1)h%(1) = 1.

O
Posons
, ~ 1
disc S
= t ; h, ® h”) .
uwo,hn,h5(¢) d7r0 vol (G(F)\G(A)) r pdlsc(fﬂo RP® n® )
On peut reformuler ce qui précéde comme suit.
Tim e o(6) = n¥(9) -
ot €1 est la mesure de Plancherel du groupe G . On prendra garde que les mesures ufrff; ps he

sont en général positives. En effet tr 7 (fr,) peut étre négative. Cependant, si nous supposons que
7o est une série discréte dont les pseudo-coefficients sont tels que tr 7(fr,) = 0 sauf si 7 = 7 ,
ces mesures sont positives et nous pouvons donc utiliser 1.9.5. C’est le cas des représentations

cuspidales et aussi, quoique nous n’ayons pas de référence, des séries discrétes intégrables.
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Corollaire I1.2.5 Soit h, une suite de fonction caractéristiques de sous-groupes ouverts com-
pacts au-dessus d’un ensemble fini So C S de places, tendant fortement vers lindicatrice de
1; supposons que G, vérifie 1.8.2 pour toute place finie de S1 . Soit my une série discréte dont
les pseudo-coefficients sont tels que tr w(fr,) = 0 sauf si @ = my . Alors, pour tout ouvert

U C I1,(G1), borné et régulier pour la mesure de Plancherel, on a :

lim p2% s(U) = u“H(U) .

n—oo
Trace asymptotique du spectre cuspidal

On souhaiterait formuler les mémes assertions en remplagant le spectre discret par le spectre
cuspidal. La preuve peut étre facile si le spectre discret non cuspidal quelque fois appelé le
spectre résiduel et qui provient de résidus de séries d’Eisenstein est trés simple. Par exemple, si
G = SL(2) , il n’y a que la représentation triviale et il est clair que la contribution a la trace
dans le spectre discret de la représentation triviale tend vers zéro lorsque h,, tend fortement vers
I'indicatrice de 1 : en effet l'intégrale de h, sur Gy est par la formule de Weyl une intégrale
d’intégrales orbitales, et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée. Il en est de
méme si on considére PGL(2) ou bien GL(2) avec un comportement fixé sur la partie vectorielle
du centre, comme il résulte de la formule de Poisson pour le groupe F*/(F*)? . Par ailleurs,
dans le cas, GL(2) 'ensemble {M(F')}n s du théoréme I1.2.1 peut étre choisi indépendant de
S’ car il n’y a dans GL(2) qu'une seule classe de conjugaison d’unipotents non triviaux. Enfin les
représentations non tempérées qui pourraient contribuer en présence de pseudo-coefficients sont
les représentations de dimension 1 qui ne peuvent intervenir que dans le spectre résiduel. Nous
considérons S = Sy U S1 un ensemble fini de place réunion disjointe de deux sous ensembles. On

supposera Sy non vide. On obtient le théoréme limite suivant.

Théoréme I1.2.6 Soient G = GL(2) , fr, un pseudo-coefficient de série discréte et hi une
suite de fonction caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts de G° tendant fortement

vers lindicatrice de 1 . Alors
10 1 pesy(fry © 6@ hS) = vol (GF)\G(A))dry (1)

Supposons F' totalement réel, soit Sy I’ensemble des places archimédiennes. Si la fonction ¢ est
bi-invariante en chaque place de S par le sous-groupe compact maximal naturel, elle définit, dans
le langage classique, un opérateur de Hecke. On a ainsi obtenu une expression asymptotique pour
sa trace dans les formes modulaires cuspidales, dont le poids est défini par la série discréte g |
au moyen de la mesure de Plancherel. Posons

cusp 1

o O = TGN G(A))

tr pcusp(fm) b2y ¢ ® hn) .
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Ce sont des mesures positives et on a donc, compte tenu de 1.9.5, le corollaire suivant :

Corollaire 11.2.7 Soit G = GL(2) , hy, une suite de fonction caractéristiques de sous-groupes
ouverts compacts au-dessus d’un ensemble fini So C S de places, tendant fortement vers l’indi-
catrice de 1 . Soit my une série discréte. Alors, pour tout ouvert U C I1,(G1), borné et régulier

pour la mesure de Plancherel on a :
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