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Avant-proposDans ce recueil nous proposons des exercices posés au concours d'entrée àl'École Normale Supérieure de Cachan, option mathématiques. Ils couvrentune large part de la géométrie (euclidienne, a�ne, di�érentielle, algébriqueetc.) et de l'algèbre (linéaire, multilinéaire, transcendante etc.) que l'on estamené à rencontrer dans le premier cycle des universités et des classes pré-paratoires aux grandes écoles scienti�ques. Pour chacun d'eux nous donnonsun énoncé, des indications (regroupées en �n d'ouvrage) et une solution dé-taillée. Cette solution est agrémentée de commentaires, quand il y a lieu, surles notions mises en jeu. Il est à noter que ces exercices sont absolument indé-pendants tant au niveau de leur énoncé que de leur solution (parfois au prixde � légères � redites). Il est donc possible (et fortement conseillé) de les abor-der dans un ordre arbitraire. Nous proposons également le sujet de l'écrit del'épreuve en quatre heures, commune aux ENS de la rue d'Ulm et de Cachan,donné lors de la session de 1995. Nous en donnons une solution détaillée ainsique des commentaires sur l'historique du sujet et des compléments.La deuxième épreuve orale de mathématiques, d'une durée de quaranteminutes, se déroulait sans préparation devant un jury composé de deux ma-thématiciens. Cette courte durée nous a toujours incités à ne pas trop laissererrer les candidats et à chercher le plus possible à dialoguer avec eux. Cedialogue, permettant de tester les connaissances du candidat et son sens ma-thématique, est au moins aussi important que la pure résolution du problèmeproposé. En d'autres termes, nous nous sommes plus attachés aux idées qu'àla technique. Il ne s'agit donc ni d'un livre d'exercices, ni d'un livre de cours,mais plutôt d'un manuel pour apprendre des mathématiques.Durant les quatre années où j'ai participé à ce jury, il m'a semblé quenombre de candidats sont terrorisés à l'idée de dire une bêtise. C'est sans doutenormal dans la situation d'un oral d'école d'ingénieurs où l'on demande le plussouvent de savoir utiliser le cours à bon escient et sans erreur. Néanmoinsdans le contexte des écoles normales, l'esprit a toujours été di�érent et nousavons tenté de débusquer l'attrait pour les mathématiques, la compréhensiondes phénomènes derrière des apparences de chiens savants. L'oral étant, par sanature même, une discussion, l'erreur n'y est pas si pénalisante que cela, mêmesi elle n'est pas souhaitable ! D'aucuns diraient qu'elle est naturelle (voirefondamentale) dans le processus créatif qu'est la recherche en mathématique.Bref si un candidat a une idée il est complètement normal qu'il en fasse partau jury!Précisons toutefois qu'une idée n'est pas une astuce de calcul et qu'un �otde paroles n'est pas un substitut ! En particulier, aller �à la pêche� , i.e. fairela liste des théorèmes que l'on connaît en espérant une indication du jury, n'ajamais contribué à une évaluation positive de la prestation : : :Les exercices proposés sont non standard, d'une longueur et d'une di�cultéinhabituelle. Ces petits problèmes visaient à juger les réactions et la maîtrise



VIII Avant-proposdu cours. Sur les points faciles ou fondamentaux, nous attendions de solidesconnaissances et surtout un recul et un sens critique. On peut se tromper encitant un théorème, mais la faute n'est pas pardonnable quand on ré�échit àce qui doit être vrai. Par exemple ne plus se souvenir a tempo de la formulepour le reste intégral dans la formule de Taylor ne nous a pas fait déclencherles foudres célestes, mais ne pas savoir l'interpréter, notamment pour n = 0,dénote une absence de recul face au cours qui nous a chagrinés.Le plus souvent les questions posées sont subtiles et n'appellent pas uneréponse immédiate. Il ne faut pas non plus croire que nous attendions unerésolution in extenso de l'exercice : bien comprendre la question posée, quelsproblèmes elle soulève et en commencer la résolution était déjà bien en qua-rante minutes.Par exemple la compréhension du problème est bien souvent guidée parl'étude de cas particuliers ou d'analogues plus élémentaires (un exercice dansR3 peut être d'abord résolu dans R2, un autre sur les matrices peut d'abordêtre résolu dans le cas diagonalisable etc.).Dans le même ordre d'idées, l'emploi de �gures est loin d'être inutile. Deplus, un raisonnement géométrique est parfaitement admis et, contrairementaux critères de l'épreuve écrite, constitue une démonstration s'il est bien ar-gumenté.En�n nous n'avons cessé d'être surpris que l'utilisation de l'analyse pourdes problèmes a priori algébriques déroute beaucoup de candidats.Grâce au site Web http://www.cmla.ens-cachan.fr/scopos.html, il estpossible de dialoguer avec, notamment, l'auteur de cet ouvrage qui accueilleraavec plaisir les remarques et commentaires ou suggestions. Dans le cas, parexemple, où d'autres solutions seraient proposées, elles pourront y être pu-bliées.Je tiens à remercier Jean-Michel Ghidaglia pour son énergie et sa bonnehumeur qui ont permis de renouveler la scolarité à l'ENS Cachan et d'en faireune porte ouverte sur la recherche à l'image de ses grandes s÷urs. Je tienségalement à adresser un clin d'÷il à ceux avec qui j'ai eu le plaisir de partagerla salle d'examination : Frédéric Hélein, Jean-Jacques Risler et Marc Hindry.En�n j'adresse un profond et sincère remerciement à Corinne Blondel qui abien voulu relire ce manuscrit et en éclaircir la rédaction.



Mode d'emploiCe livre est décomposé en cinq chapitres, trois consacrés aux petits problèmeset deux au problème. Pour le problème et ses compléments, il s'agit d'énoncésqui ont été e�ectivement posés pour être résolus en temps limité et seul faceà sa feuille. Ainsi le passage d'une question à l'autre est relativement naturelet les questions délicates sont préparées par des questions préliminaires.Il n'en est pas de même pour les petits problèmes qui sont nettement plusdi�ciles pour la plus grande part. Ils ont dans les faits servi de base à unediscussion entre le candidat et l'interrogateur, ce dernier fournissant volontiersdes pistes ou des indications. A�n de restituer cette situation, nous avonsregroupé au chapitre 5 quelques indications pour la résolution des 29 petitsproblèmes. Ainsi nous suggérons à ceux qui souhaitent résoudre ces exercicesde se reporter à ces indications au fur et à mesure de leur progression et dene pas faire appel immédiatement au corrigé.Les corrections sont agrémentées de commentaires. Ceux-ci assurent l'unitéde l'ouvrage en indiquant aussi les liens entre les diverses questions rencon-trées. Il est donc recommandé de refaire �à tête reposée� (ou encore au coursde révisions) les exercices et problèmes en travaillant cette fois les commen-taires, parfois à l'aide des ouvrages qui y sont cités.D'une manière générale, les questions posées ne demandent pas de longsdéveloppements calculatoires, elles privilégient l'intuition géométrique et laré�exion.
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Chapitre 1Énoncés des 29 petits problèmes�1. Égalités � méthodes algébriquesLa première préoccupation des mathématiciens a peut-être été de décrire lesphénomènes par des égalités, puis des inégalités. Les moyens pour y parveniront bien entendu évolué au cours des siècles et de l'apparition de nouvellestechniques. On s'est d'abord intéressé aux entiers et, avec les problèmes li-néaires, aux rationnels. Puis, en voulant résoudre des problèmes de degré plusélevé (pour des surfaces, des volumes ou pour répondre à des oracles) on arapidement dû sortir de ce cadre et s'autoriser des constructions géométriques(règle, compas etc.) et des opérations algébriques (radicaux, i.e. extraction deracines, etc.). Les sources de problèmes, quant à elles, sont restées diverses,des nombres entiers aux polynômes ou aux matrices.En premier exemple nous donnons une équation diophantienne (Diophanted'Alexandrie, IIIe siècle?). Si l'on sait résoudre complètement les équations(ou systèmes d'équations) du premier degré en nombres entiers, grâce à l'al-gorithme d'Euclide (IIIe siècle avant notre ère) amélioré par Bézout (XVIIIesiècle), il n'en est pas de même, et de loin, pour les équations de degré supé-rieur. Pythagore (VIe siècle avant notre ère) connaissait bien les solutions dex2+y2 = z2, mais ce genre de résolutions restent rares encore de nos jours. Etles techniques mises en place évoluent bien loin des nombres entiers. La pre-mière généralisation de l'anneau des entiers est donnée par les anneaux danslesquels on a encore une division euclidienne (commeR[X]). On trouvera dansle premier exercice un autre exemple permettant de s'attaquer à l'équationx3 = y2 + 2.Dans le domaine des équations en nombres réels (ou complexes), on a long-temps cherché à résoudre les équations polynomiales par des formules (ens'autorisant uniquement les quatre opérations élémentaires et la prise de ra-dicaux). Si l'équation du deuxième degré est facilement résolue, il n'en estpas de même pour les équations de degré supérieur. C'est Gerolamo Cardano(XVIe siècle) qui donne une solution pour le degré trois dans son Artis magnæsive de regulis algebraicis. Comme on le comprendra plus tard, il est obligéde sortir du champ réel même (et surtout) pour résoudre les équations à co-e�cients réels et trois racines réelles. Puis c'est son disciple, Ludivico Ferrari(XVIe siècle également) qui obtient la solution du degré quatre. Nous donnonsune solution utilisant les coniques. Cette élégante solution a le grand avan-tage qu'une fois l'idée comprise la technique de mise en ÷uvre est élémentaire,contrairement aux calculs sur les groupes que demande la théorie de Galois.C'est en e�et Évariste Galois (mort à 20 ans en 1832) qui a donné une inter-prétation générale de la résolubilité par radicaux en termes de groupes. Il aainsi démontré que les équations de degré au moins cinq ne sont pas, en toute



2 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesgénéralité, résolubles par radicaux. Sa théorie est un outil fondamental pourla théorie des extensions de corps (i.e. des corps en contenant un autre). Ondonne ici un problème élémentaire illustrant un concept de cette théorie : celuide polynôme minimal d'un nombre algébrique. La théorie des corps s'intéresseà d'autres corps que les corps de nombres, comme les corps de fonctions. On yretrouve la plupart des résultats obtenus dans le cadre des corps de nombres.On ne développera pas cet aspect ici (car il est assez ardu) mais on donnera,en clin d'÷il, la démonstration de la conjecture �a, b, c� dans le cas des po-lynômes à coe�cients complexes (approche qui se généralise au cas des corpsde fonctions). Cette conjecture n'est pas, à l'heure actuelle, résolue et a denombreuses rami�cations. Elle entraîne en particulier le grand théorème deFermat (qui a été démontré par Andrew Wiles en 1993). On terminera ce tourd'horizon des équations algébriques par une équation matricielle : comme dansZla di�culté est que Mn(C ) n'est pas un corps, mais cette fois-ci on se trouveen sus dans un anneau non intègre, i.e. le produit de deux matrices non nullespeut très bien être nul, et ceci complique singulièrement l'analyse.Exercice 1Une équation diophantienne cubiqueOn note Z[ip2] l'ensemble des nombres complexes z pouvant s'écrirez = a+ ibp2avec a et b entiers relatifs.
1. Montrer que pour tout couple (x; y) de complexes de Z[ip2] avec y nonnul, il existe un couple (q; r) de complexes de Z[ip2] tel que x = qy + r etjrj < jyj.2. On dit qu'un complexe x de Z[ip2], distinct de 0, 1 et �1, est indécompo-sable (dans Z[ip2]) s'il est impossible de le décomposer en produit de deuxcomplexes y, z de Z[ip2] sans que y = �1 ou z = �1 (c'est l'analogue de lanotion de nombres premiers dansZ). Montrer que tout complexe x deZ[ip2],



�1. Égalités � méthodes algébriques 3distinct de 0, 1 et �1, s'écrit de façon unique (à l'ordre et au signe des facteursprès) x = � Y1�i�npkiiavec n un entier naturel non nul, pi des complexes deZ[ip2] indécomposables(distincts deux à deux) et ki des entiers naturels non nuls.3. Trouver tous les entiers relatifs x et y tels que y2 + 2 = x3.Exercice 2Résolution des équations de degré 41. On se donne une conique C de R2 grâce à une équation cartésienne a11x2+a22y2 + a33 + 2a12xy + 2a13x + 2a23y = 0. On suppose que C possède unein�nité de points. À quelle condition sur les coe�cients (aij)1�i;j�3 la coniqueC est-elle dégénérée (i.e. C contient une droite)?2. On se donne deux coniques C0 et C1 dé�nies respectivement par des équa-tions cartésiennes Q0(x; y) = 0 et Q1(x; y) = 0 (avec Q0; Q1 2 R2[X;Y ]).Pour t réel, on note Ct la conique du plan dé�nie par l'équation cartésienneQt(x; y) = 0 où Qt = tQ1 + (1� t)Q0. Montrer que l'ensemble des réels t telsque Ct est dégénérée est formé des solutions d'une équation de degré au plus3.3. En déduire que l'on peut résoudre une équation de degré 4 à coe�cientscomplexes en résolvant des équations de degré (strictement) inférieur. (Onremarquera ou on admettra que le résultat de la question précédente est encorevalide sur C .) Exercice 3Théorie de Galois élémentaireSoit P un polynôme à coe�cients entiers (relatifs) et de terme constant impair.Montrer que pour toute racine réelle � de P , on alog(j�j)= log(2) 62 Q�+ ;autrement dit j�j n'est pas une puissance rationnelle positive de 2.



4 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesExercice 4Théorème de Fermat pour les polynômes1. Soit A, B et C des polynômes à coe�cients complexes premiers entre euxdans leur ensemble et véri�ant C = A + B. Montrer que le nombre total deracines (comptées sans multiplicités) de A, B et C (c'est-à-dire le cardinalde fz 2 C j A(z)B(z)C(z) = 0g) est strictement supérieur au plus grand desdegrés de ces trois polynômes.2. En déduire que si n est un entier naturel supérieur ou égal à 3, il n'existe au-cun triplet de polynômes A, B et C de C [X] non proportionnels et satisfaisantà An + Bn = Cn. Exercice 5Une équation matricielleSoit A une matrice carrée d'ordre n à coe�cients complexes. Trouver toutesles matrices X de Mn(C ) telles que X2 = A. (On commencera par les petitesdimensions.)



�2. Égalités � méthodes transcendantes 5�2. Égalités � méthodes transcendantesDans une même veine on étudie des équations de nature transcendante. Lepremier exemple est la transcendance de e (démontrée par Charles Hermite en1873). C'est un des premiers exemples de nombre transcendant et aussi un ré-sultat crucial dans la démonstration de la transcendance de � (par Ferdinandvon Lindemann en 1882), ce dernier fait prouvant, du même coup, l'impossi-bilité de la �quadrature du cercle� . L'introduction du corps des réels (et decelui des complexes) est liée à ces problèmes et n'a été rendue rigoureuse quepar Karl Weierstraÿ (deuxième moitié du XIXe siècle). Ce n'est pas la seulefaçon de � compléter� le corps des rationnels. On donne un aperçu du corpsdes nombres p-adiques et de quelques-unes de ses nombreuses di�érences avecR.Dans un autre registre on donne un résultat provenant en fait de la géo-métrie di�érentielle (une courbe fermée admet au moins quatre points où sestangentes sont parallèles aux axes) que l'on a traduit en termes de séries deFourier. On constatera que ce n'est en fait pas loin d'être un résultat d'algèbrelinéaire sur l'indépendance des fonctions ekx pour k variant.On termine ce paragraphe d'équations par une inégalité : l'inégalité clas-sique entre moyennes arithmétique et géométrique. Cette inégalité peut sedémontrer de mille et une façons, la plus puissante étant certainement celleutilisant les inégalités de convexité a�n de montrer que les moyennes d'ordre rsont ordonnées de façon croissante. On utilise ici une autre méthode, à l'aidede fractions rationnelles, qui permet de montrer l'inégalité entre moyennespondérées. Exercice 6Transcendance de e1. Soit P un polynôme à coe�cients entiers. Montrer que, pour tout entier nsupérieur à 2, I = Z +10 e�x xn�1(n� 1)!P (x)dxest un entier et le calculer modulo n.2. En considérant  lXk=0akek!Z 10 e�x xn�1(n� 1)!P (x)dxavec P (X) = ((x� 1)(x� 2) : : : (x� l))n, montrer que e n'est racine d'aucunpolynôme à coe�cients entiers.



6 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesExercice 7Racines carrées de �1 dans QpSoit p un nombre premier, on va dé�nir la valuation p-adique d'un nombrerationnel. Si n est un entier naturel non nul, on note vp(n) l'exposant de pdans sa décomposition en facteurs premiers ; autrement dit vp(n) = maxfk 2N j pkjng. Si n est un entier relatif non nul, on pose vp(n) = vp(jnj).1. Soit r un nombre rationnel non nul et q1, q2 deux entiers relatifs tels quer = q1=q2. Montrer que vp(q1) � vp(q2) ne dépend que de r. On notera cettequantité vp(r).2. Soit r un nombre rationnel. Si r = 0 on pose Np(r) = 0 et sinon Np(r) =p�vp(r). Montrer que Np est une valeur absolue sur Q, c'est-à-dire que, pourtout triplet de rationnels (r; r1; r2)1. Np(r) = 0, r = 02. Np(r1r2) = Np(r1)Np(r2)3. Np(r1 + r2) � Np(r1) + Np(r2).3. Montrer que la suite (an)n�1 dé�nie par an = 33 : : :3 (n fois) en base 10est une suite de Cauchy pour N5, i.e.8� 2 R�+ 9N 2 N 8(n;m) 2 N2 (n � N et m � N )) N5(an � am) � � :4. Cette suite converge-t-elle pour N5? C'est-à-dire existe-t-il un rationnel rtel que 8� 2 R�+ 9N 2 N 8n 2 N n � N ) N5(an � r) � � :5. À quelle condition sur p peut-on trouver une suite de rationnels (an)n�1telle que a2n tende vers �1 pour Np? C'est-à-dire8� 2 R�+ 9N 2 N 8n 2 N n � N ) Np(a2n + 1) � � :6. Q est-il complet pour Np ? C'est-à-dire � est-ce que toute suite de Cauchypour Np converge pour Np vers un rationnel?� .



�2. Égalités � méthodes transcendantes 7Exercice 8Zéros de certaines séries de FourierSoit n un entier naturel non nul et f une fonction continue et de classe C1par morceaux sur R et 2�-périodique. On suppose que le développement ensérie de Fourier de f est de la formef(x) = Xk�n(ak cos(kx) + bk sin(kx)) :Montrer que f s'annule au moins 2n fois sur tout intervalle de longueur 2�.Exercice 9Sur l'inégalité arithmético-géométriqueSoit (pi)1�i�n des réels positifs de somme 1 et (xi)1�i�n des réels strictementpositifs. On dé�nit les moyennes arithmétique A et géométrique G pondéréespar les formules A =Pni=1 pixi et G = Qni=1 xpii .1. Calculer I(x; a) = Z +10 udu(1 + u)(x+ au)2pour x et a réels strictement positifs. En déduire quelog�AG� = nXi=1 pi(xi �A)2I(xi; A)et donc que A � G ; décrire les cas d'égalité.2. On suppose que tous les xi sont inférieurs à 1=2 et on dé�nit yi = 1 � xiainsi que A0 et G0 les moyennes arithmétique et géométrique (pondérées parles pi) des yi. Montrer que A=G � A0=G0 et décrire les cas d'égalité.



8 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmes�3. Invariants et autres caractérisationsL'égalité entre deux quantités est rarement obtenue par des calculs (fussent-ilsélégants). Et si elle l'est, elle le reste rarement tant le besoin est grand de réin-terpréter le résultat a�n d'en obtenir une réelle compréhension et/ou intuition.Pour cela on aime à caractériser les objets par des propriétés ou des invariants(comme la trace d'une matrice, l'angle d'une rotation plane etc.). L'unicitéd'un tel objet permet alors de conclure aux identités souhaitées. Dans cettedirection on trouve rapidement la notion de dimension. On présente ici uneétude de la dimension �fractale� qui permet de donner un sens à la dimensiond'un ensemble (compact) de Rn autre que celle de l'espace ambiant. Commeon le sait cette dimension n'a plus aucune raison d'être entière. On la nommedimension de Hausdor� (du nom de Félix Hausdor�, début du XXe siècle).Dans une autre direction on a aussi la dimension des ensembles algébriques(ensembles dé�nis par des équations polynomiales) ou semi-algébriques (en-sembles dé�nis par des inéquations polynomiales). On donne ici un premierrésultat dans cette théorie.Mais il existe bien d'autres invariants caractéristiques et on peut par exem-ple associer à un plan de R4 une matrice antisymétrique (ce sont les coordon-nées introduites par Julius Plücker au XIXe siècle). On caractérisera aussiles carrés parmi les polygones ayant des sommets à coordonnées entières oules �gures formées de triangles qui sont pavables par des losanges. Pour celaJohn Conway a introduit, dans les années 80, une notion de hauteur liée àl'interprétation d'une �gure plane comme la projection d'une autre �gure dansl'espace.En�n on conclut ce paragraphe par le porisme de Steiner (énoncé par JakobSteiner au XIXe siècle). Un porisme est un résultat qui est indépendant d'unedes données du problème. On en trouvera deux dans ce recueil, celui de Steineret celui de Poncelet. Ils se ressemblent beaucoup mais le second est bien plusdi�cile et fait l'objet à lui seul du problème d'écrit. Un porisme a l'intérêt depermettre d'e�ectuer un calcul en choisissant les données de façon judicieuse,a�n de les simpli�er, puisque le résultat en est indépendant.Exercice 10Dimension de Hausdor� d'un compact de RnSoit K un compact de Rn (muni de la topologie induite par une normequelconque). On note U(K) l'ensemble des recouvrements �nis de K par desboules, c'est-à-dire l'ensemble des familles U de parties de Rn telles que U =(B(xi; ri))i2I avec K � [i2IB(xi; ri) où I est un ensemble �ni et où B(x; r)désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r (un réel strictement positif).Pour un tel U , on note r(U ) = maxi2I ri et, pour tout réel d, on note f(d; U ) =Pi2I rdi .



�3. Invariants et autres caractérisations 91. Étudier la fonction gK : d 7! lim�!0 infff(d; U ) = U 2 U(K) et r(U ) � �g.On s'intéressera notamment au sens de variation, aux zéros et aux valeursin�nies de gK .2. On garde n quelconque. Préciser gK quand K est un carré, un segment,l'ensemble de Cantor (i.e. l'ensemble des points dont toutes les coordonnéessont nulles exceptée peut-être la première qui est de la formeP1j=1 aj3�j avecaj 2 f0; 2g). Exercice 11Ensembles semi-algébriquesSoit E la partie de R3 formée des points dont les coordonnées dans la basecanonique sont toutes positives, i.e. x > 0, y > 0 et z > 0. Montrer qu'il estimpossible de trouver deux polynômes P et Q dans R[X;Y; Z] de telle sorteque E soit exactement l'ensemble des points où P et Q sont simultanémentpositifs ; autrement dit de telle sorte que E = f(x; y; z) 2 R3 = P (x; y; z) >0 et Q(x; y; z) > 0g. Exercice 12Coordonnées de Plücker des plans de R4Soit E un plan de R4. À toute base b = (u; v) de E, que l'on peut voir commeune matrice à 4 lignes et 2 colonnes, on associe la matrice carrée A(E;b)d'ordre 4 dont le coe�cient d'indice (i; j) est le mineur correspondant dans lamatrice (u; v) ; i.e. si u = (ui)1�i�4 et v = (vi)1�i�4, alorsai;j = ���� ui viuj vj ���� :1. Montrer que A(E; b) n'est pas nulle.2. Si b et b0 sont deux bases de E, montrer que A(E; b) et A(E; b0) di�èrentd'un scalaire que l'on explicitera.3. Montrer que si A(E; b) = A(F ; b0) alors E = F .4. Montrer qu'une matrice est de la forme A(E; b) si et seulement si elle estantisymétrique, de déterminant nul mais non nulle.



10 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesExercice 13Polygones à sommets entiersOn se place dans le plan euclidien habituel rapporté à un repère orthonorméet on dit qu'un point est entier si ses coordonnées sont toutes les deux entières.On se donne un polygone régulier (convexe) à n côtés (avec n � 3) et on noteses sommetsA1; A2; : : : ; An. On suppose que trois au moins des sommets sontentiers et que deux parmi ces trois sommets sont consécutifs.
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7Montrer que n = 4, i.e. que le polygone est un carré.Exercice 14Pavages par des losangesOn se place dans le plan R2 euclidien et on considère le pavage naturel pardes triangles équilatéraux, c'est-à-dire celui dont les sommets sont les pointsM (a; b) = a(1; 0) + b(1=2;p3=2) pour a et b entiers relatifs. On note T l'en-semble de ces points et on considère � un contour fermé dessiné sur ce pavage ;autrement dit une ligne brisée fermée dont chaque arête est de longueur 1 etjoint deux points de T . Il revient encore au même de se donner une suite depoints (Mi)0�i�n de T avec d(Mi;Mi+1) = 1 et Mn = M0. (On la supposesimple, i.e. à part Mn = M0 tous les points sont distincts deux à deux.)
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�3. Invariants et autres caractérisations 11On se demande si ce contour est pavable par des losanges. Plus formellementon considère l'intérieur du contour (que nous dé�nissons pour les besoins del'exercice comme l'adhérence de la composante connexe bornée du plan privédu contour) et on veut savoir s'il est réunion de losanges chacun étant laréunion de deux triangles équilatéraux adjacents du pavage de départ, de tellesorte que les intérieurs de ces losanges soient disjoints.1. Dessiner trois losanges élémentaires ayant un sommet commun et inter-préter ce dessin comme la projection d'un cube. On note (e1; e2; e3) la basecanonique de R3 ; écrire la projection p de R3 dans R2 qui envoie Z3 dans Tde telle sorte que l'image du trièdre canonique soit un losange élémentaire desommet O.2. On note f la forme linéaire qui vaut 1 sur chacun des ei. Soit M et N deuxpoints de T ,  une ligne brisée dessinée dans le �plan des triangles� qui jointMà N et A un point deZ3 tel que p(A) = M . On peut voir  comme une suite depoints (Ni)0�i�k de T avec N0 = M ,Nk = N et d(Ni; Ni+1) = 1. Montrer quel'on peut dé�nir de façon unique des points (Ai)1�i�k de Z3 tels que A0 = A,p(Ai) = Ni et d(Ai; Ai+1) = 1 et que la quantité d(M;N ) = f(A0Ak) nedépend pas du choix de A. Cette quantité dépend-elle de  ? On dira que �monte toujours� si f(AiAi+1) = 1 pour tout i.3. On �xe une origineM0 de � ainsi qu'une image réciproque A0 deM0 par p.Par le procédé précédent, on relève � en une ligne brisée � deZ3. Il faut noterqu'on considère en fait � comme une ligne brisée avec une origine M0 et unsens de parcours. Quant à la ligne brisée qui relève �, disons � = (Ai)0�i�n,on n'a pas nécessairement A0 = An i.e. elle n'est pas nécessairement fermée !On dé�nit maintenant �(Mi;Mj) = d�(M0;Mj)� d�(M0;Mi). Montrer que� est pavable par des losanges si et seulement si � est fermée (i.e. An =A0) et, pour tout couple (Mi;Mj) de points de � et tout chemin , tracé àl'intérieur de �, joignantMi àMj et qui �monte toujours� , on a �(Mi;Mj) �d(Mi;Mj). Exercice 15Porisme de SteinerOn se place dans le plan P = R2 muni de sa structure euclidienne habituelle.On appelle cercle-droite une partie du plan qui est soit un cercle, soit unedroite.1. Donner la forme générale de l'équation d'un cercle-droite.2. Soit C un cercle de centre A et de rayon k. On considère l'inversion parrapport à C, c'est-à-dire l'application �C de P n fAg dans lui-même qui à unpoint M associe l'unique point M 0 tel que A, M et M 0 sont alignés etAM:AM 0 = k2 :



12 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesOn convient de rajouter au plan un point1 qui appartient à toutes les droiteset on pose �C(A) =1 et �C(1) = A. Montrer que �C conserve l'ensemble descercles-droites.3.Montrer qu'étant donné deux cercles non sécants C1 et C2, il existe toujoursun cercle C tel que �C(C1) et �C(C2) soient des cercles concentriques.4. Soit maintenant C et C 0 deux cercles tels que C0 soit intérieur à C. Onconstruit une chaîne de cercles de la façon suivante : C1 est un cercle tangentintérieurement à C et extérieurement à C0 ; C2 est l'un des deux cercles tan-gents simultanément aux trois cercles C1, C 0 et C (extérieurement aux deuxpremiers et intérieurement au dernier) ; Cn+1, pour n � 1, est l'unique cercletangent aux trois cercles Cn, C et C0 qui est distinct de Cn�1. On dit que lachaîne se referme (ou est périodique) s'il existe un entier k supérieur à 2 telque Ck = C1. Montrer que la chaîne se referme indépendamment du choix deC1 (et de C2) et que, dans ce cas, sa période est toujours la même.
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�4. Problèmes de densité 13�4. Problèmes de densitéUn autre problème se pose quand on a construit un objet, c'est de savoir sion peut en comprendre certaines propriétés grâce à des renseignements surdes sous-ensembles mieux connus, par exemple par densité. Ce concept est,on le sait, fondamental pour la construction de la transformation de Fourier.On en donne ici quatre illustrations chacune dans une direction di�érente. Lepremier problème caractérise les sphères ayant un ensemble dense de pointsà coordonnées rationnelles. Le deuxième porte aussi sur la densité des ration-nels, mais cette fois-ci on se demande si on peut approcher un point de Qndiagonalement par un rationnel à condition (évidemment) de dé�nir une dis-tance sur Qn qui découple bien toutes les coordonnées. On utilisera pour celaune distance obtenue à partir des distances p-adiques.Dans le troisième problème on étudie les polynômes à coe�cients entiers ausein des fonctions continues (sur un intervalle compact). Le problème reposesurtout sur la nature des coe�cients plus que sur les polynômes puisqu'onadmettra le théorème de Weierstraÿ-Stone donnant la densité des polynômesà coe�cients réels. En�n on terminera par la densité des nombres premiersdans une suite arithmétique. Ce problème a été résolu par Gustav Lejeune-Dirichlet (au XIXe siècle) dans toute sa généralité. On n'en donne ici qu'uncas particulier plus élémentaire (ce qui ne veut pas dire facile !).Exercice 16Densité des points rationnels d'une sphèreSoit n un entier naturel non nul,Qn la sphère deR3 dé�nie par x2+y2+z2 = net Rn l'ensemble de ses points rationnels. Autrement dit Rn = f(x; y; z) 2Q3 = x2 + y2 + z2 = ng. À quelle condition sur n, Rn est-il dense dans Qn(pour la topologie usuelle de R3)?Exercice 17Principe d'approximation forteSoit p un nombre premier, on va dé�nir la valuation p-adique d'un nombrerationnel. Si n est un entier naturel non nul, on note vp(n) l'exposant de pdans sa décomposition en facteurs premiers ; autrement dit vp(n) = maxfk 2N j pkjng. Si n est un entier relatif non nul, on pose vp(n) = vp(jnj).1. Soit r un nombre rationnel non nul et q1, q2 deux entiers relatifs tels quer = q1=q2. Montrer que vp(q1) � vp(q2) ne dépend que de r. On notera cettequantité vp(r).



14 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmes2. Pour r1 et r2 deux rationnels, on pose dp(r1; r2) = 0 si r1 = r2 et dp(r1; r2) =p�vp(r1�r2) sinon. Montrer que dp est une distance, c'est-à-dire que pour touttriplet de rationnels (r1; r2; r3)1. dp(r1; r2) = 0, r1 = r22. dp(r1; r2) = dp(r2; r1)3. dp(r1; r3) � dp(r1; r2) + dp(r2; r3).3. Pour r rationnel, on pose Np(r) = dp(r; 0). Montrer que pour tout triplet(r; r1; r2) de rationnels on adp(rr1; rr2) = Np(r)dp(r1; r2) :4. On se donne des nombres premiers distincts deux à deux p1; p2; : : : ; pn.Soit x = (x0; x1; : : : ; xn) et y = (y0; y1; : : : ; yn) deux éléments de Qn+1, onpose d(x; y) = jx0 � y0j+ nXi=1 dpi(xi; yi) :En�n on note � l'application diagonale de Q dans Qn+1, i.e.�(r) = (r; r; : : : ; r) :Montrer que �(Q) est dense dans Qn+1 pour d, c'est-à-dire que8x 2 Qn+1 8� 2 R�+ 9r 2 Q d(�(r); x) � � :Exercice 18Autour du théorème de Weierstraÿ-StoneSoit I un intervalle compact de R; on sait que l'ensemble des fonctions po-lynomiales sur I est dense dans C0(I;R), l'espace des fonctions continues surI à valeurs réelles, pour la norme de la convergence uniforme. Qu'en est-il del'ensemble des fonctions polynomiales sur I à coe�cients entiers?Exercice 19Autour du théorème de DirichletSoit P 2Z[X] (c'est-à-dire un polynôme à coe�cients entiers) ; on dit qu'unnombre premier p est un diviseur de P si9n 2 N P (n) 6= 0 et P (n) � 0 [p] :



�4. Problèmes de densité 151. Montrer que tout polynôme non constant admet une in�nité de diviseurs.2. Si n est un entier naturel non nul, on dit qu'un nombre complexe z est uneracine primitive neme de l'unité si n = minfk 2 N� j zk = 1g. On pose�n(X) = Yz racine primitive neme de l'unité(X � z) :Montrer que �n est un polynôme à coe�cients entiers (relatifs).3. On se donne p un nombre premier, m un entier naturel non multiple de pet a un entier naturel tel que �m(a) � 0 [p] ; montrer que p ne divise pas a etque m est le plus petit entier naturel non nul tel que am � 1 [p].4. Que dire des nombres premiers p appartenant à la progression arithmétiquede raison m et de base 1 (i.e. p � 1 [m])?



16 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmes�5. Géométrie du �continu�La géométrie pose encore bien d'autres questions dont certaines utilisent lanature � continue � des objets et des grandeurs. On rassemble ici quelquesrésultats de géométrie di�érentielle. Le premier pourrait n'être envisagé quecomme un résultat d'analyse réelle classique, mais on peut aussi le voir commeun problème de contact entre courbes. Le deuxième est du ressort de la géomé-trie algébrique réelle. L'utilité des polynômes hyperboliques (i.e. ayant toutesleurs racines réelles) est grande comme on le voit à travers les exemples clas-siques : polynômes solutions d'une équation di�érentielle particulière et for-mant une base orthonormée comme les polynômes de Tchebychev, d'Hermiteetc. ou les suites de Sturm qui interviennent dans le problème de la localisa-tion des valeurs propres d'une matrice symétrique réelle (i.e. des racines deson polynôme caractéristique) due à Givens et Householder etc. On donne iciquelques propriétés de stabilité de ces polynômes.Le troisième problème traite d'un fameux théorème de Bernstein, à savoirque les surfaces de R3 de la forme z = g(x; y) de courbure moyenne nulle sontdes plans. Ce résultat se ramène à trouver les fonctions f de R2 dans R dehessienne constante égale à 1. On termine par le théorème du point �xe deBrouwer qui, comme tous les théorèmes de point �xe, joue un rôle essentiel,notamment en géométrie di�érentielle.Exercice 20Racines carrées continûment di�érentiablesSoit f une fonction de classe C2 sur R et à valeurs positives. À quelle(s)condition(s) g = pf est-elle de classe C1 sur R?Exercice 21Polynômes hyperboliquesSoit P et Q deux polynômes à coe�cients réels et hyperboliques, c'est-à-direscindés. On écrit Q sous sa forme canonique Q(X) =Pni=0 aiXi avec n 2 N,(ai)0�i�n 2 Rn+1 et an 6= 0.1.Montrer que le polynômeR dé�ni parR(X) =Pni=0 aiP (i) est hyperbolique(P (i) désigne la dérivée ieme de P ).2. On suppose de plus que P n'a aucun zéro dans l'intervalle [0 ;n]. Mon-trer alors que le polynôme R dé�ni par R(X) = Pni=0 aiP (i)Xi est encorehyperbolique.



�5. Géométrie du � continu � 17Exercice 22Sur les surfaces minimalesSoit f une application indé�niment dérivable sur R2 et à valeurs réelles. Onnote @ki1:::ikf sa dérivée partielle de degré k par rapport aux variables xi1 , : : : ,xik (les ij sont des entiers valant 1 ou 2 et on a noté (x1; x2) les vecteurs deR2). On pose r = @211f , s = @212f = @221f , t = @222f et h = rt� s2. On supposeque h est identiquement égal à 1 sur R2 et on désire montrer qu'alors f estun polynôme en deux variables de degré au plus 2. Soit H la hessienne de f ,i.e. la matrice symétrique réelleH = � r ss t � :1. Se ramener au cas où H est dé�nie positive.2. Soit g le gradient de f , i.e. g est la fonction de R2 dans lui-même qui à xassocie g(x) = (@1f(x); @2f(x)) ; montrer que8(x; y) 2 R2�R2 (x� y):(g(x) � g(y)) � 0 :3. En déduire que Id + g est un di�éomorphisme de R2.4. On pose S = (Id � H)(Id + H)�1. Montrer que S est symétrique et estbornée (i.e. que ses coe�cients, qui sont des fonctions de R2 dans R, sont tousbornés).5. Calculer la trace de S.6.Montrer que la di�érentielle de (Id�g)�(Id+g)�1 est égale à S�(Id+g)�1.7. On admettra que, si  = ( x;  y) est une fonction de classe C1 de R2 danslui-même telle que @1 y = @2 x, alors il existe une fonction de classe C2 deR2 dans lui-même dont  est le gradient. Montrer qu'il existe � indé�nimentdérivable de R2 dans lui-même et de laplacien identiquement nul de telle sorteque (Id� g) � (Id+ g)�1 soit le gradient de �.8. On admettra le théorème de Liouville : une fonction de laplacien nul etbornée est forcément constante. En déduire que S est constante et conclure.



18 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesExercice 23Le théorème de Brouwer en dimension 2Dans le plan euclidien, on se donne � un triangle équilatéral de sommets A1,A2 et A3, c'est-à-dire l'enveloppe convexe de ces trois points, supposés a�ne-ment indépendants. Soit maintenant f une application de � dans lui-mêmesupposée sans point �xe. Si P est un point de � on note (x1(P ); x2(P ); x3(P ))ses coordonnées barycentriques normalisées par rapport aux points Ai ; autre-ment dit P =P3i=1 xi(P )Ai avec P3i=1 xi(P ) = 1.1. Soit Ui = fP 2 � = xi(P ) > xi(f(P ))g. Montrer que � = [3i=1Ui.2. Soit n un entier naturel supérieur à 2. On découpe � en n2 petits triangleséquilatéraux égaux (�ni )1�i�n2 :
A

A

A2 3

1

et on colorie chacun des sommets de ces triangles de la façon suivante : A1est noir, A2 est rouge, A3 est blanc et si A appartient à Ui pour un certain i,on colorie A comme Ai (si A appartient à plusieurs Ui on choisit la couleurau hasard parmi celles de ces Ai). Montrer que si A appartient au segment[AiAj ] il est de la même couleur que Ai ou que Aj .3. On note C l'ensemble des côtés des triangles (�ni )1�i�n2. Montrer que Ccontient un nombre impair de côtés inclus dans un des côtés de (A1; A2; A3)dont les sommets soient l'un de couleur noire et l'autre de couleur rouge.4. En déduire qu'il existe au moins un triangle �ni dont les trois sommets sontde couleurs di�érentes.5. En déduire que toute fonction continue de � dans lui-même admet un point�xe, puis que le résultat reste valable si l'on remplace � par un disque.



�6. Algèbre linéaire, quadratique ou multilinéaire 19�6. Algèbre linéaire, quadratique ou multilinéaireOn termine ce panorama par des problèmes d'algèbre linéaire et multilinéaire.Le premier problème permet de calculer le déterminant de matrices hermi-tiennes par la méthode de Householder, méthode extrêmement rapide. Dansle même genre de problématique, on étudie les classiques déterminants deVandermonde mais en s'autorisant des sauts dans les exposants. L'analyse sefait en étudiant le nombre de racines d'un polynôme non pas en fonction deson degré mais de son nombre de monômes non nuls. Cette subtilité ne permetpas de calculer explicitement le déterminant mais juste de donner son signe.Mais le calcul de déterminants n'a pas qu'un intérêt pratique, on s'en sertaussi dans un cadre théorique. On donne ici une caractérisation des fractionsrationnelles au sein des séries formelles par la nullité de certains déterminantsformés avec leurs coe�cients. Cette caractérisation a été exploitée par BernardDwork pour démontrer la rationnalité de la fonction �. Toujours dans le do-maine linéaire on donne le classique théorème de Banach-Steinhaus mais avecune démonstration directe peu connue, tirée de Félix Hausdor� et n'utilisantpas le lemme de Baire. On termine par des applications en dehors du cadrestrict de l'algèbre linéaire. La première est la détermination des caractères del'algèbre des fonctions continues sur un compact (à valeurs réelles) : il s'agitd'applications linéaires multiplicatives. La seconde est la mise en évidence dela notion de faisceau linéaire de coniques et de droites (i.e. les coniques pas-sant par quatre points donnés ou les droites passant par un point donné) a�nde démontrer un théorème de géométrie : le théorème de Pascal.Exercice 24Matrices de HouseholderSoit M une matrice hermitienne d'ordre n (n � 2), c'est-à-dire une matrice àcoe�cients complexes telle que tM = M . On note d'une façon générale X� lamatrice tX .1. On décompose M en blocsM = � d V �V N �avec d 2 R, V 2Mn�1;1(C ) et N hermitienne d'ordre n � 1. Montrer que Mest dé�nie positive si et seulement si d > 0 et dN � V V � est dé�nie positive.Rappel : on dit qu'une matrice hermitienne M est dé�nie positive si, pourtout vecteur x non nul de Cn (vu comme vecteur colonne), on aX�MX > 0 :



20 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmes2. On dé�nit une suite de matrices (Mk)1�k�n par récurrence en posantM1 = M et, si Mk se décompose en blocs comme précédemment avec dk 2 R,Vk 2Mn�k;1(C ) et Nk hermitienne d'ordre n�k, alorsMk+1 = dkNk�VkV �k .Montrer que M est dé�nie positive si et seulement si tous les dk sont stricte-ment positifs (pour 1 � k � n).3. Pour n supérieur à 3, montrer que, si tous les dk sont non nuls (pour1 � k � n), alors det(M ) = dndn�21 dn�32 : : :dn�2 :Exercice 25Déterminants de Vandermonde lacunaires1. Soit P 2 R[X] un polynôme de degré arbitraire mais ayant exactement kmonômes non nuls. Montrer le lemme de Descartes : P admet au plus k � 1racines strictement positives. Qu'en est-il des racines strictement négatives?Et sur R en entier?2. Soit maintenant k nombres réels strictement positifs véri�ant x1 < x2 <: : : < xk et k nombres entiers naturels tels que n1 < n2 < : : : < nk. Montrerque le déterminant ������� xn11 � � � xn1k... . . . ...xnk1 � � � xnkk �������est strictement positif. Exercice 26Caractérisation des fractions rationnellesSoit f une série formelle à coe�cients réels, c'est-à-dire une expression enl'indéterminée X de la forme f(X) =P1i=0 aiXi avec les ai réels. On poseAs;k = ������� as � � � as+k... . . . ...as+k � � � as+2k ������� :1. Montrer que si f est une fraction rationnelle alors il existe deux entiers s0et k tels que, pour s supérieur à s0, on ait As;k = 0.Rappel : f est une fraction rationnelle s'il existe P et Q deux polynômes àcoe�cients réels tels que f(X) = P (X)=Q(X).



�6. Algèbre linéaire, quadratique ou multilinéaire 212. Soit E et F deux espaces vectoriels réels et (vi)1�i�n une famille de vec-teurs liée dans E. On se donne deux applications linéaires � et  dans L(E;F )véri�ant �(vi) =  (vi�1) pour i entre 2 et n. Montrer que si la famille(�(vi))1�i�n�1 est liée alors il en est de même pour la famille (�(vi))2�i�n3. En déduire que s'il existe deux entiers s0 et k tels que, pour tout s supérieurà s0, on ait As;k = 0, alors f est une fraction rationnelle.Exercice 27Le théorème de Banach-SteinhausSoit E et F deux espaces vectoriels normés complets et L une partie de l'en-semble Lc(E;F ) des applications linéaires continues de E dans F . On supposeque, pour tout vecteur x de E, l'ensemble des vecteurs de la forme T (x), pourT dans L, est borné, i.e.8x 2 E supT2L jjT (x)jj < +1 :Montrer qu'alors la famille L est bornée (pour la norme usuelle de Lc(E;F ))i.e. supT2L jjjT jjj< +1ou encore supT2L supx2E;x 6=0 jjT (x)jjjjxjj ! < +1 :On pourra raisonner par l'absurde et construire par récurrence une suite(xn; Tn) de telle sorte que Pxn converge normalement vers un certain x telque jjTn(x)jj � n. Exercice 28Caractères de C(K;R)Soit K un compact de Rn (muni de sa topologie usuelle). On note E l'al-gèbre des fonctions continues sur K à valeurs réelles. Déterminer toutes lesapplications linéaires � de E dans R telles que8(f; g) 2 E2 �(fg) = �(f)�(g) :



22 Chapitre 1. Énoncés des 29 petits problèmesExercice 29Théorème de Pascal généralisé1. On se donne deux coniques non dégénérées se coupant en quatre points.Donner une caractérisation des coniques passant par ces quatre points duplan.2. On se donne maintenant deux points distincts P et Q et trois coniques nondégénérées C1, C2 et C3 passant par ces deux points. Soit fi; j; kg = f1; 2; 3g ;la conique Ci rencontre la conique Cj en quatre points P , Q, Pk et Qk et onnote Dk la droite (PkQk), supposée exister.
P

C

P
C

C

Q

PQ
QQ

1

2

3

3

P3

2

2

1
1Montrer que les trois droites Dk (1 � k � 3) sont concourantes.



Chapitre 2Énoncés du problème et des complémentsSujet de l'épreuve commune aux concours des ÉcolesNormales Supérieures de la rue d'Ulm et de CachanAnnée 1995Notations et rappelsDans tout le problème R désigne le corps des nombres réels.Une fonction est dite de classe C2 si elle est deux fois di�érentiable en toutpoint de son domaine de dé�nition et si sa dérivée seconde y est continue. Siu 7! y(u) est une telle fonction on notera indi�éremment _y, y0 ou dydu la dérivéepremière de y et de même pour les dérivées d'ordre supérieur : �y, y00, d2ydy2 etc.Si A et B sont deux points distincts du plan, on note (AB) l'unique droitepassant par A et B .Le but du problème est de donner une condition pour que, étant donné deuxconiques, on puisse construire un polygone inscrit dans la première et circons-crit à la seconde. La première partie est technique et sert de fondement auxdeux suivantes. La deuxième et la troisième partie traitent respectivement lecas particulier de deux cercles et le cas général.***Partie ISoit k un réel véri�ant 0 < k < 1 . On considère l'équation di�érentielle(E) _y2 = (1� y2)(1� k2y2) :I.1 Montrer qu'il existe un intervalle ouvert I centré en 0 tel que l'équationdi�érentielle (E) admette une unique solution de classe C2 véri�ant _y(0) = 1,y(0) = 0 et tel que _y ne s'annule pas sur I.On notera y(u) = sn(u; k) cette solution, ou encore sn(u) quand aucuneconfusion n'est possible sur le paramètre k . Ce dernier sera appelé modulede la fonction sn . On posedn(u; k) = dn(u) =p1� k2sn2(u; k) et cn(u; k) = cn(u) = _sn(u; k)dn(u; k) :I.2 Véri�er que sn est une fonction impaire et que cn et dn sont des fonctionspaires. Véri�er également les propriétés suivantes, pour tout u dans I :1. sn2(u) + cn2(u) = 1



24 Chapitre 2. Énoncés du problème et des compléments2. _cn(u) = �sn(u)dn(u)3. _dn(u) = �k2sn(u)cn(u).I.3 Soitw un réel �xé. On note s1 et s2 respectivement les fonctions u 7! sn(u)et u 7! sn(w � u) .I.3.a Calculer _s22, �s1, �s2 et montrer que, quand toutes les quantités sontdé�nies, �s1s2 � �s2s1_s12s22 � _s22s21 = �2k2 s1s21� k2s21s22 :I.3.b En déduire que _s1s2 � _s2s11� k2s21s22 ne dépend que de w .I.3.c Montrer que, quand u, v et u+ v appartiennent à I ,sn(u + v) = sn(u)cn(v)dn(v) + sn(v)cn(u)dn(u)1� k2sn2(u)sn2(v) :On admettra que cette formule permet d'étendre les fonctions sn, cn et dnen des fonctions de classe C2 sur R entier et que sn est solution de l'équationdi�érentielle (E) sur R.I.4 Soit �(u; v) = c1c2 � s1s2d1d21� k2s21s22 où si, ci et di représentent respectivementles fonctions sn, cn et dn en les variables u (pour i = 1) et v (pour i = 2).I.4.a Montrer que @�@u est une fonction symétrique en les variables u et v .I.4.b En déduire que � ne dépend que de u+ v .I.4.c Montrer que, pour tout u et v ,cn(u+ v) = cn(u)cn(v) � sn(u)sn(v)dn(u)dn(v)1� k2sn2(u)sn2(v) :



Problème. Partie II 25I.4.d Que se passe-t-il quand k tend vers 0, en particulier pour les formulesI:3:c et I:4:c?I.5 Véri�er que cn(u)cn(u+ v)+ dn(v)sn(u)sn(u+ v) = cn(v) pour tout u etv .I.6 On pose K = R 10 dtp(1�t2)(1�k2t2) .I.6.a Calculer sn(K) et cn(K) .I.6.b Montrer que sn(u+K) = cn(u)dn(u)1� k2sn2(u) .I.6.c Montrer que _sn(u+K) = � (1 � k2)sn(u)1� k2sn2(u) .I.6.d Montrer que sn est 4K-périodique et dresser un tableau de variationde sn sur [0; 4K] .I.6.e Montrer que, pour tout � dans R, il existe un unique u dans [0; 4K[ ,noté u = amk(�) , tel que (sin�; cos�) = (sn(u; k); cn(u; k)) .I.6.f Montrer que, pour tout � et � dans [0; 1[,(9u 2 R tel que (�; �) = (cn(u); dn(u))), �k2 = 1� �21� �2� :I.7 On se donne trois réels �, � et .I.7.a A quelle condition l'équation, en u, �cn(u) + �sn(u) =  a-t-elle aumoins une solution? Dans ce cas quelles sont-elles?I.7.b En déduire que, pour tout u, v, w dans R,(cn(u)cn(w) + dn(v)sn(u)sn(w) = cn(v)), (w � u� v [4K]) :***Partie IISoit a, r et R des réels positifs et C, C0 deux cercles du plan réel euclidien dontune équation cartésienne est x2+y2 = R2 et (x+a)2+y2 = r2 respectivement.On suppose 0 � a < R� r, i.e. que C0 est � contenu� dans C. On note P� le



26 Chapitre 2. Énoncés du problème et des complémentspoint de C de coordonnées (R cos 2�;R sin 2�) . Jusqu'à la question II:2:b,on suppose a non nul.
2θP

P2θ

2θ

2θ

’

’II.1 Soit P = P� et Q deux points de C distincts et tels que (PQ) est tangenteà C0 .II.1.a Montrer que Q = P�0 avec �0 tel quecos � cos�0 + R� aR+ a sin� sin�0 = rR+ a :II.1.b En déduire qu'il existe k et K , que l'on précisera, et u tels queamk(�0) � amk(�)� u [4K] :II.2 Soit P = P�0 un point de C . On construit des points (P�i)1�i�n de sorteque (P�iP�i+1) soit tangente à C 0 pour tout 0 � i � n�1 et P�i+1 6= P�i ; P�i�1pour tout 1 � i � n � 1 .II.2.a Montrer qu'il existe k, K et u tels que, pour tout 0 � i � n� 1amk(�i+1) � amk(�i) + u [4K] :II.2.b Que se passe-t-il si a est nul?II.2.c Montrer que la condition P�n = P�0 est indépendante de �0 .II.2.d En déduire la condition sur R, r et a pour qu'il existe un triangleinscrit dans C et circonscrit à C0 .II.2.e Même question que précédemment pour un quadrangle.



Problème. Partie III 27***Partie IIIOn considère, dans l'espace euclidien E = R3, un plan a�ne P dé�ni par uneéquation �(x) = 1 où � est une forme linéaire non nulle sur E et une coniquede P dé�nie par les équationsC : Q(x) = 0 & �(x) = 1où Q est une forme quadratique non dégénérée sur E.III.1 Soit L une droite a�ne de P dont les points sont les q + tu où t décritR, q est un point �xé de P (i.e. �(q) = 1) et u un vecteur non nul de l'espacevectoriel direction de P (i.e. �(u) = 0). On se donne un point p de E appar-tenant au cercle de centre q et de rayon jjujj dans le plan perpendiculaire àL passant par q et n'appartenant pas à P , i.e. p � q ? u, jjp� qjj = jjujj et�(p) 6= 1.III.1.a À quelle condition sur y0 2 E, � 2 R et � 2 R un point de la formey0 + �(p � q) + �u appartient-il au cône de sommet p et de base C ?III.1.b À quelles conditions sur q et u existe-t-il un plan parallèle au plancontenant p et L tel que la section du cône de sommet p et de base C par ceplan soit un cercle?III.2 Soit C0 une seconde conique dans le plan P , ne rencontrant pas lapremière, dé�nie par les équationsC0 : Q0(x) = 0 & �(x) = 1où Q0 est une forme quadratique non dégénérée sur E. Soit S et S0 les matricessymétriques 3 par 3 à coe�cients réels associées dans la base canonique de Eaux formes quadratiques Q et Q0 respectivement. On admettra pour l'instantqu'il existe un vecteur complexe, non réel, Z = X + iY (et donc X;Y 2 E)tel que tZSZ = tZS0Z = 0 (les produits sont e�ectués en tant que matricesà coe�cients complexes) et �(X) = 1 et �(Y ) = 0. Cela veut dire que Z estun point d'intersection imaginaire des coniques C et C0.Montrer qu'on peut trouver p 62 P , q, u 6= 0 et un plan � parallèle au planpassant par p, q et q + u tels que la projection de sommet p de P sur � (i.e.l'image d'un point x de P est l'intersection de la droite (px) avec �) envoieC et C0 sur deux cercles.III.3 Montrer que la conclusion de la question II:2:c reste valide si on rem-place C et C0 par deux coniques (avec C 0 � incluse� dans C) et que l'on faitla construction de la partie II.III.4 Montrer l'existence de Z, dé�ni en III:2.



28 Chapitre 2. Énoncés du problème et des complémentsComplémentsDans ces deux parties, on traite le cas général de deux coniques arbitraires defaçon plus explicite que dans la partie III. La méthode est de construire unefonction aussi bien adaptée au problème que l'était la fonction sn pour le casdes cercles. Évidemment, vu la longueur de ces compléments, ces questionsn'ont pas été posées lors de l'écrit de 1995, mais nous suggérons de les résoudreplutôt que de les lire sous forme de commentaires : : :On rappelle que si x1; : : : ; xn sont n nombres complexes arbitraires, on a laformule suivante pour le déterminant (dit de Vandermonde) :��������� 1 1 : : : 1x1 x2 : : : xn... ... . . . ...xn�11 xn�12 : : : xn�1n ��������� = �j>i(xj � xi) :***Partie IVIV.1 Soit p la fonction dé�nie parp(u) = �+ �sn2(�u+ �; k)avec �, �, �, �, k réels véri�ant 0 < k < 1, � 6= 0, � 6= 0 .Donner une équation di�érentielle satisfaite par p , dresser un tableau devariation pour p et montrer qu'elle est périodique. On note � sa période.IV.2 Soit u, v, w trois réels.IV.2.a Montrer que������ sn3(u) sn(u) _sn(u)sn3(v) sn(v) _sn(v)sn3(w) sn(w) _sn(w) ������ = sn2(u)sn2(v) � sn(u)sn(v +w) � sn(v)sn(u+ w)�+sn2(v)sn2(w) � sn(v)sn(w + u) � sn(w)sn(v + u)�+sn2(w)sn2(u) � sn(w)sn(u+ v) � sn(u)sn(w + v)� ;quand toutes les quantités sont dé�nies.IV.2.b Donner une condition su�sante pour que



Problème. Partie V 29������ 1 p(u) p0(u)1 p(v) p0(v)1 p(w) p0(w) ������ = 0 :IV.2.c Soit a, b, c trois réels non tous nuls. Montrer que l'équation, en u,a+ bp(u) + cp0(u) = 0 a au plus trois solutions distinctes modulo � .IV.2.d En déduire une condition nécessaire et su�sante pour que������ 1 p(u) p0(u)1 p(v) p0(v)1 p(w) p0(w) ������ = 0 :***Partie VSoit a, b, c trois réels et z un nombre complexe imaginaire pur non nul.On considère, dans le plan réel euclidien, les coniques C! dont une équationcartésienne est(C!) !(x2 + y2 + z2) + ax2 + by2 + cz2 = 0 :On désignera par (C1) le cercle(C1) x2 + y2 + z2 = 0 :V.1 Soit L�;�; la droite dont une équation cartésienne est �x+ �y + z = 0(en particulier � et � sont des réels non simultanément nuls et  est un nombrecomplexe imaginaire pur � a�n que z soit réel).V.1.a Montrer que L�;�; est tangente à C! si et seulement si ! est racinedu polynôme(�2+�2+2)X2+��2(b+ c) + �2(c+ a) + 2(a+ b)�X+�2bc+�2ca+2ab :V.1.b En déduire que, si L�;�; est tangente à C! pour ! = p et ! = r,alors (�2; �2; 2) est proportionnel à((c � b)(a + p)(a+ r); (a� c)(b+ p)(b+ r); (b� a)(c+ p)(c+ r)) :V.2 Soit r un réel �xé ou alors l'in�ni. On écrira Lr(p) la droite tangente à Crqui est aussi tangente à Cp . Dans le cas r = p, distincts de l'in�ni, cela veutdire que l'équation (V:1:a) a une racine double égale à r . Pour r = p = 1,cela veut dire que les coe�cients de !2 et de ! sont nuls dans (V:1:a).



30 Chapitre 2. Énoncés du problème et des complémentsOn écrira P� le point P de C1 tel que L1(�) passe par P . Soit (x; y) sescoordonnées.V.2.a Montrer que (x2; y2; z2) est proportionnel à((c� b)(a+ �); (a� c)(b+ �); (b � a)(c + �)) :V.2.b En déduire que si P� 2 Lr(p) alors�(c� b)pD(a) � (a� c)pD(b) � (b � a)pD(c) = 0 ;en posant D(x) = (x+ r)(x + p)(x+ �).V.2.c En déduireP� 2 Lr(p)) � 9(�; �) 2 R2 tels que (�+ �x)2 = D(x)pour x = a; b; c :V.2.d Montrer que la condition précédente peut se récrire8<: �2 = abc+ rp��2�� = ab+ bc+ ca+ rp+ p� + �r�2 = a+ b+ c+ r + p+ � :V.2.e On pose �(x) = (a+ x)(b+ x)(c+ x) . Montrer queP� 2 Lr(p)) ������ 1 r �p�(r)1 p �p�(p)1 � �p�(�) ������ = 0 :V.3 À quelles conditions existe-t-il (�; �; �; �; k) tels que la fonction dé�nieen IV:1 véri�e p(0) = 0 et p02 = (a+ p)(b+ p)(c + p)?V.4 On se place dans le cas où cette condition est véri�ée. On note, quandcela a un sens, �(x) = Z x+1 dtp(a+ t)(b+ t)(c+ t)et � la période de p. On supposera désormais que partout où intervient lafonction � elle est dé�nie (autrement dit, on ne l'évalue qu'en des pointssupérieurs à �min(a; b; c)).Montrer que P� 2 Lr(p))��(�) ��(p)��(r) � 0 [� ] .V.4.a Que vaut � quand r tend vers +1?V.4.b En déduire



Problème. Partie V 31P� 2 Lr(p)) �(�) � �(p)��(r) [� ] :V.5 Soit P = P�0 un point de C1 ; on construit (P�i)1�i�n tels que (P�iP�i+1)est tangente à Cr pour tout 0 � i � n � 1 et P�i+1 distinct de P�i et P�i�1pour tout 1 � i � n � 1 .V.5.a Montrer que la condition P�n = P�0 est indépendante de P .V.5.b Que se passe-t-il si, au lieu de prendre deux coniques de la formeC1 et Cr, on prend deux coniques C et C0 quelconques et que l'on fait laconstruction précédente?



Chapitre 3Solutions des 29 petits problèmesNous suggérons, a�n de rendre l'exercice plus enrichissant, de ne se reporteraux solutions qu'après avoir erré quelque temps et avoir pris connaissance desindications en �n de volume.On trouvera également, après chaque solution, des commentaires sur l'exer-cice, le situant dans un cadre plus général, procurant des ouvertures à proposdes thèmes rencontrés et renvoyant parfois à de la bibliographie. Celle-ci n'estque rarement composée de livres de cours ou d'exercices ; nous renvoyons leplus souvent à des exposés d'un niveau supérieur au premier cycle. Ces réfé-rences peuvent bien entendu être mises à pro�t par les étudiants préparantle CAPES ou l'agrégation, mais elles peuvent aussi servir de guides pour unpremier contact avec les mathématiques �actuelles� . Nous conseillons d'allerles découvrir dans une bibliothèque plutôt que de les acheter de but en blanc.Outre que la bibliothèque constitue un lieu de prédilection, à terme, pour toutmathématicien, cela permet de se rendre compte de visu du niveau du livreet d'opter pour celui qui est le plus adapté.À noter en�n que certains livres sont en anglais : il faut rapidement prendreconscience que le milieu de la recherche et même de l'enseignement est de plusen plus conquis par cette langue. Cela n'empêche évidemment pas de trouverd'excellents livres en langue française, allemande, russe, espagnole etc. maiscela veut dire qu'il est nécessaire de lire l'anglais scienti�que si l'on veutpoursuivre des études en mathématique. Et mieux vaut commencer le plustôt possible !



Exercice 1. Une équation diophantienne cubique 33Exercice 1Une équation diophantienne cubique1. On véri�e aisément que A =Z[ip2] est un sous-anneau de C . En particulier,il est intègre. Soit maintenant (x; y) 2 A2 avec y non nul. On veut trouver(q; r) 2 A2 tel que x = qy + r et jrj < jyj. On peut récrire l'équation sous laforme xy = q + ry et ���� ry ���� < 1 :Considérons alors le complexe z = x=y = z1+ iz2p2, avec z1 et z2 réels ; il estsitué dans un rectangle d'éléments de A, à savoir, en notant n1 la partie entièrede z1 et n2 celle de z2, celui formé par les points n1+ in2p2, n1+ i(n2+1)p2,n1 +1+ in2p2 et n1 + 1+ i(n2 +1)p2. Un de ces quatre points au moins està une distance de z inférieure à p3=2 puisque c'est la moitié de la longueurd'une diagonale du rectangle.
zAutrement dit on peut trouver q1 et q2 entiers tels que jz1 � q1j � 1=2 etjz2�q2j � 1=2 et alors jz� (q1+ iq2p2)j2 � 3=4. On pose alors q = q1+ iq2p2et r = x� qy, qui est bien un élément de A puisque c'est un anneau, et on ar=y = x=y � q qui est bien un complexe de module strictement inférieur à 1.2. On introduit la � norme� N (z) = jzj2. Autrement dit, si z = a + ibp2,on a N (z) = a2 + 2b2. Maintenant, si z = xy alors N (z) = N (x)N (y). Enconséquence si z est inversible dans A (i.e. z et z�1 sont dansA), on aN (z) = 1et donc z = �1.Nous démontrons l'existence de la décomposition par récurrence sur N (x).Si N (x) = 1, on obtient x inversible et on a bien une décomposition sousla forme x = x. On montre ensuite que l'hypothèse aux rangs inférieurs àn entraîne celle au rang n : si N (x) = n, soit x est indécomposable et on adirectement une décomposition sous la forme x = x, soit x n'est pas indé-composable, auquel cas il s'écrit x = dy avec d et y non inversibles. Maisalors N (d) > 1 et N (y) > 1 et comme N (d)N (y) = N (x), on en déduitN (d) < N (x) et N (y) < N (x). On peut donc appliquer l'hypothèse de récur-rence à la fois à d et y et en multipliant les décompositions respectives de det y, on en obtient une pour x.Passons à l'unicité.



34 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesOn commence par montrer que si x et y n'ont pas de diviseurs en communautres que les inversibles, alors il existe u et v dans A tels que ux+ vy = 1.Montrons-le une fois encore par récurrence sur N (x). Si N (x) = 0, c'est quex = 0 et donc que y est inversible. On prend donc u quelconque et v = y�1.Si maintenant N (x) = n, on écrit y = qx+ r avec N (r) < N (x). Si d divise ret x, il divise aussi qx+ r, c'est-à-dire y et alors il divise à la fois x et y, c'estdonc un inversible. Par hypothèse de récurrence il existe donc u et v dans Atels que ur + vx = 1. Mais alors uy + (v � uq)x = 1 et u et v � qu sont dansA. On a même équivalence car si ux+ vy = 1 avec u, v, x et y dans A et si ddivise à la fois x et y, il divise aussi ux + vy et donc 1. Donc N (d) � 1 et dest un inversible.On déduit de cette relation de Bézout le lemme de Gauÿ : si p est indécom-posable et si p divise un produit xy d'éléments de A alors p divise soit x, soity. En e�et on montre l'implication contraposée : si p ne divise ni x, ni y, il n'apas de diviseur non inversible en commun ni avec x, ni avec y, par dé�nitiondes nombres indécomposables. On a donc deux relations de Bézout :ux+ vp = 1 et u0y + v0p = 1avec u, v, u0 et v0 dans A. Mais alors uu0xy + p(u0vy + uv0x + vv0p) = 1 etdonc xy et p n'ont pas de diviseur non inversible en commun.Pour �nir on déduit du lemme de Gauÿ l'unicité de la décomposition. Parrécurrence sur n, une expression du type x = �Qni=1 pi n'est égale à une autreexpression y = �Qmi=1 p0i que si n = m et il existe une permutation � des npremiers entiers telle que p0�(i) = �pi. Si n = 0, alors x est inversible et doncN (x) = 1. Mais alors N (y) = Qmi=1N (p0i) = 1 et donc m = 0. Si maintenantla propriété est vraie pour les rangs inférieurs à n, comme pn divise x, ildivise y et donc, d'après le lemme de Gauÿ, il divise l'un des p0i. Ce dernierétant indécomposable, on a p0i = �pn et donc Qn�1i=1 pi = �Qmi=1;i 6=k p0i. Parhypothèse de récurrence on en déduit m = n et le fait que les (pi)i�n�1 et les(p0i)i 6=k sont égaux à une permutation près des indices et à multiplication prèspar �1. Ceci achève de démontrer la propriété par récurrence. En regroupantles pi qui sont égaux (à multiplication par une unité près), on obtient laforme habituelle (et demandée par l'énoncé) de la décomposition en nombresindécomposables.3. Supposons maintenant que x et y sont des entiers relatifs et qu'on a y2+2 =x3. On peut écrire cette équation, dans A, sous la forme x3 = (y+z)(y�z) avecz = ip2. Remarquons d'abord que z est indécomposable ; en e�et N (z) = 2 etdonc z ne peut être divisé que par des d0 de A tels que N (d0) = 1 ou N (d0) = 2,c'est-à-dire d0 = �1 ou d0 = �z. Montrons ensuite que y+ z et y� z n'ont pasde diviseurs en commun (hormis �1). En e�et si d divise ces deux quantités,il divise leur di�érence, à savoir �2z = z3. Si d n'est pas inversible, z devraitdonc diviser d. Mais alors z divise y puisqu'il divise y + z (et y � z), donc z2divise y2.



Exercice 1. Une équation diophantienne cubique 35Autrement dit y2 est produit de 2 et d'un élément y0 de A ; cet y0 estnécessairement réel puisque y et 2 le sont, et donc y0 est un entier. Autrementdit y2 est pair et donc y aussi. Mais alors y2 + 2 est également pair, sans êtretoutefois divisible par 4. De la parité, on déduit que x3 aussi est pair et doncx de même. Mais alors 4 diviserait x3. Et ceci donne une contradiction.Comme x3 est un cube, sa décomposition en facteurs indécomposables estformée de puissances multiples de 3 d'indécomposables. Si p3k divise x3, pdivise soit y + z, soit y � z. Et comme il est premier à l'un des deux, on amême p3k divise y + z ou y � z. Comme tous les diviseurs indécomposablesde y+ z ou de y� z sont aussi des diviseurs de x3, on en conclut que y+ z ety � z sont des cubes.Écrivons (a + ibp2)3 = (a3 � 6ab2) + ip2(3a2b � 2b3). Donc si y + z =(a + ibp2)3 avec a et b entiers relatifs, alors b(3a2 � 2b2) = 1. Il en résulteb = 3a2�2b2 = �1 et donc b = 3a2�2 = �1. On ne peut avoir 3a2�2 = �1,donc b = 3a2� 2 = 1 ou encore b = 1 et a = �1. Il en résulte y = a3� 6ab2 =a(a2 � 6b2) = a(1� 6) = �5 et donc x3 = 27, soit x = 3.On véri�e que (x; y) = (3;�5) sont bien solutions et donc ce sont les uniquessolutions entières de cette équation.Commentaires. C'est un cas assez rare de résolution �à la main� d'équationdiophantienne non linéaire. Dans le même ordre de di�culté on peut trouverles solutions entières de l'équation x2+y2 = z2, et ensuite montrer que l'équa-tion x4 + y4 = z4 n'a pas d'autres solutions que celles pour lesquelles x ouy est nul. Plus dur, mais avec les mêmes techniques (dans Z[e2i�=3]) on peutprouver que l'équation x3 + y3 = z3 n'a pas d'autres solutions que celles oùxyz = 0. Voir également l'exercice sur la caractérisation des carrés qui utilisel'anneau des entiers de Gauÿ,Z[i].Récemment Andrew Wiles a démontré que les seules solutions de l'équa-tion xn + yn = zn avec n supérieur à 3 et x, y et z entiers sont celles pourlesquelles xyz = 0. Ce théorème, connu sous le nom de grand théorème deFermat (bien qu'il ait été, plus de trois siècles après la mort de Fermat, en-core une conjecture) peut se démontrer assez facilement quand Z[e2i�=n] estmuni d'une division euclidienne (comme c'est le cas ici). (On pourra consulterla démonstration dans le cas n = 3 donnée dans les commentaires de l'exer-cice 4.) On est d'ailleurs à peu près sûr que c'est là la façon dont Fermat avaitdémontré son théorème (malheureusement il n'y a que très peu de n pourlesquels cela est vrai).À l'heure actuelle des conjectures plus fortes, entraînant le grand théorèmede Fermat, ont été formulées. Un exemple de telle conjecture est celle de Ta-niyama et Weil, dont un cas particulier a été démontré par Wiles. Néanmoinsce cas particulier est su�sant pour en déduire le théorème de Fermat. Il y aégalement une autre conjecture, dite � a, b, c �, dont on donne une démons-tration dans le cas où x, y et z sont remplacés par des polynômes sur C dansl'exercice 4.



36 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesOn pourra consulter Borevi£ et Safarevi£, Théorie des nombres, paru chezGauthier-Villars, Serge Lang, Diophantine geometry, paru chez John Wileyand sons ou encore Mordell,Diophantine equations, paru chez Academic press.



Exercice 2. Résolution des équations de degré 4 37Exercice 2Résolution des équations de degré 41. On peut interpréter la conique C comme l'intersection du cône � de R3dé�ni par a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz = 0et du plan a�ne � dé�ni par z = 1 :Dans cette interprétation le plan R2 initial est identi�é à �.On peut voir � comme le cône isotrope de la forme quadratique Q asso-ciée à la forme bilinéaire symétrique donnée par la matrice A = (aij)1�i;j�3.Autrement dit on se donne la forme bilinéaire symétrique sur R3(X;Y ) 7! �A(X;Y ) = tXAYou sa forme quadratique associéeQ(X) = �A(X;X) = tXAXet � est formé des éléments isotropes pour Q, i.e. des vecteurs de R3 tels queQ(X) = 0. C'est un cône au sens que si X appartient à � , il en est de mêmepour tous les vecteurs qui lui sont colinéaires.Maintenant si C contient une droite �, c'est une droite du plan � etl'ensemble des vecteurs de R3 colinéaires à un vecteur de� est le plan vectorielP contenant �.
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������������������������En particulier pour tout couple (X;Y ) de vecteurs du plan P on a�A(X;Y ) = Q(X + Y ) �Q(X) � Q(Y )2 = 0(autrement dit P � P?). Cependant l'ensemble P � des X0 tels que, pour toutX de P , on ait tXX 0 = 0est l'orthogonal de P soit au sens de la dualité (en voyant X 0 comme unvecteur de (R3)�), soit au sens du produit scalaire euclidien canonique surR3. Quelle que soit l'interprétation on en déduit que P � est de dimension



38 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesdim(R3) � dim(P ) = 1, i.e. que c'est une droite vectorielle. Donc, pour toutY dans P , on a AY 2 P � et A envoie un plan dans une droite. Ceci imposedet(A) = 0.Réciproquement supposons det(A) = 0. Comme A est symétrique réelle,elle est diagonalisable dans une base orthonormale pour le produit scalaireeuclidien canonique de R3. Dans cette base A est diagonale et on aQ(X) = �x2 + �y2 + z2 si X = 0@ xyz 1A :De plus l'une des valeurs propres est nulle, disons  et le plan� est maintenantdonné par une équation de la formeax+ by + cz = 1 avec a2 + b2 + c2 = 1puisque la distance de O à � est 1.Si � et � sont de même signe, alors le cône isotrope � est donné parx = y = 0 et la conique est donc d'équation cz = 1. On obtient une droite ouun ensemble vide (si c = 0) mais, de toute façon, ce n'est pas une équationdu second degré et on n'obtient donc pas une conique.Si � et � sont de signes opposés, disons � = u2 et � = �v2, alors � estla réunion des deux plans donnés par ux � vy = 0 et C est donc formé del'intersection de ces deux plans avec �, chacune étant soit une droite, soit unplan, soit un ensemble vide. Par hypothèse sur C, elle n'est pas vide et doncC contient une droite.En résumé, C est dégénérée si et seulement si det(A) = 0.2. On note A0 et A1 les matrices symétriques réelles de dimension 3 associéesà Q0 et Q1, comme on vient de le faire. Il résulte de ce qui précède que Ct estdégénérée si et seulement si det(tA1 + (1 � t)A0) = 0. C'est une équation dedegré au plus 3 en t.3. On se donne une équation générale de degré 4a0x4 + a1x3 + a2x2 + a3x+ a4 = 0 avec a0 6= 0 :En posant X = x+ a14a0et en divisant le membre de gauche par a0 (qui est non nul), on obtient uneéquation de la forme X4 + aX2 + bX + c = 0 :On peut interpréter l'ensemble des X racines de cette équation comme lesabscisses des points (X;Y ) qui véri�entY = X2 et Y 2 + aX2 + bX + c = 0



Exercice 2. Résolution des équations de degré 4 39autrement dit ce sont les abscisses des points d'intersection de la parabole (C0)d'équation Y = X2 et de la conique (C1) d'équation Y 2 + aX2 + bX + c = 0.On cherche donc t de sorte que la conique d'équation(1 � t)(Y �X2) + t(Y 2 + aX2 + bX + c) = 0i.e. (t(a+ 1)� 1)X2 + tY 2 + tbX + (1� t)Y + tc = 0soit dégénérée. Pour cela on résout une équation de degré au plus trois, àsavoir ������ t(a+ 1)� 1 0 tb=20 t (1� t)=2tb=2 (1� t)=2 tc ������ = 0i.e. �(a+ 1)(4c� 1)� b2� t3 + (2a+ 3� 4c)t2 � (a+ 3)t+ 14 = 0 :Si cette équation n'est pas de degré 3, c'est que det(A1 �A0) = (a + 1)(4c�1) � b2 est nul et, dans ce cas, la conique d'équation Q0 � Q1 = 0 est dégé-nérée. Sinon on résout l'équation de degré 3 et on trouve t tel que la coniqued'équation tQ1 + (1� t)Q0 = 0 est dégénérée.Dans tous les cas on a trouvé une conique dégénérée C telle que C \C0 =C1\C0. En e�et il su�t de véri�er que C n'est pas C0. Mais c'est clair puisqueC est dégénérée et pas C0 (c'est une parabole!).Il nous faut maintenant trouver les équations des deux droites qui com-posent C (ces droites pouvant être confondues). On a donc une équation dela formeQ(x; y) = a11x2 + a22y2 + a33 + 2a12xy + 2a13x+ 2a23y = 0et on veut trouver des scalaires (que l'on sait exister) tels quea11x2+a22y2+a33+2a12xy+2a13x+2a23y = (�x+�y+)(�0x+�0y+0) :Remarquons que @Q@x = @Q@y = 0, � �x+ �y +  = 0�0x+ �0y + 0 = 0et ce même si les deux droites � (�x+ �y+  = 0) et �0 (�0x+ �0y+ 0 = 0)sont parallèles. Si tel n'est pas le cas on est juste en train de chercher le centrede la conique, qui est ici le point d'intersection des deux droites qui formentla conique.Si @Q@x = 0 et @Q@y = 0 n'est pas un système de Cramer, on a terminépuisqu'alors la conique est formée de deux droites parallèles dont la directionest donnée par le terme linéaire commun à ces deux équations. Les constantes



40 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes et 0 sont déterminée par leur produit et leur somme, i.e. par a33 et para23 ou a13 (selon que � ou � est non nul), i.e. on les obtient en résolvant uneéquation de degré deux.Sinon on résout le système et on trouve le centre O = (c1; c2) de la conique.On paramètre alors les droites passant par ce point par leur pente t et oncherche à savoir si la droite est incluse dans la conique. Pour cela il su�tqu'un point de la droite autre que le centre appartienne à la conique. Onprend par exemple le point (c1 + 1; c2 + t) (si t est �nie) et (c1; c2 + 1) (si test in�nie). L'appartenance de ce point à la conique est une équation de degréau plus 2 en t. On a donc pu trouver deux droites � et �0 (éventuellementconfondues) telles queC0 \ C1 = (C0 \�) [ (C0 \�0) :Et ce en résolvant des équations de degré au plus 3.Il reste à observer que l'intersection d'une droite avec une conique nondégénérée est donnée par une équation de degré 2 et il nous su�t donc d'enrésoudre au plus deux encore pour trouver tous les points de C0 \ C1.Remarque : la conique d'équation Y 2 + aX2 + bX + c = 0 est dégénérée siet seulement si b2 � 4ac = 0 et dans ce cas le trinôme du second degré en Xs'écrit a(X + d)2 et l'équation du quatrième degré se résout aisément.Commentaires. On n'est pas tout à fait satisfait si on ne sait pas résoudreles équations de degré 3. Il existe des méthodes diverses et variées, mais laplus élégante que je connaisse (et qui a obtenu le prix Fermat junior) est lasuivante : on part de l'équation généralex3 + 3ax2 + 3bx+ c = 0et on veut écrire le premier membre sous la formex3 + 3ax2 + 3bx+ c = �(x+ u)3 + �(x+ v)3avec u, v, � et � des complexes quelconques. Ensuite on n'a plus qu'à extrairedes racines cubiques de � et �, et résoudre des systèmes linéaires. On cherchedonc u, v, � et �. En développant on obtient :1 = �u0 + �v0 a = �u1 + �v1 b = �u2 + �v2 c = �u3 + �v3 :On observe maintenant que cela veut exactement dire que (1; a; b; c) sont lesquatre premiers termes d'une suite qui est combinaison linéaire des suitesde termes généraux un et vn respectivement. On s'intéresse donc aux suitesrécurrentes linéaires d'ordre 2 dont le polynôme caractéristique est (x�u)(x�v), autrement dit aux suites véri�antxn+2 � (u+ v)xn+1 + uvxn = 0



Exercice 2. Résolution des équations de degré 4 41pour tout entier naturel n.On trouvera les coe�cients � et � en étudiant les deux premiers termes(i.e. 1 et a). La propriété de récurrence linéaire s'écrit sur les deux suivants(i.e. b et c). Cette dernière s'explicite ainsib� (u+ v)a + uv = 0 et c � (u+ v)b + uva = 0ou encore � a �1b �a �� u+ vuv � = � bc �i.e. (si b� a2 6= 0)u+ v = c� abb� a2 et uv = ac� b2b� a2 :Dans le cas favorable on obtient donc u et v en résolvant l'équation du seconddegré (b� a2)U2 + (ab� c)U + ac� b2 = 0 :Dans l'autre cas on a immédiatementx3 + 3ax2 + 3bx+ c = x3 + 3ax2 + 3a2x+ c = (x+ a)3 + (c� a3)que l'on résout sans autre forme de procès.Si b est distinct de a2 il nous faut encore trouver � et �. Si u est distinctde v, cela s'écrit 1 = �+ � a = �u+ �v :Le déterminant de ce système est v � u et on trouve � et � en résolvant cesystème de Cramer.Si au contraire u = v, les suites qui véri�ent la relation de récurrencelinéaire sont de la forme (� + �n)un et on doit donc résoudre1 = � a = (�+ �)u :Si u n'est pas nul, on trouve � et � en résolvant ce système de Cramer. Notonsqu'alors le polynôme du troisième degré initial se met sous la formex3 + 3ax2 + 3bx+ c = (x+ u)3 + 3�u(x+ u)2 = (x + u)2(x+ (3�+ 1)u) :et donc l'équation de départ a une racine double. D'une part cela se détectesur l'équation initiale par le résultant (ou par le discriminant de l'équation dusecond degré en U ), d'autre part ce cas est facile à traiter. En e�et on trouveles racines du polynôme dérivé en résolvant une équation du second degré etcela donne une des racines de l'équation (dans ce cas). On cherche alors lesdeux autres en résolvant une équation du second degré.Il nous reste à traiter le cas où u = 0 est racine double de l'équation en U ,i.e. ab = c et ac = b2. Si c ou b est nul, les deux le sont et donc 0 est racine



42 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesdouble de l'équation de départ, la troisième étant �3a. Si bc n'est pas nul, onen déduit a2bc = b2c et donc b = a2. Ce cas ayant déjà été étudié, on a �nil'étude.En résumé l'idée de départ permet de trouver les racines dans le cas oùl'équation est irréductible (i.e. n'a pas de racine double) et quand elle n'estpas de la forme (x+ a)3 + a0 = 0. Ces derniers cas étant immédiats à traiter.On a l'algorithme d'étude suivant :1. Si b = a2, on résout directement et on a x = �a + 3pa3 � c.2. Si b 6= a2 et 4a3c� 3a2b2+4b3+ c2� 6abc = 0, l'équation a une racine aumoins double et son ensemble de solutions est, en notant les racines avecleur multiplicité,ab� c2(b� a2) ; ab� c2(b� a2) ; 3a3 � 4ab+ cb� a2 :3. Dans les autres cas on résout l'équation en U(b � a2)U2 + (ab� c)U + ac� b2 = 0et, si u et v sont ses solutions,x = u 3pv � a+ v 3pa� u3pv � a+ 3pa� uoù on choisit les mêmes déterminations des racines cubiques (il y en apriori trois possibles à chaque fois) pour les termes du numérateur etpour ceux du dénominateur. On remarquera que le choix de nommer uou v les racines de l'équation en U n'in�ue pas sur le résultat et qu'on aen fait trois solutions même s'il y a a priori neuf choix possibles pour lesdeux déterminations de racines cubiques.On pourra consulter Claude Muta�an, Équations algébriques et théorie deGalois, paru chez Vuibert.



Exercice 3. Théorie de Galois élémentaire 43Exercice 3Théorie de Galois élémentaireSupposons que P (�) = 0 avec � = �2p=q, pour p et q dans N�. Quitte àconsidérer P (�X) au lieu de P (X) (qui est à coe�cients entiers et dont leterme constant est impair puisque c'est le même que celui de P ), on peutsupposer que � est positif.Soit Q le polynôme à coe�cients entiers tel que Q(X) = P (Xp). Son termeconstant est Q(0) = P (0) et est donc impair ; comme 21=q est racine de Q, ilsu�t d'obtenir une contradiction dans le cas où p = 1.On suppose donc p = 1 et on a donc �q � 2 = 0. E�ectuons la divisioneuclidienne, dans Z[X], de P par Xq � 2 (ce qui est licite puisque c'est unpolynôme unitaire) : P (X) = (Xq � 2)S(X) +R(X)avec deg(R) < q. On a encore R(�) = 0 et R(0) = P (0) + 2S(0) est impair.On est donc ramené à obtenir une contradiction dans le cas où p = 1 etdeg(P ) < q.On écrit alors Pq�1i=0 ai2i=q = 0 avec les ai entiers, pour 0 � i < q,et a0 impair. Par multiplications successives par 21=q on obtient 2aq�1 +Pq�2i=0 ai2(i+1)=q = 0 etc. jusqu'à 2Pq�1i=1 ai2(i�1)=q + a02(q�1)=q = 0. Au-trement dit le vecteur X = (1; 21=q; : : : ; 2(q�1)=q) est solution de l'équationAtX = 0 où A est la matriceA = 0BBB@ a0 a1 � � � aq�12aq�1 a0 � � � aq�2... ... . . . ...2a1 2a2 � � � a0 1CCCA :CommeX n'est pas nul, il faut donc que le déterminant de A soit nul. Commetous les termes en dessous de la diagonale sont pairs, ce déterminant a la mêmeparité que an0 , ou encore que a0 et il ne peut donc être nul. Cette contradictionassure que 21=q n'est pas racine d'un tel polynôme.Commentaires. En termes de théorie de Galois le polynôme minimal de21=q sur Q est Xq � 2. C'est-à-dire que tout polynôme de Q[X] dont 21=qest racine doit être un multiple de Xq � 2. En particulier les polynômes àcoe�cients entiers sont de la forme (Xq � 2)P (X) avec P dans Z[X] et leurterme constant est donc �2P (0), i.e. est pair. À noter que si � = 2p=q avecp < 0, il faut demander au coe�cient dominant de P d'être impair pourobtenir une impossibilité. Ceci se déduit de ce qui précède en considérantXdeg(P )P (1=X) 2 Z[X] dont le terme constant est justement le coe�cientdominant de P . L'imparité du terme constant n'apporte rien dans ce cascomme le montre le cas de � = 1=2 et P (X) = 2X � 1. On pourra consulterJean-Calude Carrega, La théorie des corps, la règle et le compas, paru chez



44 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesHermann, Claude Muta�an, Équations algébriques et théorie de Galois, paruchez Vuibert ou Ian Stewart, Galois theory, paru chez Chapman and Hall.



Exercice 4. Théorème de Fermat pour les polynômes 45Exercice 4Théorème de Fermat pour les polynômes1. On note a, b et c les degrés respectifs de A, B et C. Soit P le polynômeAB0 � A0B. On a également P = AC 0 � A0C = BC0 � B0C. Soit A1, B1 etC1 des p.g.c.d. respectifs de A et A0, B et B0, C et C0. On note a1, b1 et c1leurs degrés respectifs.D'après les expressions de P , celui-ci est divisible par chacun de ces troisp.g.c.d. ; comme A, B et C sont premiers dans leur ensemble et C = A + B,A, B et C sont en fait premiers deux à deux (par exemple si Q divise A et B,il divise aussi A+B = C) et il en est donc de même pour A1, B1 et C1. Il enrésulte que P est divisible par A1B1C1.Remarquons que A1 correspond aux racines multiples de A : si A(X) =�Qi(X � �i)ni , on a A1 = Qi(X � �i)ni�1 et donc le nombre de racines deA est exactement a � a1. Soit N le nombre total de racines de A, B et C.Comme ils sont premiers entre eux deux à deux, N est la somme du nombrede racines de chacun de ces polynômes. On a doncN = a� a1 + b� b1 + c� c1 = a+ b+ c � deg(A1B1C1)et comme A1B1C1 divise P , il en résulteN � a + b+ c� deg(P ) :D'après les expressions de P , on a deg(P ) � minfa+ b�1; b+ c�1; c+a�1get donc N � maxfa+ 1; b+ 1; c+ 1g > maxfa; b; cg :2. Soit A, B et C trois polynômes à coe�cients complexes et D un p.g.c.d. deA, B et C. On pose A0 = A=D, B0 = B=D et C0 = C=D et a0, b0 et c0 lesdegrés respectifs de ces polynômes. Dire que A, B et C ne sont pas multiplesles uns des autres revient à dire quemaxfa0; b0; c0g � 1 :Supposons maintenant que l'on ait An + Bn = Cn avec maxfa0; b0; c0g � 1et n � 3. On a aussi An0 +Bn0 = Cn0 . On peut donc appliquer la question pré-cédente aux trois polynômes An0 , Bn0 et Cn0 , qui sont bien premiers entre euxpuisque A0, B0 et C0 le sont. Le nombre total de racines de An0 ,Bn0 et Cn0 est lemême que pour n = 1 et est donc inférieur à deg(A0B0C0). D'après la ques-tion précédente, on devrait avoir N > maxfdeg(An0 ); deg(Bn0 ); deg(Cn0 )g =nmaxfa0; b0; c0g et doncN > 3maxfa0; b0; c0g � deg(A0B0C0) :Ceci fournit une contradiction et on en déduit qu'une telle équation est im-possible dès que n est supérieur à 3, pour des polynômes non proportionnels.



46 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesCommentaires. On a en fait démontré une propriété connue sous le nomde � conjecture a, b, c� (pour les polynômes) et dont il est démontré qu'elleentraîne le �grand théorème de Fermat� . Ce n'est pas la méthode par laquelleil a été démontré et, dans le cas général, la � conjecture a, b, c � reste uneconjecture. On pourra se reporter aux commentaires de l'exercice 1 pour descompléments ou consulter Hardy and Wright, Introduction to the theory ofnumbers, paru chez Clarendon press.Donnons, pour la bonne bouche, la résolution dans le cas n = 3 du théorèmede Fermat telle que l'a donnée Gauÿ (à la suite d'Euler). La méthode reposesur l'idée de descente in�nie due à Pierre de Fermat. On scinde l'étude en deuxétapes. On suppose d'abord que x3 + y3 = z3 avec x, y et z premiers entreeux, quitte à diviser par leur pgcd. Si un nombre premier p divise deux de cestrois quantités, il divise leurs cubes et aussi la somme ou la di�érence de leurscubes, donc le cube du troisième et donc aussi le troisième. Il en résulte qu'enfait x, y et z sont premiers deux à deux.La première étape consiste à montrer que 3 divise l'un des trois nombresx, y ou z. On a en e�et(x+ y)3 = x3 + y3 + 3xy(x+ y) � x3 + y3 [3] et x3 + y3 = z3 � z [3]et donc x+ y � z [3] :D'où z = x+y+3n pour un certain entier n et aussi z3 = (x+y)3 +9m pourun certain entier m. Comme z3 = x3 + y3, il en résulte, modulo 9,3xy(x + y) = (x + y)3 � (x3 + y3) � 0 [9]et donc xy(x + y) � 0 [3]ce qui n'est rien d'autre que xyz � 0 [3]puisque z est congru à x + y modulo 3. C'est-à-dire que 3 divise le produitxyz et donc, d'après le lemme de Gauÿ, l'un des facteurs.La seconde étape est une descente in�nie, c'est-à-dire qu'à tout tripletsolution on va associer un triplet � plus petit � qui est aussi solution. C'estévidemment impossible de le faire indé�niment et c'est donc qu'il n'y a pasde solutions. Pour formaliser cela on va se placer dansA =Z[�] = �a + b� = (a; b) 2Z2	 ;pour � = e2i�=3 une racine primitive troisième de l'unité. Ce sont les pointsdu pavage du plan par des triangles équilatéraux (voir l'exercice 14).C'est un anneau euclidien (voir les exercices 1 et 13) et on y trouve doncune décomposition en facteurs premiers unique (aux unités près) comme dansZ. On introduit la norme dans cet anneau, donnée par



Exercice 4. Théorème de Fermat pour les polynômes 47N (z) = jzj2 = a2 � ab+ b2 :Les unités (i.e. les éléments inversibles de l'anneau) sont les éléments de norme1, i.e. les racines sixièmes de l'unité (1, ��2, �, �1, �2 et ��). Si z = xy dansA, alors N (z) = N (x)N (y) et, en particulier, si N (z) est premier dans N, alorsz est premier dans A. Par exemple, pour p = 1��, on a N (p) = 1+1+1 = 3et donc p est premier.Rappelons que 1 + �+ �2 = 0 et remarquons quep2 = 1� 2� + �2 = �3� :Il en résulte que la décomposition en facteurs premiers de 3 est donnée par3 = (��2)p2 :(��2 est une unité et p est l'unique nombre premier qui divise 3.)Si maintenant x = a+ b�, a+ b est un entier et donc il existe n parmi 0, 1ou �1 tel que a+b soit congru à n modulo 3. Il en résulte que 3 divise a+b�n(dansZ) et donc p divise a+ b� n dans A. Aussi a+ b�� n = a+ b� n� bpest divisible par p dans A.Supposons que x� 1 soit divisible par p, alorsx3 � 1 = (x� 1)(x� �)(x � �2) = (x� 1)(x� 1 + p)(x� 1 + (1 + �)p)et donc, si x� 1 = yp pour y dans A, on ax3 � 1 = p3y(y + 1)(y + 1 + �) = p3y(y + 1)(y + 2� p) :Le même raisonnement que précédemment montre que p divise l'un des nom-bres y, y + 1 our y + 2� p = y � 1� p(1 + p�2). Et donc p4 divise x3 � 1. Six+ 1 est divisible par p, alors �x� 1 aussi et donc (�x)3 � 1 = �x3 � 1 estdivisible par p4, i.e. x3 + 1 est divisible par p4.On cherche donc à résoudre x3 + y3 = z3 ou, ce qui revient au même maisest plus symétrique, x3+y3+z3 = 0 (en changeant z en son opposé). On s'estplacé dans le cas où ces nombres sont premiers entre eux deux à deux dans Zet où l'un (exactement) est divisible par 3. Or, si ces nombres sont premiersentre eux deux à deux, on peut écrire des relations de Bézout entre eux avecdes coe�cients entiers. A fortiori ces coe�cients sont dans A et on a donc unerelation de Bézout dans A, ce qui force ces nombres à être premiers entre euxdans A. Et si l'un d'eux est divisible par 3, il l'est par p dans A. Il nous su�tdonc de démontrer que l'équationx3 + y3 + z3 = 0n'a pas de solutions dans A avec x, y et z premiers entre eux deux à deux etl'un d'eux divisible par p.En fait dansZtoutes les unités sont des cubes, mais ce n'est pas vrai dansA, on va donc plutôt démontrer que l'équation



48 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes�1x3 + �2y3 + �3z3 = 0n'a pas de solutions dans A avec les �i des unités de A et toujours x, y et zpremiers entre eux deux à deux et l'un d'eux divisible par p.Pour cela choisissons un triplet solution pour lequel N (xyz) est minimal(et donc non nul puisque les nombres sont premiers entre eux). On supposeque c'est z qui est divisible par p et, quitte à changer y en �y et �2 en ��2,que x � y n'est pas divisible par p (on a vu que x et y sont congrus à �1modulo p chacun et donc x est congru à �y modulo p; on se ramène ici au casoù x est congru à �y). Or donc, à un multiple de p4 près, �1x3 + �2y3 vaut�(�1 � �2) :Comme il vaut aussi ��3z3, il est donc divisible par p3. Or la norme de l'élé-ment que l'on vient de considérer est majorée parN (�(�1 � �2)) = j�1 � �2j2 � (j�1j+ j�2j)2 = 4et donc ne peut être divisible par p3 (qui est de norme 27) que s'il est nul. Ilen résulte �2 = �1 et donc, quitte à diviser toutes les unités intervenant par�1, on se ramène à �1 = �2 = 1.On en déduit aussi que �3z3 est divisible par p4 et donc z est divisible parp2 (dans le cas des entiers, on le savait déjà, puisque z était divisible par 3) etz3 l'est par p6. Soit n la puissance de p dans la décomposition de z en facteurspremiers, on a donc n � 2 et z3 est divisible par p3n.On écrit x3 + y3 = (x+ y)(x + �y)(x + �2y) :Comme(x+y)�(x+�y) = py (x+y)�(x+�2y) = py(1+�) (x+�y)�(x+�2y) = py�si p divise l'un des trois termes x+ y, x+ �y, x+ �2y, il divise les trois et sip2 divise l'un, il ne divise pas les autres (car il ne divise ni y qui est premierà z donc à p, ni � qui est une unité, ni 1 + � = ��2 qui est aussi une unité).Comme p3n divise x3 + y3, on en déduit que exactement l'un des termes estdivisible par p3n�2 et les autres exactement par p. Quitte à changer y en y�ou y�2 (ce qui ne change pas y3), on peut supposer que c'est x + y qui estdivisible par p3n�2 (avec n � 2). Posonsx+ y = px0 x+ �y = py0 x+ �2y = pz0 ;Alors y0 � z0 = �y et z0 � �y0 = xet donc si un nombre premier (dans A) divise y0 et z0, il divise x et y. Ceciprouve que y0 et z0 sont premiers entre eux. De même



Exercice 4. Théorème de Fermat pour les polynômes 49x0 � y0 = y et y0 � �x0 = xet donc x0 et y0 sont premiers entre eux. On montre aussi que x0 et z0 sontpremiers entre eux. Comme leur produit est un cube, c'est que chacun est uncube (à des unités près). On a doncx0 = �01X3 y0 = �02Y 3 z0 = �03Z3pour des unités �0i et X, Y et Z des nombres dans A premiers entre eux deuxà deux et avec X divisible par p. Orp ��01X3 + �02�Y 3 + �03�2Z3� = (1 + � + �2)x+ (1 + �2 + �4)y= (1 + � + �2)x+ (1 + �2 + �)y= 0et donc �01X3 + (�02�)Y 3 + (�03�2)Z3 = 0 :Comme N (XY Z)3 = N (x0y0z0) = N (z3=p3), on aN (XY Z) = N (z)3 < N (z) � N (xyz) :Ceci contredit la minimalité de N (xyz) et achève de prouver le théorème deFermat pour n = 3.



50 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 5Une équation matricielleSi X est solution de X2 = A, alors XA = XX2 = X3 = X2X = AX et doncX et A commutent. On peut donc les triangulariser dans une même base.On se place dans un sous-espace caractéristique E de A. Autrement diton se place dans E = Ker(A � a:Id)m pour a une valeur propre de A et msu�samment grand, par exemplem = n. CommeE est stable par A et commeX doit commuter à A, X doit laisser E stable. Comme Cn est somme directedes sous-espaces caractéristiques de A, on obtiendra toutes les solutions del'équation X2 = A en prenant une solution quelconque dans chaque E.Les valeurs propres de X sont alors solutions de x2 = a. Pour résoudreX2 = A quand a est non nul, il faut donc se donner une décomposition deE en deux sous-espaces (les sous-espaces caractéristiques de X) et chercherdans chacun d'eux une solution n'ayant qu'une seule valeur propre. Quand aest nul, il faut trouver X n'ayant que 0 comme valeur propre.On se place donc dans un sous-espace caractéristique F de X autrementdit X�xIdF est nilpotente sur F pour un certain x. Mais alors (pour a = x2)A� aIdF est également nilpotente ; en e�et A� aId = (X � xId)(X + xId),donc, comme X � xId et X + xId commutent,(A� aId)m = (X � xId)m(X + xId)m = 0pour m assez grand, car X � xId est nilpotente.F est donc stable par A et A = a:IdF +N sur F avec N nilpotente. Donctoute solution sur E est donnée (si a est non nul) par la somme de 2 solutionssur deux sous-espaces F et F 0 de E, stables par A et sur lesquels X n'a qu'unevaleur propre. On est donc ramené au problème suivant : F est un sous-espacestable par A d'un sous-espace caractéristique de A et on cherche X sous laforme X = x:IdF +N 0 où x est solution de x2 = a. Autrement dit on chercheà résoudre une équation entre matrices nilpotentes :2xN 0 +N 02 = N :Matriciellement, en se plaçant dans la base de triangularisation de X, on peutsupposer N et N 0 triangulaires.Examinons le problème en petites dimensions. Notons p la dimension de F .Pour p = 1 il n'y a pas de problème puisque N et N 0 sont nulles. Pour p = 2,écrivonsN = � 0 n0 0 � N 0 = � 0 n00 0 � 2xN 0 +N 02 = � 0 2xn00 0 � :Autrement dit si x 6= 0 (i.e. a 6= 0), on a une seule solution à x �xé et sia = x = 0 on n'a de solution que si A est diagonalisable et alors X estquelconque n'ayant que 0 pour valeur propre.



Exercice 5. Une équation matricielle 51Pour p = 3, posons N = N1 + N2 et N 0 = N 01 + N 02 où les indices 1 et 2correspondent aux coe�cients de N et N 0 d'indices (i; j) tels que j� i = 1 ouj � i = 2 (surdiagonale et coe�cient en haut à droite). On a 2xN 0+ (N 0)2 =2xN 01+2xN 02+(N 01)2 et on doit donc résoudre 2xN 01 = N1 et 2xN 02+(N 01)2 =N2. Si x 6= 0 on a une fois encore unicité de N 01 et donc aussi de N 02. Parcontre si x = 0, on doit avoir N1 = 0 et on résout alors (N 01)2 = N2. Cetteéquation a une in�nité de solutions. En e�et, matriciellement, on a :N2 = 0@ 0 0 n0 0 00 0 0 1AN 01 = 0@ 0 n0 00 0 n000 0 0 1A et (N 01)2 = 0@ 0 0 n0n000 0 00 0 0 1A :En argumentant suivant les mêmes lignes, on voit que, quand a est non nul(et donc x non plus), il y a une unique solution en N 0.Par contre quand a = x = 0, on cherche à résoudre (N 0)2 = N avec N etN 0 nilpotentes. Remarquons que, dans un espace de dimension p, si N 0 estnilpotente alors (N 0)p = 0 (c'est par exemple le théorème de Cayley-Hamilton,mais ça se voit directement dans l'écriture matricielle). En appliquant cettecondition nécessaire, on voit que l'on a nécessairementN q = 0 pour q = E �p+ 12 � :C'est la condition N = 0 quand p = 2 mais c'est moins fort que la conditionN1 = 0 quand p = 3. Néanmoins dans l'étude précédente on a imposé d'écrireles matrices dans une base de triangularisation commune et il arrive que l'onpuisse résoudre (N 0)2 = N même si N1 n'est pas nulle. Par exemple0@ 0 0 00 0 10 0 0 1A = 0@ 0 0 11 0 00 0 0 1A2 :Pour comprendre cela et expliciter mieux la condition, il faut étudier les blocsde Jordan de A et X. Se donner un bloc de Jordan de X, c'est se donner unvecteur u tel que Xmu = 0, Xm�1u 6= 0 et tel que le sous-espace engendrépar hu;Xu; : : : ; Xm�1ui admet un supplémentaire stable par X. Ce bloc deJordan de X (de taille m) donne naissance à deux blocs de Jordan de A, celuiengendré par u (de taille E[(m + 1)=2]) et celui engendré par Xu (de tailleE[m=2]). Ces formules sont valables pour tout m (même m = 1). Réciproque-ment si on se donne deux blocs de Jordan de A de tailles égales (disons k)ou di�érant d'une unité (disons k et k + 1), on peut dé�nir X sur la sommede ces sous-espaces en envoyant le générateur du bloc le plus grand (s'il y ena un, n'importe lequel des deux sinon) sur le générateur de l'autre bloc. Une



52 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesremarque spéciale pour le cas où les blocs sont de tailles 0 et 1 : il est obtenupour k = 0 que l'on autorise donc si les blocs sont de tailles di�érentes, maisque l'on exclut évidemment si les blocs sont de tailles égales. En dé�nitive,on obtient pour X un bloc de Jordan de taille la somme des deux blocs de A,i.e. 2k ou 2k + 1 selon les cas.Notons nk le nombre de blocs de Jordan de A de taille k et Nk le nombrede blocs de Jordan de taille supérieure (ou égale) à k. La condition s'explciteainsi : pour tout entier k supérieur à 1, si Nk+1 est impair alors nk n'est pasnul. Cela se démontre par récurrence sur l le plus grand des k pour lequelnk 6= 0. Si l = 1, A est nulle et on peut prendre X = 0, la condition est bienvide. Montrons que si l'hypothèse est vraie au rang l, elle l'est au rang l + 1.Les blocs de taille l+1 sont nécessairement associés soit à des blocs de mêmetaille, soit de taille l. Il y a un nombre pair de blocs de taille l+1 associés entreeux et donc un nombre de même parité que nl+1 (ce qui est la même choseque Nl+1 dans ce cas) de blocs associés à des blocs de taille l. En particuliersi Nl+1 est impair, il est nécessaire que nl soit non nul. Si cette condition estremplie, quel que soit le nombre de blocs de tailles l+1 associés entre eux, ense plaçant dans l'espace stable supplémentaire des blocs de taille l+1 et leursassociés, on est ramené au cas d'une matrice qui a des invariants n0k égaux àceux de A, sauf que n0l+1 est nul et n0l a la même parité que nl � nl+1, i.e. lamême parité que Nl. La condition est donc bien nécessaire, par hypothèse derécurrence.Pour montrer qu'elle est su�sante, on associe autant de blocs de taille l+1que possible, de façon à en associer au plus un avec un bloc de taille l. Sila condition nécessaire dépendant de la parité de Nl+1 est satisfaite, on estramené à une matrice A ayant comme invariants n0k les mêmes que ceux deA, sauf que n0l+1 = 0 et n0l = nl ou n0l = nl � 1 (et dans ce dernier cas, nl estnon nul). Par hypothèse de récurrence on peut dé�nir X sur ce sous-espacestable (et ayant un supplémentaire stable) et donc partout.Reprenons l'étude du cas p = 3, les blocs de Jordan sont de tailles 1, 2 ou3 et la somme de ces tailles est p (i.e. 3). On a donc trois cas possibles : troisblocs de taille 1 (i.e. A est nulle), deux blocs l'un de taille 2 et l'autre de taille1, un seul bloc de taille 3. Seul ce dernier cas est exclu par notre condition etc'est celui qui correspond à N2 non nul. Cela dit, attention, la condition quel'on vient de trouver n'est pas la condition N q = 0 comme le montre le casp = 6 et N ayant quatre blocs de Jordan, un de taille 3 et trois de taille 1.Pour synthétiser un peu, on a démontré que si det(A) est non nul, l'équationa au moins une solution, mais si 0 est valeur propre de A, on a une conditionsupplémentaire liée aux blocs de Jordan de A attachés à la valeur propre 0.En particulier si A est diagonalisable, on a bien une solution (c'est d'ailleursimmédiat sur la forme diagonale de A). Le nombre de solutions pourrait êtredétaillé en fonction des blocs de Jordan.



Exercice 6. Transcendance de e 53Exercice 6Transcendance de e1. On calcule plus généralementIk = Z +10 e�xxkdx :Pour k supérieur à 1, une intégration par partie montre que Ik = kIk�1.Comme I0 = 1, on en déduit Ik = k! pour tout entier naturel k (en convenant0! = 1).Il en résulte que si P (X) = a0 + a1X + : : :+ akXk, alorsZ +10 e�x xn�1(n� 1)!P (x)dx = Z +10 e�xPkm=0 amxn+m�1(n� 1)! dx= a0(n� 1)! + a1n! + : : :+ ak(n+ k � 1)!(n� 1)!= a0 + a1n+ : : :+ ak(n+ k � 1) : : : n� a0 [n] :2. Soit Q(X) un polynôme à coe�cients entiers tel que Q(e) = 0. ÉcrivonsQ(X) = Plk=0 akXk ; comme e est non nul, on peut supposer que a0 estnon nul (quitte à diviser Q par une puissance su�sante de X) et on a doncPlk=0 akek = 0 et, a fortiori,lXk=0akek�Z +10 e�xxn�1(x� 1)n : : : (x � l)n(n� 1)! dx� = 0pour tout entier n, avec a0 non nul.Soit k un entier compris entre 0 et l, on calcule le ke terme :ek Z +10 e�x xn�1(x� 1)n : : : (x� l)n(n � 1)! dx= Z +10 ek�xxn�1(x� 1)n : : : (x� l)n(n� 1)! dx= Z +1�k e�y (y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n(n � 1)! dy= Z 0�k e�y (y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n(n� 1)! dy+ Z +10 e�y (y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n(n� 1)! dyLe second terme est un entier. Si k = 0 c'est un entier congru à



54 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes[�1(�2) : : : (�l)]n = (�1)nl(l!)nmodulo n. Si k n'est pas nul, e�yyn�1 est en facteur de y fois un autre poly-nôme et donc on trouve un entier nul modulo n.Il en résultelXk=0 ak Z +10 e�y (y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n(n� 1)! dy � (�1)nla0(l!)n [n]et donc c'est un entier non nul dès que n est premier à a0 et à tous les nombresinférieurs à l. Par exemple si n est un nombre premier supérieur à l et ja0j.Bornons le premier terme, on a, pour k entre 0 et l, et y entre �k et 0,e�y � el et ��(y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n�� � l(l+1)net donc, en notant aQ = max0�k�l jakj,����� lXk=0ak Z 0�k e�y (y + k)n�1(y + k � 1)n : : : (y + k � l)n(n � 1)! dy�����est majoré par (l + 1)aQl elln(l+1)(n� 1)!et tend donc vers 0 quand n tend vers l'in�ni. Choisissons donc n premiersupérieur à l et ja0j et tel que la quantité précédente soit strictement inférieureà 1. La somme des deux termes devrait être nulle et pourtant c'est la sommed'un entier non nul (puisque non nul modulo n) et d'un réel de valeur absolueinférieure à 1. Cette impossibilité prouve que Q ne saurait exister, i.e. e esttranscendant en ce sens qu'il n'est racine d'aucun polynôme à coe�cientsentiers.Commentaires. On démontre la transcendance de � à partir de la relationbien connue ei� = �1. En e�et le théorème général qu'on peut démontrerest que si z est un complexe non nul, alors z et ez ne peuvent être simul-tanément algébriques. On pourra consulter T. Schneider, Introduction auxnombres transcendants, paru chez Gauthier-Villars, Serge Lang, Introductionto transcendental numbers, paru chez Addison-Wesley ou encore A. Baker,Transcendental number theory, paru chez Cambridge university press.Donnons une démonstration de la transcendance de � moins générale maisavec l'essentiel des idées directrices. On suppose donc que � est racine d'unpolynôme à coe�cients rationnels. On peut même prendre le polynôme à co-e�cients entiers, disons Q. En considérant Q(X)Q(�X) qui est un polynômepair, on peut se ramener au cas où Q est pair. ÉcrivonsQ(X) = nXi=0 �2iX2i ;



Exercice 6. Transcendance de e 55alors i� est racine du polynôme à coe�cients entiersP (X) = nXi=0(�1)i�2iX2i :(En fait les nombres algébriques forment un corps et i est algébrique puisqueracine de X2 + 1, donc si � est algébrique, i� aussi.)Notons (xi)1�i�m les racines de P écrites avec multiplicités. Soit D unpgcd de P et P 0 : c'est un polynôme à coe�cients rationnels qui divise P dansl'anneauQ[X] et tel que P=D a les mêmes racines que P et n'a que des racinessimples. C'est a priori un polynôme à coe�cients rationnels, mais on peut lemultiplier par un entier pour obtenir un polynôme à coe�cients entiers. Onpeut donc supposer que P n'a que des racines simples.On veut construire des polynômes Pk à coe�cients entiers dont les racinessont les sommes de k xi distincts. Pour k = 1, on prend bien sûr P1 = P .Pour k entre 1 et m, notons Ik l'ensemble des ensembles à k éléments formésd'entiers entre 1 et m et, pour I dans Ik,y(k)I =Xi2I xi :Pour obtenir Pk, il su�t de prendre le produit QI2Ik(X � y(k)I ) à conditionque ce polynôme soit à coe�cients entiers. D'après les formules de Newton,il faut donc montrer que les fonctions symétriques élémentaires des y(k)I sontdes entiers.Soit Fj la jeme fonction symétrique élémentaire des y(k)I , c'est aussi unefonction symétrique des xi puisque, si on permute les xi, disons x�(i) pour �une permutation de l'ensemble desm premiers entiers, on permute les élémentsde Ik par I ! �(I). Comme les fonctions symétriques élémentaires des xi sontdes entiers, Fj est donc un polynôme à coe�cients entiers en ces entiers, i.e.un entier.Tout comme pour P , on peut choisir Pk sans multiplicités. Considéronsmaintenant 0 = (ex1 + 1)(ex2 + 1) : : : (exm + 1) ;on peut l'écrire 0 = a0 + ey1 + : : :+ eyroù on a en fait regroupé toutes les sommes de k xi distincts qui sont nullessous la dénomination a0 et où les yj sont les sommes non nulles. Remarquonsque deux yj peuvent parfaitement être égaux, il n'y a que les sommes nullesque l'on a regroupées. Par dé�nition a0 est un entier strictement positif. Lesyj sont évidemment tous racines de P1P2 : : :Pm et sont donc racines d'unpolynôme à coe�cients entiers. On peut, comme toujours, supposer ce poly-nôme sans racine multiple et on peut aussi (quitte à diviser par une puissancesu�samment élevée de X) supposer que 0 n'en est pas racine. Notons R untel polynôme.



56 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesÉcrivons R(X) = rXj=0 bjXj avec b0br 6= 0et introduisons, pour p premier, les fonctions polynômiales sur RRp(t) = tp�1 (R(t))pfp(t) = brp�1r(p� 1)!Rp(t)et Fp(t) = fp(t) + f 0p(t) + : : :+ f (rp+p�1)p (t) :En particulier Rp est à coe�cients entiers. Et R(k)p (0) est égal à son kemecoe�cient multiplié par k!. Pour k < p� 1, c'est donc nul. Pour k = p� 1 ontrouve directement (p� 1)!R(0)p = (p� 1)!bp0. Pour k > p� 1 on trouve doncun multiple entier de p!. Il en résultef (p�1)p (0) = bp0brp�1r et, pour k 6= p� 1, f (k)p (0) � 0 [p]et Fp(0) � bp0brp�1r � b0br�1r [p] :On veut maintenant évaluer Fp en yi. Puisque yi est racine d'ordre p de Rpet fp, on a f (k)p (yi) = 0 si k < p. Pour k � p, notons cj les coe�cients de Rp,on a R(k)p (X) = rp+p�1�kXj=0 R(k+j)p (0)j! XjR(k)p (X) = rp+p�1�kXj=0 (k + j)!ck+jj! XjR(k)p (X) = rp+p�1�kXj=0 k!Cjk+jck+jXjf (k)p (X) = rp+p�1�kXj=0 k!(p� 1)!brp�1r Cjk+jck+jXjf (k)p (X) = rp+p�1�kXj=0 p(p+ 1) : : :kbrp�1r Cjk+jck+jXjet donc il existe un polynôme Sp;k à coe�cients entiers tel quef (k)p = pbrp�1r Sp;k



Exercice 6. Transcendance de e 57et donc aussi un polynôme Sp à coe�cients entiers tel queFp = p�1Xk=0f (k)p + pbrp�1r Sp :Il en résulte Fp(yi) = pbrp�1r Sp(yi) :Remarquons que Sp;k est de degré rp+ p� 1� k et donc que Sp est de degréinférieur ou égal à rp � 1. Il en résulte que Pri=1 Sp(yi) est un polynôme àcoe�cients entiers en les fonctions symétriques élémentaires des yi, i.e. en lesbi=br, de degré total inférieur à rp � 1. En particulier brp�1r Pri=1 Sp(yi) estentier. D'où rXi=1 Fp(yi) � 0 [p]et rXi=1 (Fp(yi) + eyiFp(0)) � �a0b0br�1r [p] :On en conclut que c'est un entier non nul modulo p si p est supérieur àmax(a0; jb0j; jbrj).Or on a �e�tFp(t)�0 = e�t ��Fp(t) + F 0p(t)� = �fp(t)e�tet donc e�tFp(t)� Fp(0) = � Z t0 e�ufp(u)du = �t Z 10 e�utfp(ut)duou encore Fp(t)� etFp(0) = �t Z 10 et(1�u)fp(tu)du :Il en résulte, en notant Y = supi jyij,����� rXi=1 (Fp(yi) � eyiFp(0))����� � rY eY brp�1r(p� 1)!Y p�1 supt2[�Y ;Y ] jR(t)jpet donc cette quantité tend vers 0 quand p tend vers l'in�ni. Mais on vient devoir que c'est un entier non nul modulo p pour tout p premier assez grand, etdonc un entier non nul pour tout p premier assez grand. Cette contradictionnous assure que � est transcendant.



58 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 7Racines carrées de �1 dans Qp1. Tout d'abord si n et m sont deux entiers naturels non nuls, on a vp(nm) =vp(n) + vp(m) par application directe de la dé�nition de vp. La même pro-priété reste vraie pour n et m entiers relatifs puisque la valeur absolue estmultiplicative.Si r = q1=q2 = q01=q02 est un rationnel non nul, alors q1q02 = q2q01 est unentier relatif non nul et doncvp(q1) + vp(q02) = vp(q1q02) = vp(q2q01) = vp(q2) + vp(q01) :D'où vp(q1) � vp(q2) = vp(q01)� vp(q02) :2. Comme px = ex log(p) est toujours strictement positif, il est clair queNp(r) = 0, r = 0 :Si r1r2 = 0, l'un des deux est nul et l'égalité Np(r1r2) = Np(r1)Np(r2) estclaire. Sinon, écrivons r1 = q1=q2 et r2 = q01=q02 avec q1, q2, q01 et q02 entiersrelatifs non nuls. On avp(r1r2) = vp(q1q01)� vp(q2q02)= vp(q1) + vp(q01) � vp(q2)� vp(q02)= vp(r1) + vp(r2)et donc Np(r1r2) = Np(r1)Np(r2) :Par dé�nition de vp, si n est un entier (relatif) non nul, on a n = pvp(n)m avecm premier à p. En écrivant r = q1=q2, on obtientr = pvp(q1)q01pvp(q2)q02 = pvp(r) q01q02avec q01 et q02 des entiers (relatifs) premiers à p. Écrivons donc r1 et r2 souscette forme : r1 + r2 = pvp(r1) q1q2 + pvp(r2) q01q02et notons k = minfvp(r1); vp(r2)g. On ar1 + r2 = pk pvp(r1)�kq1q02 + pvp(r2)�kq01q2q2q02 :Comme q2q02 est premier à p (par le lemme de Gauÿ, puisque q2 et q02 le sont),on a vp(r1+r2) � k. En fait on a même égalité si vp(r1) 6= vp(r2) puisque dans



Exercice 7. Racines carrées de �1 dans Qp 59ce cas l'un des deux termes du numérateur est divisible par p et pas l'autre.En tout cas Np(r1 + r2) � p�k = maxfNp(r1); Np(r2)g � Np(r1) +Np(r2).Remarque : cette valeur absolue est connue sous le nom de valeur absoluep-adique. La propriété que nous venons de montrer, plus forte que l'inégalitétriangulaire, est dite ultramétrique. Elle exprime le fait que si deux boules serencontrent, alors l'une des deux est incluse dans l'autre ! En�n cette valeurabsolue n'est pas archimédienne et se distingue donc encore une fois de lavaleur absolue usuelle.3. Pour n et m deux entiers supérieurs à 1, on a an+m � an = am10n et doncv5(an+m � an) = n, soit encore N5(an+m � an) = 5�n. Il en résulte que lasuite (an)n�1 est bien de Cauchy.4. De plus on a 3an + 1 = 10n et donc an + 1=3 = 10n=3. Il en résulteN5�an + 13� = 5�net donc la suite (an)n�1 converge vers �1=3.5. Pour n arbitrairement grand, on cherche un rationnel r tel que Np(r2 + 1)soit inférieur à p�n.On a vu que Np est ultramétrique. En conséquence si Np(r2 + 1) < 1,alors on doit avoir Np(r2) = 1 car sinon Np(r2 + 1) = maxfNp(r2); Np(1)g =maxfNp(r2); 1g � 1. Comme Np est multiplicative, on doit avoir Np(r) = 1.Autrement dit on doit avoir r = q1=q2 avec q1 et q2 premiers à p. On aalors Np(r2 + 1) = Np(q21 + q22)=Np(q22) = Np(q21 + q22)et donc, pour n arbitrairement grand, on cherche q1 et q2 tels que vp(q21+q22) �n ou encore tels que q21 + q22 � 0 [pn] :Comme q2 est premier à p, il l'est à pn et on peut trouver une relation deBézout entre eux : aq2 + bpn = 1 avec a et b entiers. On a alors(aq1)2 + 1 � (aq1)2 + (aq2)2 � a2(q21 + q22) � 0 [pn] :Et on est donc ramené à trouver un entier q premier à p tel queq2 + 1 � 0 [pn] :Le problème est donc de trouver une suite (an)n�1 d'entiers tels que a2n+1 �0 [pn].Supposons d'abord le problème résolu pour n = 1 et cherchons a2. Re-marquons que a22 + 1 � 0 [p2] entraîne en particulier a22 + 1 � 0 [p] et donca22 � a21 [p]. Quitte à changer a2 en �a2, on peut donc choisir a2 � a1 [p].Autrement dit on cherche a2 sous la forme a1 + xp.



60 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesOn a(a1 + xp)2 + 1 = (a21 + 1) + 2a1xp+ x2p2 � (a21 + 1) + 2a1xp [p2]et, puisque a21 + 1 est un entier divisible par p, on cherche donc x tel que2a1x+ a21 + 1p � 0 [p] :Ceci est évidemment possible si p est impair car �2a1 est premier à p (car 2et a1 le sont) et admet alors un inverse modulo p (c'est la relation de Bézout),disons y et on choisit x = y(a21 + 1)=p ou encore a2 = a1 + y(a21 + 1).En fait le même calcul convient pour calculer an+1 en fonction de an. Onpeut encore choisir an+1 � an [pn] et on trouvean+1 = an + y(a2n + 1) ;où y est l'inverse de �2an modulo p (autrement dit on a une relation de Bézoutentre p et �2an de la forme �2any + up = 1 avec u et y entiers). Finalementon voit que si p est impair et si on peut trouver a1 tel que a21 +1 � 0 [p] alorson peut trouver une suite de rationnels (an)n�1 telle que a2n tende vers �1pour Np.Dans le cas p = 2, on voit que le problème a22+1 � 0 [4] n'a pas de solutioncar les carrés modulo 4 sont 0 et 1.Il nous reste donc à voir quand on peut résoudre x2 + 1 � 0 [p] pour ppremier impair. Remarquons que le petit théorème de Fermat (ou le théorèmede Wilson) entraîne que1 � xp�1 � (x2)(p�1)=2 � (�1)(p�1)=2 [p]pour tout x solution de l'équation. En conséquence l'équation n'a pas desolution quand (p � 1)=2 est impair, ou encore lorsque p est congru à �1modulo 4.Si au contraire p est congru à 1 modulo 4, nous allons montrer que l'équationa une solution (en fait 2 !). L'équation x2 � 1 [p] a au plus deux solutionsmodulo p, d'après le lemme de Gauÿ, puisquex2 � 1 � (x� 1)(x+ 1) [p] :Ces solutions sont donc 1 et �1 modulo p.Maintenant, pour tout entier x premier à p, on a xp�1 � 1 [p] et doncx(p�1)=2 est de carré 1 modulo p, et est par conséquent égal soit à 1, soità �1 modulo p. Si a est tel que a(p�1)=2 � 1 [p], on peut écrire la divisioneuclidienne de X(p�1)=2 � 1 par X � a dans Z[X]X(p�1)=2 � 1 = Q(X)(X � a) + boù b est un entier et Q est un polynôme unitaire de degré (p�3)=2. En faisantX = a dans cette égalité, il vient pjb et donc



Exercice 7. Racines carrées de �1 dans Qp 61X(p�1)=2 � 1 � Q(X)(X � a) [p]en ce sens que la congruence est vraie pour toute valeur entière de X. Enparticulier si a1; a2; : : : ; a(p�1)=2 sont (p � 1)=2 entiers non congrus (deux àdeux) entre eux modulo p et tels que leur puissance (p�1)=2-ème est congrueà 1 modulo p, alors X(p�1)=2 � 1 � (p�1)=2Yi=1 (X � ai) [p]et le lemme de Gauÿ assure que si un entier véri�e x(p�1)=2 � 1 [p], alors ilest congru à l'un des ai. En conséquence l'équation x(p�1)=2 � 1 [p] admet auplus (p � 1)=2 solutions modulo p. Il en est en fait de même pour l'équationx(p�1)=2 � �1 [p] et elles ont par conséquent chacune exactement (p � 1)=2solutions modulo p.Il nous su�sait d'en avoir une pour trouver une réponse à notre problèmepuisque si x véri�e x(p�1)=2 � �1 [p] alors y = x(p�1)=4 véri�e y2 � �1 [p]et on peut véri�er que �y est alors l'unique autre solution modulo p à lacongruence x2 � �1 [p].En résumé on peut trouver une suite de rationnels dont le carré tend vers�1 pour Np si et seulement si p est congru à 1 modulo 4. Il est à noter quecette suite peut être prise de Cauchy puisque nous l'avons construite véri�antan+1 � an [pn] et donc Np(an+k�an) � p�n pour tout couple d'entiers (n; k).6. Il en résulte en particulier que Q n'est pas complet pour Np quand p estcongru à 1 modulo 4 puisqu'aucun rationnel n'est de carré �1. Si p est impair,la même méthode permet de construire une suite d'entiers dont le carré tendvers 1 � p. On commence avec a1 = 1 et a2 = 1 + p(p � 1)=2, puis on aan+1 = an + y(a2n + p � 1) où y est l'inverse de �2an modulo p. En�n sip = 2 on doit choisir une équation de degré supérieur si on veut pouvoirappliquer la méthode précédente. On véri�e que la suite dé�nie par a1 = 1 etan+1 = a3n + an + 3 est telle que a3n tend vers �3 pour N2. Pour �nir Q n'estcomplet pour aucune de ces valeurs absolues et, comme dans le cas de R etde la valeur absolue usuelle, cela donne lieu à la construction du complété deQ pour chaque valeur absolue Np : Qp.Commentaires.On peut montrer que les seules valeurs absolues non trivialessur Q sont celles que l'on a construites et celle que l'on connaît bien, à unfacteur exponentiel près. Autrement dit les seules valeurs absolues sur Q sontjxjs, pour 0 < s � 1 et a�vp(x) pour a > 1 ainsi que la valeur absolueconstamment égale à 1 (pour x non nul).La méthode de résolution d'une équation dans Qp par approximations suc-cessives est connue sous le nom de � lemme de Hensel�.Pour énoncer ce lemme, nous aurons besoin de quelques notations supplé-mentaires. Introduisons Zp l'ensemble des entiers p-adiques, c'est par dé�ni-tion l'ensemble des x dans Qp tels que Np(x) � 1. On peut montrer que ce



62 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesn'est rien d'autre que l'adhérence de Zdans Qp pour la topologie induite parNp. Autrement dit tout entier p-adique est limite d'une suite d'entiers (lalimite étant prise au sens de Np). Remarquons que tout entier peut se déve-lopper en base p sous la forme a0 + a1p+ : : :anpn avec les ai compris entre 0et p� 1. Or toute série de la forme+1Xn=0 anpnconverge pour Np, puisqu'un paquet de Cauchy véri�eNp lXn=k anpn! � maxfNp(anpn)g � p�k :Il en résulte queZp n'est rien d'autre que l'ensemble des éléments de la forme+1Xn=0 anpnpour des coe�cients an tous compris entre 0 et p � 1. On peut aussi décrireQp de cette façon, ce sont les éléments de la forme+1Xn=n0 anpnpour un certain n0 dans Z(dépendant de x) et des an tous compris entre 0et p� 1.L'ensemble Zp est un anneau (dont le corps des fractions est Qp) et onpeut considérer l'anneau des polynômes à coe�cients dansZp, notéZp[X]. SiP (X) = a0 + a1X + : : :+ anXn est un tel polynôme, on notera sa norme ausens de Gauÿ jjP jjgauss = maxi Np(ai) :Cette norme est multiplicative, en ce sens que, si P et Q sont deux polynômes,on a jjPQjjgauss = jjP jjgaussjjQjjgauss :Soit maintenant En l'ensemble des polynômes sur Zp de degré strictementinférieur à n (si on prenait Qp au lieu de Zp ce serait un espace vectoriel dedimension n, ici on obtient l'analogue sur un anneau, i.e. un module). Si P etQ sont de degré n et m respectivement, on a une application� : En � Em ! En+m(R;S) 7! PS + QR :Si on rapporte les En à la base canonique (1; X; : : : ; Xn�1), on note R(P;Q)le déterminant de l'application �. C'est au signe près ce que l'on appelle le



Exercice 7. Racines carrées de �1 dans Qp 63résultant des deux polynômes. Ce scalaire n'est en fait nul que si P et Q ontun facteur en commun.On prend maintenant P , Q et R dans Zp[X] et on suppose que QR estpresque égal à P au sens suivant� deg(P ) = deg(Q) + deg(R)� deg(P � QR) < deg(P ) (autrement dit le coe�cient dominant de QR estle même que celui de P )� Il existe 0 < � < 1 tel que jjP �QRjjgauss � �Np (R(Q;R))2.Alors on peut factoriser P par des polynômes proches de Q et R en ce sensque� P = ~Q ~R� deg(Q) = deg( ~Q) et deg(Q� ~Q) < deg(Q)� deg(R) = deg( ~R) et deg(R� ~R) < deg(R)� jjQ� ~Qjjgauss � �Np (R(Q;R))� jjR� ~Rjjgauss � �Np (R(Q;R))Ce lemme n'est rien d'autre que le théorème des fonctions implicites (en plu-sieurs variables) appliqué à la fonction(S; T ) 7! (Q+ S)(R + T )� P(on aura ~Q = Q + S et ~R = R + T ) et le résultant est tout simplement lejacobien de cette transformation.Ce lemme se spécialise en le lemme de Newton (qui est l'analogue p-adiquede la méthode de Newton de résolution des équations numériques, ou méthodedes tangentes). Si P prend une valeur su�samment petite en �, alors on peuttrouver une racine de P proche de �. De façon plus précise, soit P un polynômeà coe�cients dans Zp et � dans Zp tel queNp (P (�)) � �Np (P 0(�))2avec 0 < � < 1, alors il existe � dans Zp tel queP (�) = 0 et Np(�� �) � �Np (P 0(�)) :Pour d'autres résultats sur les nombres p-adiques, on peut regarder l'exer-cice 17. De nombreux livres existent sur ce sujet très riche. Pour commenceron peut lire Yvette Amice, Les nombres p-adiques, paru aux Presses Univer-sitaires de France. On peut aussi consulter des livres plus spécialisés : Borevi£et Safarevi£, Théorie des nombres, paru chez Gauthier-Villars, Serre, Corpslocaux, paru chez Hermann ou encore Weil, Basic number theory, paru chezSpringer-Verlag.



64 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 8Zéros de certaines séries de FourierSoit I = [a; a+ 2�] un intervalle de longueur 2� �xé. Si f a 2n zéros sur cetintervalle, ce sera encore vrai sur n'importe quel autre intervalle de longueur2�, par 2�-périodicité. On peut supposer que f n'est pas identiquement nulle(sinon le résultat est immédiat) et donc aussi que I a été choisi de sorte quef(a) 6= 0.On va montrer qu'alors f change au moins 2n fois de signe sur I. Parcontinuité de f les points où elle change de signe sont nécessairement deszéros, le contraire n'étant pas forcément vrai. Remarquons également que, fétant périodique, elle change nécessairement de signe un nombre pair de foisentre a et a + 2� (puisque f(a) et f(a + 2�) = f(a) sont de même signe).Aussi si f ne change pas 2n fois de signe, elle ne change au plus que 2n � 2fois de signe.Vu les hypothèses faites sur f , elle est somme de sa série de Fourier et estorthogonale (au sens que l'intégrale sur I de fg est nulle) à tout polynômetrigonométrique de la formeg(x) = a0 + n�1Xk=1 (ak cos(kx) + bk sin(kx))pour des réels ak et bk quelconques. L'idée est de montrer que l'on peuttoujours trouver un polynôme trigonométrique non nul de cette forme quichange de signe en 2m points donnés à l'avance dans I, pourvu que m soitinférieur à n�1 (la parité de 2m est nécessaire toujours par 2�-périodicité deg).Si tel est le cas et si f ne changeait pas 2n fois de signe sur I, on pourraittrouver un polynôme trigonométrique g comme précédemment qui change designe en tout point où f change de signe. Alors la fonction fg serait continue,ne changerait pas de signe sur I et y aurait pourtant une intégrale nulle. Cettecontradiction montre que f change au moins 2n fois de signe sur I et y a doncau moins 2n zéros.Donnons-nous 2m points distincts de I disons x1, x2, : : : , x2m (dont auplus un est une des bornes) et écrivons le système en (ak)0�k�m et (bk)1�k�mg(xj) = a0 + mXk=1 (ak cos(kxj) + bk sin(kxj)) = 0 81 � j � 2m :Posons ck = (ak � ibk)=2 et c�k = ck pour 1 � k � m et c0 = a0. On a alors



Exercice 8. Zéros de certaines séries de Fourier 65g(x) = c0 + mXk=1 �ckeikx + c�ke�ikx�= mXk=�m ckeikx= e�imx 2mXk=0 ck�meikx :Posons zj = exp(ixj) et P le polynôme à coe�cients complexesP (X) = 2mXk=0 ck�mXk ;on a g(x) = e�imxP (eix)et donc le système précédent est équivalent àP (zj) = 0 81 � j � 2m :Remarquons que zj = zk si et seulement si xj�xk 2 2�Zi.e. xj = xk puisqueI est de longueur 2� et qu'au plus l'un des xi est une des bornes. Il est doncnécessaire que P soit de la formeP (X) = c 2mYj=1(X � zj) ;la constante c étant déterminée par le fait que le coe�cient dominant de Pest nécessairement conjugué à son terme constant, i.e.c = c 2mYj=1 zjou encore c2jcj2 = 2mYj=1 zj :Cela étant possible puisque les zj sont des nombres complexes de module 1.Écrivons le développement de P :P (X) = 2mXk=0�k�mXk :On a �m = ��m et il faut montrer que �k et ��k sont bien conjugués pourtout k. Pour cela il su�t de remarquer que si



66 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesQ(X) = 2mXk=0�m�kXk ;alors (en tenant compte de z�1j = zj car ce sont des complexes de module 1)Q(zj) = 2mXk=0�m�kzkj = 2mXk=0�k�mz2m�kj = z2mj P (zj) = 0 :Q est donc un polynôme de degré au plus 2m admettant les mêmes racinesque celles de P et qui a le même coe�cient dominant que celui de P , on adonc Q = P et donc ��k = �k pour tout 0 � k � m.Un polynôme trigonométrique g s'annulant en les xj existe donc bien. Ilreste à voir qu'il change de signe en chacun des points. Or g s'annule en x siet seulement si P s'annule en eix et, de plus,g0(x) = e�imx ��imP (eix) + ieixP 0(eix)�(la quantité est en fait réelle). Donc g(x) = g0(x) = 0 si et seulement siP (eix) = P 0(eix) = 0.Les zj sont les seules racines de P par construction et aucun n'est racinede P 0 car tous les zj sont distincts deux à deux et l'exposant de X � zj dansP est donc exactement 1, exprimant que zj n'est pas racine double de P . Ilen résulte que les zéros de g sur I sont exactement les xj et qu'en ces pointsg0 est non nulle. L'équivalent de g au voisinage de xj est donc (x� xj)g0(xj)(d'après la formule de Taylor-Young par exemple) et g change de signe en xj.



Exercice 9. Sur l'inégalité arithmético-géométrique 67Exercice 9Sur l'inégalité arithmético-géométrique1. Dans le cas où x = a, on aI(x; x) = Z +10 ux2(u+ 1)3 du= 1x2 Z +10 u+ 1� 1(u+ 1)3 du= 1x2 Z +10 � 1(u+ 1)2 � 1(u+ 1)3� du= 1x2 �1� 12�= 12x2 :Pour calculer I(x; a) dans le cas x distinct de a, il faut décomposer l'in-tégrand en éléments simples. Comme le degré du numérateur est strictementinférieur à celui du dénominateur, la partie entière de la fraction rationnelleest nulle et on peut donc écrireu(u+ 1)(x+ au)2 = �u+ 1 + �x+ au + (x+ au)2avec �, � et  des réels. Les termes correspondants aux exposants maximauxde chacun des éléments simples sont immédiats à calculer :� = u(x+ au)2 ����u=�1 = � 1(x� a)2et  = uu+ 1 ����u=�x=a = xx� a :Pour calculer � on a plusieurs possibilités. On peut diviser suivant les puis-sances croissantes de (x + au) ou bien identi�er etc. Le plus simple est sansdoute d'utiliser la formule de Taylor. En e�et, on auu+ 1 =  + �(x + au) + O((x+ au)2)et donc a� est la dérivée de u=(u+ 1) en �x=a. D'oùa� = 1(u+ 1)2 ����u=� xa = a2(x� a)2et



68 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes� = a(x� a)2 :On peut maintenant calculer une primitive de l'intégrandZ u(u+ 1)(x+ au)2 du = Z �� 1(x � a)2(u+ 1) + a(x� a)2(x+ au)�du+ Z � x(x� a)(x+ au)2� du= 1(x� a)2 �log ����x+ auu+ 1 ���� � x(x� a)a(x+ au)�d'où (la fraction rationnelle dans le logarithme est toujours positive pour udans R+ puisque a et x sont strictement positifs)I(x; a) = 1(x� a)2 �log(a) � log(x) + x� aa � = a log(a=x) + x� aa(x� a)2 :On peut récrire ce calcul, sans distinguer de cas, sous la formelog�ax� = a� xa + (x� a)2I(x; a) :D'oùlog�AG� = log(A) � nXi=1 pi log(xi)=  nXi=1 pi! log(A)� nXi=1 pi log(xi)= nXi=1 pi log�Axi�= nXi=1 pi�A� xiA + (xi �A)2I(xi; A)�= (Pni=1 pi)A �Pni=1(pixi)A + nXi=1 pi(xi �A)2I(xi; A)= A� AA + nXi=1 pi(xi � A)2I(xi; A)= nXi=1 pi(xi � A)2I(xi; A) :Comme I(x; a) est l'intégrale d'une fonction strictement positive, c'est unequantité strictement positive. Il en résulte que le terme de droite dans l'égalitéprécédente est toujours positif (donc A � G) et qu'il n'est nul que si tous les



Exercice 9. Sur l'inégalité arithmético-géométrique 69xi sont égaux à A. En résumé A est toujours supérieur à G et ne lui est égalque si tous les réels xi sont égaux entre eux.2. Remarquons que A0 = 1� A puisqueA0 = nXi=1 pi(1� xi) =  nXi=1 pi!� A = 1� Aet donc yi � A0 = A � xi. Pour comparer A=G à A0=G0, on compare leurslogarithmes :log�AG�� log�A0G0� = nXi=1 pi�(xi �A)2I(xi; A)� (yi �A0)2I(yi; A0)�= nXi=1 pi(xi �A)2�I(xi; A)� I(1 � xi; 1� A)� :Or, en notant fx;a(u) l'intégrand de I(x; a),fx;a(u)� f1�x;1�a(u) = u(u+ 1)(x+ au)2 � u(u + 1)(1� x+ (1� a)u)2= uu+ 1 (1� x+ (1 � a)u)2 � (x + au)2(x+ au)2(1� x+ (1� a)u)2= uu+ 1 (1 + u)(1� 2x+ (1� 2a)u)(x+ au)2(1 � x+ (1 � a)u)2= u [(1� 2a)u+ (1� 2x)](x+ au)2(1� x+ (1� a)u)2et l'intégrand est donc positif dès que x et a sont inférieurs à 1=2. Or donc sitous les xi sont inférieurs à 1=2, il en est de même de leur moyenne arithmé-tique et l'expression précédente montre que A=G est supérieur à A0=G0. Deplus il n'y a égalité que si tous les xi sont égaux.Commentaires. Euler a démontré de façon élémentaire et élégante l'inégalitéentre moyennes arithmétique et géométrique non pondérées. Pour 2 réels, c'estl'inégalité de Cauchy-Schwartz ou une identité remarquable. On en déduitl'inégalité pour 2n réels par récurrence. On l'applique pour n quelconque encomplétant par 2m � n réels tous égaux à la moyenne arithmétique des npremiers : la moyenne arithmétique ne change pas et on obtientnYi=1xiA2m�n � A2md'où Gn � An :



70 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesMais on peut aussi aller plus loin et introduire la moyenne d'ordre rMr(x1; : : : ; xn) = �xr1 + : : :+ xrnn �1=r :La moyenne géométrique correspond à r = 0, l'arithmétique à r = 1, la normeeuclidienne est obtenue pour r = 2, la moyenne harmonique correspond àr = �1 etc. Par utilisation de la convexité de xr, on prouve que, les n réelsétant �xés, Mr est une fonction croissante de r et elle est même strictementcroissante dès que les n réels ne sont pas identiques.



Exercice 10. Dimension de Hausdor� d'un compact de Rn 71Exercice 10Dimension de Hausdor� d'un compact de Rn1. Pour 0 < r < 1 la fonction de Rdans R+ qui à d associe rd est décroissante,donc g est décroissante.Supposons que, pour un certain d0, on ait g(d0) < +1. Pour d supérieurà d0 on a f(d; U ) =Xi2I rdi �  Xi2I rd0i ! r(U )d�d0et donc infr(U)�" f(d; U ) � "d�d0 infr(U)�" f(d0; U ) :Il en résulte g(d) = 0 puisque l'in�mum de f(d0; U ) a une limite �nie quand" tend vers 0 et "d�d0 tend vers 0, puisque d� d0 > 0.Donc si g est �nie en un point, elle est nulle après. Montrons que g est �niepour d = n. On munit Rn de la norme du sup pour laquelle les �boules� sontdes cubes. Dans ce cas rn représente tout simplement le volume euclidien ducube de côté r. Donc f(d; U ) est le volume total du recouvrement. Si K estun compact, il est borné et donc inclus dans un cube, disons de côté a. Endécoupant ce gros cube en kn cubes (ouverts) de côtés légèrement supérieursà a=k, par exemple de côté (1 + 1=k)1=na=k, on arrive à recouvrir le cube (etdonc K) de sorte que f(n; U ) = (1 + 1=k)an et comme r(U ) tend vers 0, celaprouve que g(n) � an < +1.De plus, pour des normes équivalentes, les boules respectives sont inclusesles unes dans les autres à condition de multiplier le rayon par une constante.Soit B(x; r) les boules ouvertes pour la première norme et B0(x; r) celles pourla seconde norme. Il existe deux réels strictement positifs � et � tels que, pourtout point x et tout rayon r,B(x; �r) � B0(x; r) � B(x; �r) :Par conséquent, si on note g et g0 les fonctions correspondant à chacune desnormes, on a �dg(d) � g0(d) � �dg(d) et donc g et g0 sont nulles, �nies nonnulles ou in�nies simultanément.Il résulte de cette étude qu'il existe un unique d0 tel que1. Pour tout d strictement inférieur à d0, g(d) = +1.2. Pour tout d strictement supérieur à d0, g(d) = 0.3. On a 0 � d0 � n.Il est à noter que la valeur de g(d0) n'est pas déterminée et peut être nulleou in�nie.2.On se place toujours dansRnmuni de la norme du sup. Avec le raisonnementprécédent on peut recouvrir un carré de côté a par k2 cubes de côté (1 +1=k)2a=k. Il en résulte que g(2) � a2 est �nie. Donc d0 � 2. On a remarqué



72 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesque la valeur de d0 est indépendante de la norme choisie mais il est aussiinvariant si on change K par une isométrie (pour une norme quelconque, parexemple par une rotation, qui est une isométrie pour la norme euclidienne).On peut donc supposer que le carré a ses côtés parallèles aux deux premiersaxes de coordonnées. Dans ce cas l'intersection d'un cube de côté b (qui aaussi un diamètre b pour la norme du sup) avec le carré est un compact inclusdans le carré dont le diamètre est inférieur à b et est donc inclus dans un carréde côté b. Pour la norme euclidienne ce carré a une surface b2 et il faut doncau moins a2=b2 tels carrés si on veut recouvrir totalement le carré initial (lasurface euclidienne d'une réunion est inférieure à la somme des surfaces dechacun des ensembles qui la composent). On a doncf(d; U ) � a2bd�2 si r(U ) � b :Et donc, si d < 2, on a g(d) = +1. D'où d0 = 2.Le même raisonnement montre que d0 = 1 pour un segment.Passons à l'étude de l'ensemble de Cantor. On admettra ici que l'ensemblede Cantor est compact. Pour le démontrer il su�t de pratiquer une extractiondiagonale de suites convergentes à partir d'une suite de points de cet ensemble,suite de points qui est donc une � suite de suites� .On a vu qu'en fait d0 est indépendant de n puisqu'une boule euclidiennede Rn coupe Rm suivant une boule de Rm (ou l'ensemble vide). On va doncsupposer n = 1 pour simpli�er les notations. On se donne un point x deK dé�ni par une suite (an)n2N. Les points dé�nis par des suites dont les ppremiers termes coïncident avec x sont à une distance majorée par1Xn=p+1 2:3�n = 2:3�p�11� 13 = 3�p :Si on prend le recouvrement donné par les segments de longueur 3�p et dontles extrémités inférieures sont les points dont les p premiers termes sont arbi-traires et les suivants tous nuls, on a f(d; U ) = 2p3�dp. Il en résulted0 � log 2log3 :Il faut maintenant écrire une condition de recouvrement. Notons nk lenombre d'intervalles I de U dont les longueurs r(I) véri�ent 3�(k+1) < r �3�k. On va montrer qu'il est nécessaire que+1Xk=0nk2k � 1(on remarquera que c'est en fait une somme �nie).Pour p entier, notons Ip l'ensemble des points de la forme



Exercice 10. Dimension de Hausdor� d'un compact de Rn 73pXn=1 an3�nou de la forme pXn=1 an3�n + +1Xn=p+1 2:3�n = 3�p + pXn=1an3�n :
I

I

1

2

0

0 1/3 2/3 1

1/3 2/3 11/9 2/9 7/9 8/9Ce sont 2p+1 points de K tels que la plus petite distance entre deux d'entreeux est 3�p. Donc un intervalle de longueur inférieure à 3�p recouvre au plus2 de ces points.De plus entre deux points de Ip�1 il y a soit deux autres points de Ip, soitaucun et donc en tout au plus 4 points de Ip. Donc entre deux points de Ip�kil y a au plus 2k+1 points de Ip. Comme un intervalle de longueur inférieureà 3k�p contient au plus deux points de Ip�k, il contient au plus 2k+1 pointsde Ip. Prenons un p tel que r(I) > 3�p�1 pour tout I dans U . On a alors2p+1 = Card Ip= Card ([I2UI \ Ip)� XI2U Card (I \ Ip)� pXk=0 XI2U3k�p�1<r(I)�3k�p Card (I \ Ip)� pXk=0 XI2U3k�p�1<r(I)�3k�p 2k+1� pXk=0np�k2k+1� pXk=0nk2p�k+1D'où l'assertion.Notons q le plus petit indice tel que nq soit non nul. Avec le calcul précédent,on déduit, pour d inférieur à log 2= log 3,



74 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesf(d; U ) � +1Xk=0nk3�(k+1)d� 12 +1Xk=0nk2�k exp(k+1)(log2�d log 3)� 12  +1Xk=0nk2�k! exp(q+1)(log 2�d log 3)� 12 exp(q+1)(log 2�d log 3) :Comme q doit tendre vers l'in�ni quand " tend vers 0, on en déduit que g(d) estin�ni dès que d est strictement inférieur à log 2= log 3. D'où d0 = log2= log 3.Commentaires. Le nombre d0 s'appelle la dimension de Hausdor� du com-pact K. On a pu voir que quand le compact a un d-volume pour un entierd (d = 0 désigne les ensembles �nis, d = 1 ceux qui ont une longueur �nienon nulle, d = 2 ceux qui ont une surface �nie non nulle etc.) alors d0 = d.La dimension de Hausdor� généralise donc la notion intuitive de dimensionen géométrie euclidienne. D'ailleurs le nombre rd qui intervient dans f(d; U )n'est rien d'autre que le d-volume de la boule de rayon r (à une constantemultiplicative près).C'est une notion importante pour l'étude des fractales. L'ensemble de Can-tor fournit un exemple de mesure nulle (en ce sens qu'il peut être recouvertpar des intervalles de sorte que la somme de leurs longueurs soit arbitraire-ment petite) qui n'est pas de dimension de Hausdor� nulle. Cet ensemble estau c÷ur de l'étude des ensembles de Julia et de Mandelbrot. En e�et, appe-lons ensemble de Julia (rempli) l'ensemble des z tels que la suite donnée parz0 = z et zn+1 = z2n + c reste bornée. L'ensemble de Mandelbrot est simple-ment l'ensemble des c pour lesquels cet ensemble de Julia contient 0 (0 est lepoint où la dérivée de z ! z2+c s'annule, i.e. le point critique de l'applicationitérée). Alors soit c appartient à l'ensemble de Mandelbrot et alors l'ensemblede Julia est connexe, soit il ne lui appartient pas et alors l'ensemble de Juliaest homéomorphe à un ensemble de Cantor. Un dernier mot à ce sujet, c'estun fait non évident que l'ensemble de Mandelbrot est en fait connexe.



Exercice 10. Dimension de Hausdor� d'un compact de Rn 75Un autre exemple de dimension de Hausdor� non entière est donné parl'étoile de Koch qui s'obtient en rajoutant à l'in�ni des triangles équilatérauxsur les côtés d'un triangle équilatéral. Sa dimension est 2 log(2)= log(3).



76 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 11Ensembles semi-algébriquesÉtudions d'abord le cas de R2. Dans ce cas on dé�nitE = f(x; y) 2 R2 j x > 0 et y > 0g :On veut alors montrer qu'il n'existe pas de polynôme P en deux variables telque E = f(x; y) 2 R2 j P (x; y) > 0g :Supposons donc le contraire. Comme P (x; y) est strictement positif sur Eil est encore positif ou nul quand x ou y s'annule et comme il ne peut plusêtre strictement positif (car (x; y) n'appartient pas à E), il doit donc être nul.Écrivons alors P comme polynôme en y à coe�cients des polynômes en x :P (x; y) = P0(x) + yP1(x) + : : :+ ynPn(x) :Pour y = 0 et x � 0 on a doncP (x; y) = P0(x) = 0 :Il en résulte P0 = 0 et donc y divise P .De même x divise P et on peut écrireP (x; y) = xkylQ(x; y) ;avec k et l strictement positifs et Q divisible ni par x, ni par y. Autrement ditQ(x; 0) n'est pas identiquement nul en x et Q(0; y) n'est pas identiquementnul en y.Soit donc x0 strictement positif tel que Q(x0; 0) = q0 est non nul. On aalors, au voisinage de y = 0, P (x0; y) � q0xk0yl :Comme (x0; y) est dans E si et seulement si y est strictement positif, il enrésulte que l doit être impair.De même on démontre que k doit être impair. Comme alors k+ l est pair,on voit que le problème va se montrer en (0; 0). ÉcrivonsP (x; y) = xkyl (Q0(x) + yQ1(x) + : : :+ ymQm(x))où Q0 n'est donc pas identiquement nul. Soit p le plus petit indice tel que lecoe�cient ap soit non nul et q le degré de Q0 . On a, pour a > q,P (t; ta) = tktal �aptp +O(tp+1) +O(ta)� � aptk+p+al :De plus (t; ta) appartient à E si et seulement si t est strictement positif (àcause de la première coordonnée, cela est indépendant de a).



Exercice 11. Ensembles semi-algébriques 77Il en résulte que ap doit être strictement positif et surtout que k+p+al doittoujours être impair, quelque soit l'entier a supérieur à q choisi. Par imparitéde l, cela est bien entendu impossible puisquek + p+ (a + 1)l = (k + p+ al) + lest de parité opposée à celle de k+p+al. Ceci fournit la contradiction cherchée.Pour le cas de dimension supérieure, il faut faire plus attention car rienn'empêche un des polynômes d'être encore strictement positif en dehors deE, tant qu'au moins l'un d'eux ne l'est plus. Aussi on ne peut plus démontrerque x, y et z divisent tous les polynômes, mais seulement que chacun de cesmonômes divise l'un des polynômes. Mais on peut tout de même généraliserl'approche de la �n de la démonstration en étudiant P (ta; tb; tc). Comme ona deux polynômes et trois paramètres, on peut espérer bien choisir les para-mètres de sorte que les deux polynômes soient équivalents en 0 à un monômepair, ce qui sera bien sûr une contradiction à condition que l'un des trois pa-ramètres soit impair (de sorte que (ta; tb; tc) appartienne à E si et seulementsi t est strictement positif).On veut obtenir un équivalent. Il faut donc prendre a, b et c su�sammentdi�érents pour que les contributions se découplent. Par exemple b bien plusgrand que c et a encore plus grand. ÉcrivonsP (x; y; z) = Xi;j;kai;j;kxiyjzk et Q(x; y; z) =Xi;j;k bi;j;kxiyjzk :On introduit successivementiP = minfi j 9(j; k) ai;j;k 6= 0g et iQ = minfi j 9(j; k) bi;j;k 6= 0g ;jP = minfj j 9k aiP ;j;k 6= 0g et jQ = minfj j 9k biQ;j;k 6= 0gpuis kP = minfk j aiP ;jP ;k 6= 0g et kQ = minfk j biQ;jQ;k 6= 0g :Posons � = max(jP ; jQ) et  = max(kP ; kQ).Prenons un triplet (i; j; k) tel que ai;j;k soit non nul et supposons que b > cet a > �b+ c, on a alors deux cas possibles : soit i > iP , soit i = iP . Dans lepremier cas, on aai+bj+ck�(aiP+bjP+ckP ) = a(i�iP )+b(j�jP )+c(k�kP ) � a�b��c > 0 :Dans le second cas, on peut encore distinguer deux sous-cas : soit j > jP , soitj = jP . Dans le premier sous-cas, on aai + bj + ck � (aiP + bjP + ckP ) = b(j � jP ) + c(k � kP ) � b� c > 0 :Et dans le deuxième



78 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesai+ bj + ck � (aiP + bjP + ckP ) = c(k � kP ) � 0avec égalité si et seulement si k = kP . Il en résulte queP (ta; tb; tc) � aiP ;jP ;kP taiP+bjP+ckPdès que b > c et a > �b + c.La même démonstration prouve queQ(ta; tb; tc) � biQ;jQ;kQtaiQ+bjQ+ckQdès que b > c et a > �b + c.Il nous su�t donc de trouver un triplet d'entiers (strictement positifs)(a; b; c) tel que1. a, b et c ne sont pas tous pairs,2. aiP + bjP + ckP est pair,3. aiQ + bjQ + ckQ est pair,4. a > b� + c et b > c.La quatrième condition n'a rien à voir avec les trois premières et n'estpas gênante. En e�et si (a; b; c) véri�e les trois premières conditions, alors(a+ 2(b+ 2c)� + 2c; b+ 2c; c) véri�e les quatre. On est donc ramené à unproblème de parité et on peut se placer modulo 2. On cherche donc un triplet(x; y; z) d'entiers modulo 2 (i.e. d'éléments de Z=2Z) tels que(x; y; z) 6= (0; 0; 0) et � �Px+ �P y + �P z = 0�Qx+ �Qy + �Qz = 0où les coe�cients �P etc. sont les réductions modulo 2 des indices iP etc.Ce problème admet évidemment une solution puisque c'est un système derang au plus 2 en trois variables.Si on n'est pas convaincu par cet argument d'algèbre linéaire, on peut aussidonner une démonstration à la main. Si iP et iQ sont simultanément pairs, onprend a impair et les autres pairs. De même pour un autre couple d'indices.On peut donc supposer que deux indices ne sont pas simultanément pairs pourP et Q. Si maintenant iP et jP sont pairs, alors iQ et jQ sont impairs et onpeut prendre a et b impairs mais c pair. De même si P ou Q fournit deuxindices pairs. On peut donc supposer que P et Q ont au plus un indice pairchacun et que ce n'est pas le même. S'ils ont e�ectivement chacun un indicepair, on prend alors a, b et c impairs. Si aucun d'eux n'a d'indice pair, onprend a et b impair, mais c pair. En�n si seul iP est pair, on prend a pair etb et c impair.Commentaires. On peut évidemment généraliser cette démonstration à ladimension quelconque. Dans Rn l'ensembleE = f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j 8i xi > 0g



Exercice 11. Ensembles semi-algébriques 79ne peut se représenter avec n�1 inéquations polynomiales (en les n variables).Ceci est un résultat de géométrie algébrique réelle. On peut en déduireune certaine notion de dimension d'un ensemble semi-algébrique (ensembledé�ni par des inéquations polynomiales) qui généralise la notion de dimensiond'ensemble algébrique (ensemble dé�ni par des équations polynomiales).On pourra aussi se reporter à l'exercice 21 pour d'autres résultats sur lespolynômes à coe�cients réels (en une variable cette fois). Pour une introduc-tion à la géométrie algébrique on pourra consulter Daniel Perrin, Géométriealgébrique, paru chez Interéditions ou Robin Hartshorne, Algebraic geometry,paru chez Springer.



80 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 12Coordonnées de Plücker des plans de R41. Comme la famille (u; v) est une base de E, elle est de rang 2 et donc lamatrice dont les colonnes sont u et v est également de rang 2. En particulierun de ses mineurs 2 par 2 n'est pas nul. Autrement dit A(E; b) est non nulle.2. On note b = (u; v) et b0 = (u0; v0). Comme ce sont deux bases de E onpeut écrire u0 et v0 en fonction de u et v : u0 = �u + �v et v0 = u + �vet �� � � = detb(b0) 6= 0. Par multilinéarité du déterminant, on a doncu0iv0j � u0jv0i = detb(b0)(uivj � ujvi). D'oùA(E; b) = detb(b0)A(E; b0) :3. On se donne une matrice A = A(E; b) avec b = (u; v) et on cherche lesplans F munis d'une base b0 tels que A(F ; b0) = A. Remarquons que x 2E , (u; v; x) est de rang 2 ou encore tous les mineurs (trois par trois) de lamatrice 4 par 3 dont les colonnes sont u, v et x sont nuls. Autrement dit, ona aijxk + ajkxi + akixj = 0 pour tout triplet (i; j; k) d'entiers deux à deuxdistincts compris entre 1 et 4. Maintenant si x 2 F , x véri�e ces équationspuisque A = A(F; b0) et que (u0; v0; x) est de rang 2, donc F � E. Comme cesont deux plans, on a donc F = E.4. Si A = A(E; b), A est antisymétrique par construction et on a vu qu'elleest non nulle.Calculons Ax pour un vecteur quelconque de R4, de coordonnées xi. Laieme coordonnée de Ax est donc4Xj=1 aijxj = 4Xj=1 xj ���� ui viuj vj ���� = ���� ui viP4j=1 xjuj P4j=1 xjvj ����et est donc nulle dès que (pour le produit scalaire euclidien usuel de R4), ona x:u = x:v = 0.On peut encore remarquer que si (u; v) est une base orthonormée de E,alors, d'après le calcul de Ax déjà e�ectué, on a Au = �v et Av = u.Le noyau de A est donc de dimension au moins 2, ou encore le rang de Aest au plus 2. En particulier son déterminant est nul.Pour la réciproque, il nous faut tout d'abord analyser un peu les matricesantisymétriques. Tout d'abord si x est un vecteur propre non nul de A pourla valeur propre �, alorstxAx = tx(Ax) = �txx = �jjxjj2et txAx = (txA)x = �(txtA)x = �t(Ax)x = �t(�x)x = ��jjxjj2 :



Exercice 12. Coordonnées de Plücker des plans de R4 81Il en résulte que � est nul. Donc les seules valeurs propres de A sont nulles(les autres racines du polynôme minimal de A sont imaginaires pures, avecle même calcul). Comme toute racine non réelle apparaît de pair avec sacomplexe conjuguée, le nombre de racines non réelles est pair.Comme on est en dimension 4, 0 est donc racine de multiplicité 0, 2 ou 4.Soit maintenant F le sous-espace caractéristique pour A associé à 0, au-trement dit le sous-espace des x tels qu'il existe un entier n tel que Anx = 0.C'est évidemment un sous-espace vectoriel de R4 qui est stable par A. CommeA2 = �tAA est symétrique réelle, elle est diagonalisable. Sur F ses valeurspropres sont forcément nulles et donc, pour tout x dans F , on a A2x = 0.Soit x dans F etG l'espace vectoriel engendré par x et Ax. CommeA2x = 0,G est stable par A. Si G est de dimension 1, x est vecteur propre pour A etdonc Ax = 0. Sinon soit B une base orthonormée de G, on peut la compléteren une base orthonormée de R4. Si P est la matrice de changement de baseassociée, l'application linéaire u associée à A admet pour matrice dans lanouvelle base A0 = P�1AP = tPAPet donc tA0 = tP tAP = �A0 :Autrement dit A0 est antisymétrique. Comme G est stable par A, il en résulteque la matrice de u restreinte à G est la matrice 2 par 2 extraite de A0 etcorrespondant à B. C'est donc aussi une matrice antisymétrique. Ses deuxcoe�cients diagonaux sont donc nuls et, sur l'antidiagonale, on a deux coe�-cients opposés, disons a et �a. Le déterminant de cette matrice est donc a2.Mais, comme u2 = 0 sur G, son déterminant est nul. On obtient donc a = 0 etaussi u = 0 sur G. En résumé, on a montré que le sous-espace caractéristiquede A associé à 0 est aussi son sous-espace propre, i.e. le noyau de A.En particulier, si 0 est de multiplicité 4, alors A est nulle. Si donc A est dedéterminant nul sans être nulle, la multiplicité de 0 est 2 et le noyau de A estaussi de dimension 2.Donnons-nous maintenant une matrice A antisymétrique de rang 2. Soit Nson noyau et E l'orthogonal de N . Montrons que E est stable par A. En e�etsi y appartient à E, pour tout x dans N on ax:(Ay) = txAy = �t(Ax)y = 0et donc Ay est orthogonal à tout vecteur de N , i.e. Ay appartient à E. Soitune base orthonormée de R4 obtenue grâce à une base orthonormée b de Ecomplétée par une base orthonormée de N . Dans cette base, l'endomorphismeu associé à A admet encore une matrice antisymétrique (comme on vient dele démontrer) et donc forcément de la formeA0 = 0BB@ 0 �a 0 0a 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCA



82 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesavec a non nul (car A et donc A0 ne sont pas nulles). Si P est la matrice dechangement de base telle que A0 = tPAPalors tPA(E; b)Pest aussi une matrice antisymétrique non nulle préservant E et s'annulant surson orthogonal N , et donc admet la même forme. En particulier il existe unscalaire �, non nul, tel que tPA(E; b)P = �A0et donc A(E; b) = �A :En changeant la base b, on multiplie A(E; b) par le déterminant d'une basepar rapport à l'autre. Si on multiplie par exemple le premier vecteur de la basepar � en laissant l'autre inchangé, ce déterminant est bien entendu �. Donc ilexiste b0 une base de E (avec b0 non nécessairement orthonormée maintenant)telle que A(E; b0) = A :En conclusion l'ensemble des matrices A(E; b) est bien l'ensemble des matricesantisymétriques de déterminant nul mais non nulles.Commentaires. La matrice à coe�cients complexes H = iA est en faithermitienne, en ce sens qu'elle est égale à sa transconjuguée (la conjuguéecomplexe de sa transposée). Ces matrices, dans R4 ou dans un Rn général,jouissent des mêmes propriétés que les matrices symétriques réelles (ce sontcelles qui dé�nissent des produits hermitiens sur les espaces vectoriels com-plexes, les analogues des produits scalaires sur les espaces vectoriels réels). Enparticulier elles sont diagonalisables et toutes leurs valeurs propres sont réelles.La démonstration est d'ailleurs identique à celle pour les matrices symétriquesréelles.Il en résulte que A est diagonalisable sur C et a ses valeurs propres dans iR.En utilisant cela on peut montrer que A se ramène, dans une base orthonorméebien choisie, à une matrice de la forme0BBBBB@ 0 A1 A2 . . . Ak 1CCCCCApour des matrices Ak de la forme� 0 �akak 0 � :



Exercice 13. Polygones à sommets entiers 83Exercice 13Polygones à sommets entiersSi A et B sont des points entiers la droite qui les joint a une pente rationnelle(ou in�nie) et donc toute droite perpendiculaire à (AB) a une pente égalementrationnelle (ou in�nie), car égale à l'opposé de l'inverse de la précédente. Enparticulier la médiatrice de (A;B) passe par un point à coordonnées ration-nelles (le milieu de (A;B)) et possède donc une équation dont les coe�cientssont rationnels :(yB � yA)�y � yA + yB2 � = � (xB � xA)�x� xA + xB2 � :Le centre du polygone étant sur toutes les médiatrices de couples de sommets,il est sur celles des sommets entiers. Si A, B et C sont trois sommets entiers,(AB) et (AC) ne peuvent être parallèles et donc les médiatrices D et D0de (A;B) et (A;C) ne le sont pas non plus. Elles se coupent donc en ununique point : le centre du polygone régulier. On peut choisir des équationscartésiennes de D et D0 de telle sorte que leurs coe�cients soient rationnels.Le point d'intersection est alors calculé grâce aux formules de Cramer et estdonc à coordonnées rationnelles.Si on transforme la �gure de départ par une homothétie de rapport entier,tous les points entiers le restent. On est donc ramené à un polygone ayantles mêmes propriétés que celui de l'énoncé et dont le centre est entier. Ene�ectuant une translation de vecteur entier on conserve les points entiers eton peut donc supposer que le centre est l'origine.Soit alors G =Z[i] = fa+ib = (a; b) 2Z2g. On véri�e aisément que c'est unsous-anneau de C . En particulier, il est intègre. Soit maintenant (x; y) 2 G2avec y non nul. On veut trouver (q; r) 2 G2 tel quex = qy + r et jrj < jyj :On peut récrire l'équation sous la formexy = q + ry et ���� ry ���� < 1 :Considérons alors le complexe z = x=y = z1 + iz2, avec z1 et z2 réels ; il estsitué dans un carré d'éléments de G, à savoir celui formé par les points E(z1)+iE(z2), E(z1) + i(1 +E(z2)), 1 +E(z1) + iE(z2) et 1 +E(z1) + i(1 +E(z2)).Un de ces quatre points au moins est à une distance de z inférieure à 1=p2puisque c'est la moitié de la longueur d'une diagonale du carré.
z



84 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesAutrement dit on peut trouver q1 et q2 entiers tels que jz1 � q1j � 1=2 etjz2 � q2j � 1=2 et alors jz � (q1 + iq2)j2 � 1=2. On pose alors q = q1 + iq2 etr = x � qy, qui est bien un élément de G puisque c'est un anneau, et on ar=y = x=y � q qui est bien un complexe de module strictement inférieur à 1.On dé�nit la notion de divisibilité dans G comme dansZ: pour x et y dansG, x divise y s'il existe d dans G tel que y = dx. Il est clair que les élémentsinversibles de G, i.e. les x non nuls tels que x et x�1 sont dans G, divisentn'importe quel élément de G. Les éléments de G ayant des modules dont lecarré est un entier, ces inversibles doivent être de module 1 ; ce sont donc �1et �i. Pour la même raison, si x 2 G, x est divisible par �x et �ix. On appelledonc �nombres indécomposables� de G les p de G qui ne sont pas inversibleset qui ne sont divisibles que par leurs huit diviseurs triviaux. Notons I et Ples ensembles des inversibles et des nombres indécomposables respectivement.Nous voulons montrer l'existence d'une décomposition essentiellement uniqueen nombres indécomposables, à savoir8x 2 G n f0g; 9� 2 I; 9!n 2 N; 9(p1; : : : ; pn) 2 Pn x = � nYi=1piet si x = �Qni=1 pi et x = �0Qni=1 p0i sont deux décompositions de x en facteursindécomposables, alors il existe une permutation � des n premiers entiers etdes inversibles (�1; : : : ; �n) 2 In tels que p0�(i) = �ipi. À noter que l'unicitéde n a été a�rmée dès le départ et qu'on obtient les inversibles en prenantn = 0. Si on prenait des représentants des nombres indécomposables (i.e. unseul parmi p, �p, ip et �ip), on aurait également unicité des pi et de �.Par dé�nition même des nombres indécomposables, soit un nombre estindécomposable, soit il s'écrit comme produit de deux éléments de G noninversibles. Étant non inversibles leurs modules sont strictement supérieursà 1 et par voie de conséquence inférieurs strictement à celui du nombre dedépart. On en déduit facilement l'existence d'une décomposition en nombresindécomposables : notons N (x) = jxj2 pour x 2 G. Par dé�nition de G, on aN (x) 2 N. Nous pouvons donc e�ectuer une récurrence sur N (x). On formuledonc l'hypothèse(Hk) 8x 2 G n f0g N (x) � k ) � 9� 2 I; 9n 2 N; 9(p1; : : : ; pn) 2 Pnx = �Qni=1 pi :Au rang 1, on obtient x inversible et on a bien une décomposition sous la formex = x. On montre ensuite que l'hypothèse aux rangs inférieurs à m entraînecelle au rang m : si N (x) = m, soit x est indécomposable et on a directementune décomposition sous la forme x = x, soit x n'est pas indécomposable,auquel cas il s'écrit x = dy avec d et y non inversibles. Mais alors N (d) > 1 etN (y) > 1 et comme N (d)N (y) = N (dy) = N (x), on en déduit N (d) < N (x)et N (y) < N (x). On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à la fois àd et y et en multipliant les décompositions respectives de d et y, on en obtientune pour x.



Exercice 13. Polygones à sommets entiers 85Passons à l'unicité.On commence par montrer que si x et y n'ont pas de diviseurs en communautres que les inversibles, alors il existe u et v dans G tels que ux + vy = 1.Montrons-le une fois encore par récurrence sur N (x). Si N (x) = 0, c'est quex = 0 et donc que y est inversible. On prend donc u quelconque et v = y�1.Si maintenant N (x) = n, on écrit y = qx+ r avec N (r) < N (x). Si d divise ret x, il divise aussi qx+ r, c'est-à-dire y et alors il divise à la fois x et y, c'estdonc un inversible. Par hypothèse de récurrence il existe donc u et v dans Gtels que ur + vx = 1. Mais alors uy + (v � uq)x = 1 et u et v � qu sont dansG. On a même équivalence car si ux+ vy = 1 avec u, v, x et y dans G et si ddivise à la fois x et y, il divise aussi ux + vy et donc 1. Donc N (d) � 1 et dest un inversible.On déduit de cette relation de Bézout le lemme de Gauÿ : si p est indécom-posable et si p divise un produit xy d'éléments de G alors p divise soit x, soity. En e�et on montre l'implication contraposée : si p ne divise ni x, ni y, il n'apas de diviseur non inversible en commun ni avec x, ni avec y, par dé�nitiondes nombres indécomposables. On a donc deux relations de Bézout :ux+ vp = 1 et u0y + v0p = 1avec u, v, u0 et v0 dans G. Mais alors uu0xy + p(u0vy + uv0x + vv0p) = 1 etdonc xy et p n'ont pas de diviseur non inversible en commun.Pour �nir on déduit du lemme de Gauÿ l'unicité de la décompositionen facteurs indécomposables. Par récurrence sur n, une expression du typex = �Qni=1 pi n'est égale à une autre expression y = �0Qmi=1 p0i que si n =m et il existe une permutation � des n premiers entiers et des inversibles(�1; : : : ; �n) 2 In tels que p0�(i) = �ipi. Si n = 0, alors x est inversible et doncN (x) = 1. Mais alors N (y) = Qmi=1N (p0i) = 1 et donc m = 0. Si maintenantla propriété est vraie pour les rangs inférieurs à n, comme pn divise x, il divisey et donc, d'après le lemme de Gauÿ, il divise l'un des p0i ou �0. Ce dernierétant inversible, pn ne peut le diviser. Donc pn divise p0k pour un certain k.Ce dernier étant indécomposable, il existe un inversible �n tel que p0k = �npnet on a donc �Qn�1i=1 pi = �0�nQmi=1;i 6=k p0i. Par hypothèse de récurrence onen déduit m = n et le fait que les (pi)i�n�1 et les (p0i)i 6=k sont égaux à unepermutation près des indices et à multiplication près par des inversibles. Ceciachève de démontrer la propriété par récurrence.On peut en�n passer aux choses sérieuses ! Si � et � sont les a�xes desdeux sommets entiers consécutifs, on a � = �e�2i�=n puisque le polygone estcentré en l'origine. Autrement dit on obtient un sommet consécutif à un autreen appliquant à ce dernier une rotation de centre O et d'angle �2�=n. Onen déduit �n = �n. Si maintenant p est un diviseur indécomposable de �, ildivise aussi �n, donc �n et donc, d'après le lemme de Gauÿ, aussi �. Et mêmesi pk divise �, pkn divise �n et donc �n. Par unicité de la décomposition enfacteurs indécomposables, pk divise donc �. Et réciproquement. Autrementdit, aux inversibles près, � et � ont les mêmes décompositions en facteurs



86 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesindécomposables. Il en résulte qu'il existe un inversible � tel que � = ��.En comparant avec l'expression précédente, on en déduit que e2i�=n est uninversible de G. C'est donc que n égale 1, 2 ou 4. Comme n � 3 c'est doncque n = 4 et donc qu'on a a�aire à un carré.Commentaires. L'existence d'une décomposition est une simple conséquencede la dé�nition de nombre indécomposable (ou premier). C'est l'unicité quinécessite une propriété supplémentaire. Par exemple dansZ[ip3] = fa+ ibp3 = (a; b) 2Z2gon a 4 = 2:2 = (1 + ip3)(1 � ip3) et pourtant 2, 1 + ip3 et 1 � ip3 sontindécomposables et ne sont pas multiples l'un de l'autre. Pour le voir, onintroduit encore la �norme� surZ[ip3],N (z) = jzj2 = a2+3b2. Les inversiblessont les éléments de norme 1, donc sont réduits à 1 et �1. De plus si zn'est pas indécomposable, z = xy et N (z) = N (x)N (y), donc il existe undiviseur de z de norme inférieure à pN (z) = jzj. Ici N (2) = N (1� ip3) = 4et N (x) � p4 = 2 entraîne N (x) = 0 ou N (x) = 1 puisque 2 ne peuts'écrire sous la forme a2 + 3b2. Dans le premier cas x est nul et ne divisepersonne, dans le second x est un inversible. Donc 2, 1 + ip3 et 1 � ip3sont indécomposables. Les seuls inversibles étant �1, il est clair que ces troisnombres ne sont pas multiples les uns des autres. Les anneaux qui possèdentune � division euclidienne� sont appelés anneaux euclidiens. On a démontrédans cet exercice que tout anneau euclidien est factoriel, c'est-à-dire que lapropriété d'existence et d'unicité de la décomposition en facteurs premiers yest vraie. En fait tout anneau euclidien A est principal, c'est-à-dire que sesseuls idéaux (i.e. les I inclus dans A tels que pour tout (x; y) dans I2 et touta dans A, on a x� y et ax dans I) sont de la formeaA = fax = x 2 Ag :Et tout anneau principal est factoriel. L'anneau G est appelé anneau desentiers de Gauÿ.On trouvera d'autres applications des anneaux euclidiens dans l'exercice 1.Cette théorie, fondamentale, est développée dans tous les cours de base d'al-gèbre. On peut consulter Lang, Algèbre, paru chez Addison-Wesley, Jacobson,Basic algebra, paru chez Freeman ou encore le Cours d'algèbre de Daniel Per-rin, paru aux presses de l'ENSJF.



Exercice 14. Pavages par des losanges 87Exercice 14Pavages par des losanges1.
1

e

e
3

e
2On envoie e1 sur (1; 0), e2 sur (�1=2;p3=2) et e3 sur (�1=2;�p3=2). On adonc la projectionp : R3 ! R2(x; y; z) 7! �2x�y�z2 ; p32 (y � z)� :Le noyau de cette projection est manifestement la droite d'équation x = y = z.2.Montrons par récurrence sur i (0 � i � k) que Ai est dé�ni de façon unique.C'est clair pour i = 0 puisque l'on a imposé A = A0. Si Ai est dé�ni (aveci < k), le point Ai+1 doit donc véri�er d(Ai; Ai+1) = 1, p(Ai+1) = Ni+1. Cettedernière condition équivaut à p(Ai+1) � p(Ai) = Ni+1 � Ni. Finalement, enposant ui = AiAi+1, les deux conditions sont équivalentes àjjuijj = 1 et p(ui) =NiNi+1 :Le vecteur NiNi+1 est par hypothèse l'un des �vecteurs de base� du pavagetriangulaire, autrement dit c'est (cos(a�); sin(a�)) pour un entier a comprisentre 0 et 5, avec � = �=3.Comme ui doit avoir ses coordonnées entières (puisque Ai et Ai+1 doiventappartenir àZ3) et être de norme 1, c'est au signe près un des vecteurs de labase canonique. Il y a donc 6 possibilités et chacun d'eux se projette sur l'undes 6 vecteurs de base du pavage triangulaire. Pour a variant de 0 à 5 (dansles notations précédentes), l'unique antécédent est respectivement e1, �e3, e2,�e1, e3 et �e2.Remarquons que les vecteurs ui ne dépendent que des Ni et pas de A0. Enparticulier leur somme, qui est aussi A0Ak, est indépendante du choix de A.Et il en est donc de même pour d(M;N ).Par contre on peut aller de l'origine à (1; 0) soit directement (u0 = e1 etd = 1), soit en passant par (1=2;p3=2) (u0 = �e3, u1 = �e2 et d = �2)et donc d(M;N ) dépend de . Par contre, comme le noyau de la projectionest Z(e1+ e2 + e3), tous les d(M;N ) possibles sont congrus entre eux (deuxà deux) modulo 3.



88 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes3. Remarquons que la condition de fermeture (A0 = An) est exactement lacondition d'indépendance du sens de parcours pour d� , ou encore d'indépen-dance de M0 pour �, ou encore d'antisymétrie pour �.Remarquons également qu'une arête d'un triangle intérieur à � appartientà au plus deux triangles et qu'elle est sur le bord (i.e. appartient à �) si etseulement si elle n'appartient qu'à un seul triangle.Montrons tout d'abord que la condition est nécessaire. On va le faire parrécurrence sur le nombre de losanges qui interviennent. Si m = 1 la conditionde fermeture est claire puisqueM0M1 = �M2M3 ) A0A1 = �A2A3et M1M2 = �M3M4 ) A1A2 = �A3A4et donc A0A4 = 3Xi=0AiAi+1 = 0i.e. A4 = A0.Remarquons que si un chemin  liant M à N véri�e d(M;N ) � 2, alorstout chemin 0 qui lie M à N et qui monte toujours véri�e d0(M;N ) �d(M;N ) puisque ces deux quantités sont congrues modulo 3. Dans un lo-sange, entre deux sommets A et B, il y a au plus deux arêtes et donc, pourtout chemin � le plus court � tracé sur les côtés du losange les liant, la dis-tance suivant  est (en valeur absolue) inférieure à 2. D'après la condition defermeture d� est indépendant du sens de parcours et donc, pour un losangeélémentaire jd�(A;B)j � 2 :La condition de majoration est donc véri�ée, d'après la remarque précédente.Montrons maintenant que si un contour fermé � est pavable par m + 1losanges, les deux conditions sont encore véri�ées, pour peu que cela soit vraipour un nombre strictement inférieur de losanges.Isolons un des losanges de sorte qu'en l'ôtant on obtienne encore un contourfermé �0 (i.e. un losange sur le bord). Comme une arête ne peut appartenirà plus de deux losanges, si une arête du m + 1eme losange appartient à unlosange pavant � 0, elle n'appartient qu'à un seul de ces losanges et donc ellese trouve sur le bord de �0, i.e. elle appartient au contour � 0. On peut doncranger les côtés du m+1eme losange en deux groupes : ceux qui appartiennentau contour � 0 et ceux qui appartiennent au contour �. En passant de � 0 à�, le vecteur A0An se voit retrancher la somme des vecteurs associés auxarêtes sur � 0 et rajouter la somme des vecteurs associés aux arêtes sur �. Deplus si une arête était sur le contour � 0 son orientation est opposée sur �0et sur le losange rajouté. En conséquence le vecteur A0An se voit rajouterla somme des vecteurs associés aux arêtes du losange (avec une orientation



Exercice 14. Pavages par des losanges 89�xée). Cette somme est nulle. Donc si An = A0 sur �0, il en est de même sur�.Soit maintenant  un chemin joignant deux points de �, disons M et N .On suppose qu'il monte toujours et qu'il est tracé à l'intérieur de �. Quitteà le remplacer par un chemin de moindre longueur, on peut supposer qu'il nepasse jamais deux fois par un même point du réseau.On peut le découper en morceaux (i)0�i�q tous tracés soit à l'intérieurde � 0, soit à l'intérieur du losange rajouté. Les points de jonctions étant àl'intersection de ces deux intérieurs, ce sont des points de �0. Remarquonsque le losange rajouté contient au moins un point qui n'est pas sur �0 (dumoins on peut le choisir ainsi, par exemple en prenant un losange contenantun point � extrémal � de �) et donc au moins deux arêtes qui ne sont pastracées sur �0. Il en résulte qu'il y a au plus un point de �0 qui n'appartientpas à �.Appelons Ni et Ni+1 les extrémités (ordonnées) de i. Si ces deux pointssont également sur �, la distance de Ni à Ni+1 suivant � est aussi cellesuivant le losange (si i est tracé sur le losange) ou celle suivant � 0 (si iest tracé à l'intérieur de � 0). En e�et ces distances sont indépendantes dusens de parcours et il existe un chemin tracé sur � soit grâce à des arêtes dulosange, soit grâce à des arêtes de �0 et qui joint Ni à Ni+1. En conséquence,par hypothèse de récurrence (appliquée à �0 et au losange), on ad�(Ni; Ni+1) � d(Ni; Ni+1) :Il y au plus un point Nj qui n'est pas sur � (avec 0 < j � q puisque N0 = Met Nq+1 = N sont sur �) et donc au plus deux chemins (j�1 et j) pourlesquels le raisonnement précédent ne s'applique pas. Supposons que l'on soitdans ce cas défavorable. Pour simpli�er on va supposer que j�1 est tracédans le losange et j dans � 0 (l'autre cas possible s'obtient en échangeant jet j � 1 et en changeant quelques sens de parcours).Comme le losange ne comporte (dans ce cas) qu'un seul point appartenantà � mais pas à � 0, on peut supposer que le découpage a été fait de sorte quele chemin tracé dans le losange n'a qu'une seule arête. On a doncd(Nj�1; Nj+1) = d(Nj�1; Nj) + d(Nj ; Nj+1) = 1 + d(Nj ; Nj+1) :Pour évaluer la distance selon �, introduisons N 0 un troisième point dulosange, c'est donc un point de � \�0 à une distance �1 de Nj . Le triangleNj�1NjN 0 est donc un triangle élémentaire tracé à l'intérieur du losange.



90 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesComme l'arête Nj�1Nj monte, les deux arêtes Nj�1N 0 et N 0Nj descendent.On a doncd�(Nj�1; Nj+1) = d�(Nj�1; N 0) + d�(N 0; Nj+1) = �1 + d� (N 0; Nj+1) :Comme �0 est pavable par des losanges, l'arête N 0Nj, étant une arête de�0, appartient à un losange de �0 et il existe donc un chemin de N 0 à Njtracé dans �0 et qui monte toujours. On peut choisir ce chemin de longueur2 puisque l'arête directe N 0Nj descend (et est donc de longueur �1). Si onpoursuit ce chemin par j , on obtient un chemin qui monte toujours, tracédans �0 et qui joint N 0 à Nj+1. Il en résulted�0(N 0; Nj+1) � 2 + d(Nj ; Nj+1) :Puisque N 0 et Nj+1 sont aussi sur �, qu'il existe un chemin tracé sur � lesjoignant et évitant le losange (i.e. tracé à la fois sur � et sur � 0) et que ladistance sur � ne dépend pas du sens de parcours choisi, on a aussid�(N 0; Nj+1) � 2 + d(Nj ; Nj+1) :Donc d�(Nj�1; Nj+1) = �1 + d�(N 0; Nj+1)� 1 + d(Nj ; Nj+1)� d(Nj�1; Nj+1) :Il en résulted�(M;N ) = Xi 6=j;j�1d�(Ni; Ni+1) + d�(Nj�1; Nj+1)� Xi 6=j;j�1d(Ni; Ni+1) + d(Nj�1; Nj+1)� d(M;N ) :Montrons la réciproque. Notons d(M;N ) le minimum des d(M;N ) pour tracé à l'intérieur de � et qui monte toujours. La fonction d véri�e l'inégalitétriangulaire puisqu'un chemin qui monte toujours et lie N à P mis au boutd'un autre chemin qui monte toujours et lie M à N donne un chemin quimonte toujours et lie M à P :d(M;P ) � d(M;N ) + d(N;P ) :L'hypothèse faite sur � peut se traduire, pour tout couple (M;N ) de pointsde �, par �(M;N ) � d(M;N ) :Pour N un point intérieur au contour �, introduisons sa �hauteur� relativeà � et M0



Exercice 14. Pavages par des losanges 91h(N ) = min0�i�n (d�(M0;Mi) + d(Mi; N )) :Montrons d'abord que h(Mi) = d�(M0;Mi) pour tout point Mi du contour.En e�et h(Mi) � d�(M0;Mi) + d(Mi;Mi) = d�(M0;Mi) ;par dé�nition de h. Et, par hypothèse sur �, on a, pour tout point Mj ducontour,d�(M0;Mi) = d�(M0;Mj) + �(Mj ;Mi) � d�(M0;Mj) + d(Mj ;Mi)et donc d�(M0;Mi) � h(Mi) :D'où le résultat.Soit maintenant M et N deux points intérieurs à � ; pour tout point Midu contour, on ah(M ) � d�(M0;Mi) + d(Mi;M ) � (d�(M0;Mi) + d(Mi; N )) + d(N;M )et donc, en passant au minimum sur Mi,h(M ) � h(N ) + d(N;M ) :Autrement dit, en posant pour tout point intérieur au contour,�(N;M ) = h(M ) � h(N )(ce qui est compatible avec la dé�nition de � sur � puisque h(M ) y est égalà d�(M0;M )), on a �(N;M ) � d(N;M ) :Soit maintenant A1A2A3 un triangle élémentaire intérieur à �. Comme toutearête est de longueur 1, on a d(Ai; Aj) � 2 pour tout 1 � i; j � 3. Donc c'estencore vrai pour �(Ai; Aj).Remarquons également que h(M ) est la distance suivant un certain cheminqui lieM0 àM . Sa classe modulo 3 est donc indépendante du chemin choisi et,de même, �(N;M ) a une classe modulo 3 égale à celle de n'importe quel cheminjoignantN àM . Aussi, dans un triangle, les classes modulo 3 des hauteurs dessommets sont toutes distinctes. Soit donc A le sommet de hauteur minimaleh, B le second, de hauteur h0, et C celui de plus grande hauteur, disons h00.On a donc h < h0 < h00 = h+ (h00 � h) � h+ d(A;C) � h+ 2et il en résulte h0 = h+ 1 et h00 = h + 2. En particulier, dans tout triangle ilexiste un unique couple de sommets (A;C) tels que �(A;C) = 2.Remarquons que l'arête AC ne peut être sur le contour �. En e�et onaurait alors



92 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes�(A;C) = d�(M0; C)� d�(M0; A) = �1puisque A et C seraient deux points consécutifs du contour. En résumé, pourtout triangle élémentaire à l'intérieur de �, il existe une unique arête ACtelle que �(A;C) = 2 et cette arête appartient à exactement deux trianglesélémentaires. Donc, si on retire cette arête pour former un losange avec lesdeux triangles qui ont cette arête en commun, on obtient un pavage de l'inté-rieur de � par des losanges.Commentaires. Cette étude est tirée des travaux de John Conway. Onpourra la compléter par la lecture de William Thurston, On Conway tilinggroups, paru dans l'American Mathematical Monthly en 1990.



Exercice 15. Porisme de Steiner 93Exercice 15Porisme de Steiner1. L'équation générale d'un cercle-droite est(CD)a;b;c;d : a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + d = 0avec (a; b; c) 6= (0; 0; 0) et, dans le cas a non nul, b2+ c2�ad > 0. En e�et si aest non nul on obtient tous les cercles pour b, c et d quelconques soumis à ladernière condition (qui exprime que le rayon est bien dé�ni). Et si a est nul,on obtient toutes les droites en faisant varier b, c et d de sorte que (b; c) soitdistinct de (0; 0). Remarquons que cette forme générale est indépendante durepère orthonormé choisi.2. On se place dans un repère centré en A. Les cercles-droites sont donnés parl'équation précédente et si M = (x; y) on a�C(M ) = � k2xx2 + y2 ; k2yx2 + y2� :Notons x0 et y0 les coordonnées de �C(M ). D'après la propriété sur les distancesde l'inversion, on a ((x0)2+(y0)2):(x2+y2) = k4. On a donc (pour M distinctde A)M 2 (CD)a;b;c;d , a(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + d = 0, a+ 2b xx2 + y2 + 2c yx2 + y2 + d 1x2 + y2 = 0, a+ 2 bk2x0 + 2 ck2y0 + dk4 ((x0)2 + (y0)2) = 0, �C(M ) 2 (CD)d;k2b;k2c;k4aIl faut encore voir que (d; k2b; k2c) ne peut pas être nul. En e�et dans ce cason aurait a non nul (car (a; b; c) est non nul) mais pas b2 + c2 � ad > 0. Si dn'est pas nul on doit également véri�er k2(b2 + c2) � k2ad > 0. Si a est nulalors (b; c) est non nul et la relation est clairement satisfaite. Si a est non nulcela provient de la même relation pour le cercle de départ.3. Si le repère est centré en le centre d'inversion, le centre du cercle imagede (CD)a;b;c;d admet pour coordonnées (�k2b=d;�k2c=d) (en supposant biensûr d non nul a�n d'avoir e�ectivement un cercle et non une droite). On voitdonc que k ne joue aucun rôle sur la concentricité éventuelle des 2 cerclesimages. On voit aussi que le centre du cercle image est aligné avec le centredu cercle de départ et le centre d'inversion puisqu'ils sont tous sur la droitede vecteur directeur (b; c). Aussi pour qu'une inversion envoie deux cercles surdes cercles concentriques, il est nécessaire que son centre d'inversion soit surla droite joignant les centres des deux cercles.On veut donc trouver un repère où C1 et C2 ont pour équations



94 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesx2 + y2 + 2b1x+ 2c1y + d1 et x2 + y2 + 2b2x+ 2c2y + d2avec b1=d1 = b2=d2 et c1=d1 = c2=d2. On se place dans un repère arbitrairetel que l'axe des abscisses soit la droite qui joint les deux centres. Autrementdit un repère dans lequel c1 = c2 = 0.Par changement de repère (en gardant la contrainte sur l'axe des abscisses)les coe�cients des équations sont changés enbi 7! bi + � et di 7! di + �2 + 2�bi ;ci restant évidemment nul. On cherche donc � tel que (avec des constantes b1et b2 données par le repère initial) :b1 + ��2 + 2�b1 + d1 = b2 + ��2 + 2�b2 + d2soit �2(b2 � b1) + �(d2 � d1) + b1d2 � b2d1 = 0 :Si b1 = b2 et d1 = d2, les deux cercles sont identiques, ce qui était exclu. Sib1 = b2 mais d1 6= d2, les deux cercles sont déjà concentriques et une inversionde centre leur centre commun convient (� = �b1 = �b2). Si maintenantb1 6= b2 (i.e. les deux cercles ne sont pas concentriques au départ), on a uneéquation de degré deux, de discriminant(d2 � d1)2 � 4(b2 � b1)(b1d2 � b2d1) :Après un calcul un peu long et en utilisant di = b2i � R2i (où Ri est le rayondu cercle Ci), on trouve pour ce discriminant l'expression�(b1 � b2)2 � (R1 �R2)2� : �(b1 � b2)2 � (R1 +R2)2� :La quantité jb1� b2j n'est rien d'autre que la distance � entre les deux centresdes cercles. Pour qu'on puisse trouver � il faut et il su�t que le discriminantsoit positif, c'est-à-dire que � ne doit pas être compris entre jR1 � R2j etR1+R2. Autrement dit il ne faut pas que les cercles soient sécants, ce qui estbien l'hypothèse faite.4. La chaîne est déterminée par le cercle C0 qui est lui-même déterminé parun point de C (vu comme le point de tangence entre C0 et C). On veut doncvoir que la condition de fermeture et la période éventuelle sont indépendantesdu point de C choisi. Introduisons l'inversion qui envoie C et C0 sur deuxcercles concentriques. La condition de tangence entre deux cercles (ou entreune droite et un cercle) est très simple : c'est dire qu'il n'y a qu'un seul pointd'intersection. L'inversion étant bijective, elle conserve la tangence puisqu'elleconserve le cardinal de l'intersection. Comme elle préserve les cercles-droites,elle envoie tout cercle de la chaîne de cercles sur un cercle-droite tangent auximages des deux cercles. Comme ils sont concentriques, une même droite ne



Exercice 15. Porisme de Steiner 95peut leur être tangente (une droite est tangente à un cercle si la distancedu centre du cercle à la droite est exactement le rayon du cercle; donc sile centre est le même mais pas le rayon, une droite est tangente à au plusl'un des cercles). Donc la chaîne de cercles est envoyée sur une chaîne decercles semblable. Néanmoins maintenant la �gure obtenue est invariante parrotation et les di�érentes chaînes sont images les unes des autres par unerotation. En particulier elles se referment et ont une période donnée de façonindépendante du point de départ. Ce qui est vrai pour les images doit êtrevrai pour les antécédents (par bijectivité) et on aboutit bien à l'indépendancedésirée.Remarque : c'est cette indépendance que l'on nomme �porisme� même si leterme n'est plus très usité. On pourra consulter le problème d'écrit donné dansce recueil pour un autre porisme, bien plus célèbre, le porisme de Poncelet.



96 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 16Densité des points rationnels d'une sphèreOn s'intéresse d'abord à la dimension 2. On étudie donc un cercle dans le planeuclidien habituel d'équation x2 + y2 = npour un entier naturel non nul n. On veut évidemment utiliser la densité deQ dans R ou de Q2 dans R2. Cette dernière propriété est peu utile puisqu'onveut se restreindre à un cercle qui est un fermé de R2 et d'intérieur vide quiplus est. (Si on avait eu a�aire à un ouvert la propriété de densité se seraittransmise automatiquement et plus généralement si cela avait été un ensembleinclus dans l'adhérence de son intérieur.)On va commencer par n = 1. Le cercle est de dimension 1 (dans un sensintuitif) et on devrait pouvoir utiliser la densité au niveau des abscisses cur-vilignes. Néanmoins il y a a priori une di�érence entre la rationalité du para-mètre et celle du point que ce paramètre décrit. Par exemple si on utilise laparamétrisationM (t) = (x(t); y(t)) = (cos(t); sin(t)) pour t 2 [0; 2�[le fait que t soit rationnel ne garantit pas queM (t) le soit (en fait cela garantitplutôt le contraire!) et trouver les t tels que M (t) est rationnel et prouver queces t sont denses dans [0; 2�[ semble également une tâche ardue.On a donc envie d'utiliser une autre paramétrisation comme celle par latangente de l'angle moitiéM (t) = �1� t21 + t2 ; 2t1 + t2� pour t 2 R :Cette paramétrisation a l'inconvénient de ne pas représenter le point (�1; 0)qui correspond en fait à t in�ni. Mais par contre si t est rationnel, les deuxcoordonnées de M (t) le sont aussi. Comme t 7! (x(t); y(t)) est continu, ladensité de Q dans Rmontre que les points de la forme M (t) avec t rationnelsont denses dans l'image de t 7! M (t). Cette dernière image étant en faitdense dans le cercle, on en conclut que les M (t) avec t rationnel sont densesdans le cercle unité.Quand on passe à n = 2, notre paramétrisation tombe à nouveau en défaut.En e�et on a alorsM (t) =  p21� t21 + t2 ; 2p2t1 + t2! pour t 2 R :Et cette fois-ci pour t rationnel,M (t) n'est pas rationnel. Et si on essaie avecp2t rationnel, alors t2 est rationnel et x(t) n'est pas rationnel. Il nous faut



Exercice 16. Densité des points rationnels d'une sphère 97donc comprendre géométriquement la paramétrisation du cercle unité que l'ona étudiée précédemment.La paramétrisation par cos et sin revient à se donner un angle en le pointO centre du cercle. Du point de vue de la rationnalité le centre ne nous estpas d'une grande utilité. On passe alors en l'angle moitié. Cet angle moitié,comme on le sait bien, est l'angle de la même corde mais vue d'un point ducercle.
θθ/2 OA

M

La tangente de l'angle moitié représente donc la pente d'une droite passantpar un point du cercle. Si on met l'angle à 0 sur l'axe des x et qu'on prendcomme origine du plan le point (�1; 0) (qui, lui, appartient au cercle), la pa-ramétrisation par l'angle moitié n'est donc rien d'autre que la paramétrisationdes droites passant par l'origine par leur pente, sachant que chacune de cesdroites coupe le cercle en un point et un seul, hormis l'origine. Il faut exclurede cela la tangente au cercle en l'origine qui se trouve être la droite verticale,i.e. de pente in�nie. Véri�ons cela : une droite Dt passant par (�1; 0) et depente t admet pour points les(�1 + x; 0 + tx) x 2 Ret ce point est sur le cercle si et seulement si(x� 1)2 + (tx)2 = 1 i.e. �(t2 + 1)x� 2�x = 0et donc on a x = 0 ou x = 2=(1 + t2). Ce deuxième point admet pour coor-données (x� 1; tx) = � 21 + t2 � 1; 2t1 + t2� = �1� t21 + t2 ; 2t1 + t2� :Ce qui ne fonctionne plus pour le cercle de rayon p2 est donc que le point(�p2; 0) appartient bien au cercle mais n'est pas rationnel.Montrons donc que, si M est un point rationnel du cercle, de coordonnées(a; b), la droite de pente t recoupe en général le cercle en autre point et que



98 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesce point est rationnel dès que t l'est. En e�et un point de cette droite a pourcoordonnées (a+ x; b+ tx) pour x 2 Ret il appartient au cercle (pour n général) si et seulement si0 = (a+ x)2 + (b+ tx)2 � n= (a2 + b2 � n) + x(2a+ 2tb) + x2(1 + t2)= x �x(1 + t2) + 2(a+ tb)� :On obtient donc un autre point du cercle pour x = �2(a+ tb)=(1+ t2) et doncon trouve un point M (t) en(a+ x; b+ tx) = �a(t2 � 1)� 2tb1 + t2 ; b(1� t2) � 2at1 + t2 �qui est bien rationnel dès que t l'est. SoitM 0 le point du cercle tel que (MM 0)soit verticale (M =M 0 si cette droite est la tangente au cercle en M ). Alors,hormis M 0, tous les points du cercle sont obtenus par cette méthode (avect réel) puisque si N appartient au cercle et si t est la pente (�nie) de ladroite (MN ), N est obtenu pour le paramètre t. Autrement dit le cercle estexactement l'ensemble des points M (t) pour t réel, auxquels on rajoute M 0.En fait M 0 n'est rien d'autre que M (1) i.e.M 0 = (a;�b) (il est évident que,le cercle étant invariant par la symétrie d'axe (Ox), (a;�b) est l'unique pointdu cercle qui a même abscisse que M ).Pour �nir on a donc démontré que si on pouvait trouver un point rationnelM sur le cercle, alors les points rationnels du cercle sont denses dans le cercle.Cette méthode se généralise instantanément à la dimension 3 en paramé-trant les droites non pas par un paramètre (la pente t), mais par deux para-mètres. On note Dt;u l'ensemble des points de la forme (a+ x; b+ tx; c+ ux)pour x réel (et M = (a; b; c) un point rationnel de la sphère). Pour t et urationnels le deuxième point d'intersection de Dt;u avec la sphère est aussirationnel. Et ces points sont denses parmi tous les points que l'on peut ob-tenir en faisant varier t et u dans R. Ces derniers sont tous les points de lasphère sauf au plus un cercle (l'intersection de la sphère avec le plan X = a,c'est-à-dire le cercle X = a et Y 2 + Z2 = b2 + c2 = n � a2) et donc ils sontdenses dans la sphère.En résumé on a la propriété de densité si et seulement si la sphère de rayonpn contient un point rationnel.Commentaires.On peut expliciter un peu plus cette dernière condition, maiscela met en jeu de l'arithmétique. On va le faire dans le cas du cercle car celareste encore élémentaire. On se demande donc si n s'écrit n = a2+b2 avec a etb rationnels. La première remarque est que cette condition est multiplicative.C'est loin d'être évident mais cela découle de l'égalité cos2 +sin2 = 1 ou encore(dans R2)



Exercice 16. Densité des points rationnels d'une sphère 99jjujj2jjvjj2 = ju:vj2 + j det(u; v)j2puisque le cosinus de l'angle entre deux vecteurs est donné par le rapportdu produit scalaire et du produit des normes, tandis que le sinus est (ausigne près, selon l'orientation choisie du plan) le rapport du déterminant etdu produit des normes. Si on prend des coordonnées cela donne(a2 + b2):(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad� bc)2 ;identité connue sous le nom d'identité de Lagrange. Et donc si n est sommede deux carrés de rationnels (n = a2 + b2) de même que m (m = c2 + d2),alors nm a aussi cette propriété.Prenons un n quelconque, on peut l'écrire comme produit de nombres pre-miers pi tous distincts et à des puissances ri entières non nulles. Comme nest somme de deux carrés si et seulement si n=p2 a la même propriété (pourun entier p quelconque), on voit qu'on peut se ramener à ri = 1, i.e. n estproduit de nombres premiers tous distincts. Dans ce cas écrivons n = a2 + b2et multiplions par le dénominateur commun : on obtientx2 + y2 = nz2avec x, y et z entiers premiers dans leur ensemble. Si un nombre premier pdivise n, il ne peut diviser ni x ni y. En e�et, dans le cas contraire, p diviseraità la fois x2 ou y2 et nz2. Donc il diviserait x2 et y2 et donc x et y. Mais alorsp2 diviserait x2 + y2, donc aussi nz2. Mais p2 ne divise pas n et p ne peutdiviser z car sinon p diviserait x, y et z. Donc, si p divise n, on a x2+y2 � 0 [p]avec x et y non nuls modulo p.Comme x est non nul modulo p, il est inversible (puisque p est premier) eton obtient u2 � �1 [p]pour un certain entier u (avec xu � y [p]). Autrement dit �1 est un carrémodulo p.Cherchons d'abord les p tels que �1 soit un carré modulo p. Nous suppo-serons p impair puisque pour p = 2, �1 est aussi 1 et est manifestement uncarré. Le théorème de Wilson (qui se trouve aussi être le théorème de Lagrangedans ce cas) montre que, pour tout x non nul modulo p, on axp�1 � 1 [p] :Si y est le carré de x on a (puisque p� 1 est pair)y(p�1)=2 = xp�1 � 1 [p] :En conséquence tout carré qui n'est pas nul modulo p véri�e la congruencey(p�1)=2 � 1 [p]. Réciproquement l'anneau de congruence modulo p est uncorps puisque p est premier et donc une équation de degré (p�1)=2 a au plus(p � 1)=2 solutions modulo p. Or on a x2 = y2 si et seulement si x � �y [p]



100 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmeset donc les p � 1 entiers non nuls modulo p donnent naissance (par élévationau carré) à (p� 1)=2 carrés distincts. Comme la congruence précédente avaitau plus (p� 1)=2 solutions et que les carrés en étaient solutions, c'est que lessolutions de cette congruence sont exactement les carrés (non nuls) modulo p.Remarque : on a donc exactement (p + 1)=2 carrés modulo p en comptantla classe de 0.Il résulte de cette discussion que �1 est un carré si et seulement si(�1)(p�1)=2 � 1 [p] :Et donc, �nalement, si et seulement si (p � 1)=2 est pair ou encore p � 1 [4].On a donc montré que si n est somme de deux carrés de rationnels alorsles nombres premiers qui interviennent dans la décomposition de n avec unexposant impair sont tous soit pairs, soit congrus à 1 modulo 4. Pour montrerla réciproque il nous su�t, d'après la propriété de multiplicativité, de montrerque tout nombre premier p congru à 1 modulo 4 est bien sommede deux carrés.Nous allons le montrer par récurrence sur le nombre premier p. Le premiernombre concerné est 5 qui est bien somme de deux carrés de rationnels car5 = 4 + 1.Puisque �1 est un carré modulo p, il existe un entier x tel que x2+1 � 0 [p]et donc il existe aussi un entier y tel que x2+1 = py. Remarquons que l'on peutchoisir x tel que 0 < x � (p�1)=2 et donc on a x2+1 � (p�1)2=4+1 < p2=4.Donc on aura 0 < y < p=2. On décompose y en facteurs premiers y = Qi priiavec pi � y < p=2. On sait que py = x2 + 1 est somme de deux carrés denombres rationnels, il en est donc de même pour py=q2 pour tout entier qnon nul. On se ramène donc au cas où tous les ri valent 1. Donc, d'après cequi précède, tous les pi sont soit pairs, soit congrus à 1 modulo 4 puisqu'ilsinterviennent avec un exposant impair dans la décomposition de py qui estsomme de deux carrés de rationnels. Par hypothèse de récurrence chacundes pi est donc somme de deux carrés de rationnels, et donc aussi y parmultiplicativité. Maintenant si y = a2 + b2, on a1y = 1a2 + b2 = a2(a2 + b2)2 + b2(a2 + b2)2et donc 1=y est aussi somme de deux carrés de rationnels. Donc, par multi-plicativité py:1=y = p l'est aussi. Ce qui achève de démontrer la propriété parrécurrence.On trouvera d'autres développements liés à cette question des carrés mo-dulo p dans les exercices 7 et 19. Et pour approfondir le tout on pourrafeuilleter Hardy and Wright, Introduction to the theory of numbers, paru chezClarendon press.



Exercice 17. Principe d'approximation forte 101Exercice 17Principe d'approximation forte1. Tout d'abord si n et m sont deux entiers naturels non nuls, on a vp(nm) =vp(n) + vp(m) par application directe de la dé�nition de vp. La même pro-priété reste vraie pour n et m entiers relatifs puisque la valeur absolue estmultiplicative.Si r = q1=q2 = q01=q02 un rationnel non nul, alors q1q02 = q2q01 est un entierrelatif non nul et doncvp(q1) + vp(q02) = vp(q1q02) = vp(q2q01) = vp(q2) + vp(q01) :D'où vp(q1) � vp(q2) = vp(q01)� vp(q02) :2. Comme px = ex log(p) est toujours strictement positif, il est clair quedp(r1; r2) = 0, r1 = r2 :L'égalité dp(r1; r2) = dp(r2; r1) résulte immédiatement de vp(x) = vp(�x)pour tout entier x.Par dé�nition de vp, si n est un entier (relatif) non nul, on a n = pvp(n)mavec m premier à p. En écrivant r = q1=q2, on obtientr = pvp(q1)q01pvp(q2)q02 = pvp(r) q01q02avec q01 et q02 des entiers (relatifs) premiers à p. Écrivons donc r2�r1 et r3�r2sous cette forme : r3 � r1 = pvp(r2�r1) q1q2 + pvp(r3�r2) q01q02et notons k = minfvp(r2 � r1); vp(r3 � r2)g. On ar3 � r1 = pk pvp(r2�r1)�kq1q02 + pvp(r3�r2)�kq01q2q2q02 :Comme q2q02 est premier à p (par le lemme de Gauÿ, puisque q2 et q02 le sont),on a vp(r3 � r1) � k. En fait on a même égalité si vp(r2 � r1) 6= vp(r3 � r2)puisque dans ce cas l'un des deux termes du numérateur est divisible par p etpas l'autre. En tout cas on adp(r1; r3) � p�k = maxfdp(r1; r2); dp(r2; r3)g � dp(r1; r2) + dp(r2; r3) :Cette distance est connue sous le nom de distance p-adique. La propriétéque nous venons de montrer, plus forte que l'inégalité triangulaire, est dite



102 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesultramétrique. Elle exprime le fait que si deux boules se rencontrent, alorsl'une des deux est incluse dans l'autre !3. Si r = 0 ou si r1 = r2, l'égalité dp(rr1; rr2) = Np(r)dp(r1; r2) est claire.Sinon, écrivons r = q1=q2 et r2�r1 = q01=q02 avec q1, q2, q01 et q02 entiers relatifs.On a vp(rr2 � rr1) = vp(q1q01) � vp(q2q02)= vp(q1) + vp(q01)� vp(q2)� vp(q02)= vp(r) + vp(r2 � r1)et donc dp(rr1; rr2) = Np(r)dp(r1; r2).4. Supposons le problème résolu pour x = ei, le ieme vecteur de la basecanonique de Qn+1 et soit x = Pni=0 xiei. Pour 0 � i � n choisissons ri telque d (�(ri); ei) � �(n+ 1)Mavec M = maxfjxij; Npj (xi) = 0 � i � n; 1 � j � ng et évaluonsd � nXi=0 xiri! ; x! = ����� nXi=0 xiri � x0�����+ nXj=1 dpj  nXi=0 xiri; xj!= ����� nXi=0 xiri � x0�����+nXj=1Npj 0@xj(rj � 1) + nXi 6=j xiri1A� jx0(r0 � 1)j+ nXi=1 Npi (x0r0) +nXj=10@jxjrjj+Npj (xj(rj � 1)) +Xi 6=j Npi (xjrj)1A� M 0@jr0 � 1j+ nXj=1Npj (x0)1A +nXj=1M 0@jrjj+ Npj (rj � 1) +Xi 6=j Npi(xj)1A� M nXi=0 d (�(ri); ei)� � :



Exercice 17. Principe d'approximation forte 103Il en résulte que �(Q) est dense dans Qn+1 pour la topologie induite par d.Il nous reste donc à approcher les vecteurs de la base canonique.Pour i = 0, on prend r0 de la former0 = (p1 : : : pn)k(p1 : : : pn)k + 1et alors jr0 � 1j = 11 + (p1 : : : pn)k et dpj (r0; 0) = p�kj :Donc, pour k su�samment grand, on a bien d(�(r0); e0) arbitrairement petit.Pour i > 0, écrivons une relation de Bézout entre pki et nYj=1;j 6=ipkj , pour unk �xé, soit ukpki + vk nYj=1;j 6=ipkj = 1avec uk et vk entiers. Posonsri = 1� ukpki1 + (p1 : : : pn)mpour k et m des entiers. Pour j 6= 0, le dénominateur de ri est premier à pjet donc Npj (ri) = Npj (1� ukpki ) = Npj (vk nYl=1;l6=i pkl )et donc, si j 6= i, on adpj (ri; 0) = Npj (ri) � Npj (pkj ) = p�kjet ceci est indépendant de m. Pour j = i, on adpi(ri; 1) � dpi(ri; 1� ukpki ) + dpi(1� ukpki ; 1)� Npi (1� ukpki )dpi � 11 + (p1 : : : pn)m ; 1�+ Npi(ukpki )� dpi � 11 + (p1 : : : pn)m ; 1�+ p�ki� Npi � (p1 : : : pn)m1 + (p1 : : : pn)m�+ p�ki� p�mi + p�ki :En�n, pour j = 0, on a jrij arbitrairement petit si on fait varierm, k étant �xé.En conclusion en choisissant k, puis m, on a bien d(�(ri); ei) arbitrairementpetit.



104 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesRemarque : dans la relation de Bézout on peut contrôler jukj et jvkj etobtenir jrij � (p1 : : : pn)k�m.Commentaires. L'exercice 7 sur les racines carrées de �1 dans Qp traiteégalement de la distance p-adique. On pourra en consulter la bibliographie.La valeur absolue p-adique permet de construire un complété de Q , notéQp, tout comme on le fait pour R à partir de Q et de la valeur absolueusuelle. De la sorte on a en fait obtenu toutes les valeurs absolues sur Q (àun facteur exponentiel près) et on peut mélanger tous les complétés de Q enintroduisant l'anneau des adèles de Q . On note Zp l'ensemble des élémentsde Qp tels que Np(x) � 1 et A l'anneau des adèles de Q , produit restreintdes Qp relativement aux Zp. C'est-à-dire, par dé�nition, qu'un adèle est unélément x = (xv) 2 R�Yp Qpoù v est soit l'in�ni (x1 2 R) soit un nombre premier p (xp 2 Qp). On ditque v est une place de Q . Le produit est restreint en ce sens que l'on imposeque tous les xp soient en fait dans Zp sauf peut-être pour un nombre �ni dep. Cette condition est là pour assurer que A reste localement compact. Leprincipe d'approximation forte est très général et celui que l'on vient de dé-montrer peut être reformulé en disant que R:Q est dense dans A ; le produitR:Q est tout simplement l'ensemble des éléments de A qui s'écrivent commeproduit d'un élément de R (i.e. xp = 1 pour tout nombre premier p) et d'unélément de Q (i.e. xv = x est un même rationnel pour toute place v).Plus généralement si on se donne un ensemble �ni S de places de Q etG un groupe linéaire algébrique (comme le groupe linéaire GL(n), le groupespécial linéaire SL(n), le groupe orthogonal O(n) etc. ce sont des groupes dematrices), on peut se demander si G(A S ):G(Q) est dense dans G(A ) où G(A )est l'ensemble des matrices dans G à coe�cients dans A , de même pour G(Q)et G(A S ), A S désignant l'ensemble des éléments tels que xv = 1 pour v endehors de S.Par exemple ce résultat est vrai pour G = SL(n) dès que S contient l'in�ni,mais il est toujours faux pour G = GL(n). Pour un exposé sur les adèles onpourra feuilleter André Weil, Basic number theory, paru chez Springer-Verlag.



Exercice 18. Autour du théorème de Weierstraÿ-Stone 105Exercice 18Autour du théorème de Weierstraÿ-StoneSi I contient un entier, disons m, les fonctions polynomiales sur I à coe�cientsentiers ne sont pas denses dans C0(I;R) ; en e�et si P 2Z[X], on a P (m) 2Zet il est donc impossible d'approcher uniformément une fonction qui n'est pasentière en m, par exemple la fonction constante égale à 1=2.On étudie donc un intervalle I ne rencontrant pas Z. Par connexité de I,cet intervalle est compris dans un intervalle ]m;m+ 1[, pour m 2Z.On commence par envoyer I dans [a; 1=2] avec 0 < a < 1=2 par une fonctionpolynomiale à coe�cients entiers et ainsi se ramener au cas I = [a; 1=2]. Pourcela il su�t de prendreP (x) = 12 � 2�x� 2m+ 12 �2 = 2(x�m)(m + 1� x) :Le maximumde ce trinôme est atteint en m+ 1=2 et vaut 1=2 ; son minimumest atteint en m et m + 1 et on a P (m) = P (m + 1) = 0. Il en résulteP (]m;m+ 1[) = �0; 12� :Comme P est continu et I est compact, J = P (I) doit être compact et doncJ = P (I) = [a; b] avec 0 < a � b � 12 :Soit I 0 = [a; 1=2], on va itérer une fonction polynomiale Q ayant 1=2 commeunique point �xe sur I0 et préservant I 0. Si on demande que jQ00j soit minorépar une quantité strictement positive, la méthode de Newton assure qu'il y aconvergence uniforme de Q �Q � : : :�Q vers l'unique point �xe de Q, à savoir1=2.En particulier si Q est un trinôme du second degré, l'assertion sur Q00 estimmédiate car Q00 est constant. Si on rajoute x < Q(x) � 1=2 sur ]0; 1=2[,alors I0 sera préservé et 1=2 l'unique point �xe.On peut prendreQ(x) = x+ (1� 2x)x = 12 � 2�x� 12�2 :De la première expression on déduit Q(x) > x sur ]0; 1=2[ et Q(1=2) = 1=2.De la seconde on déduit Q(x) � 1=2 sur [0; 1=2].Par conséquent Q�n = Q �Q � : : : �Q converge uniformément vers 1=2 surI 0 et aussi, a fortiori, sur J ; donc Q�n � P converge uniformément vers 1=2sur I, par uniforme continuité de P .On note (Pn)n2Nune suite de fonctions polynomiales à coe�cients entiersconvergeant uniformément sur I vers la fonction constante égale à 1=2. Soit



106 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesp 2Zet q 2 N, la suite (p(Pn)q)n2Nest une suite de fonctions polynomiales àcoe�cients entiers sur I convergeant uniformément vers p=2q par continuité dela fonction x 7! pxq en 1=2. Si t est un réel quelconque, on peut construire unesuite (pk=2qk)k2N, avec pk 2Zet qk 2 N, convergeant vers t. Alors pk(Pnk)qkconverge uniformément vers t sur I, pour nk choisi par exemple tel quejjPnk � 12 jj � 12(2kjpkj+ 1) ;où jjf jj désigne la norme supx2I jf(x)j pour f 2 C(I;R). En e�et on a alors��������Pnk � 12 �������� � 12 et donc jjPnkjj � 1 :D'où ��������P qknk � 12qk �������� � ��������Pnk � 12 �������� : ��������P qk�1nk + : : :+ 12qk�1 ��������� ��������Pnk � 12 �������� :�jjPnkjjqk�1 + : : :+ 12qk�1�� ��������Pnk � 12 �������� :�1 + : : :+ 12qk�1�� 2 ��������Pnk � 12 ��������������pkP qknk � pk2qk ������ � 2jpkj ��������Pnk � 12 ��������et donc, pour k > 0, on a ������pkP qknk � pk2qk ������ � 12k :On a donc réussi à approcher uniformément toutes les fonctions constantessur I.Soit maintenant f une fonction continue quelconque sur I et Pn une suitede fonctions polynomiales à coe�cients réels convergeant uniformément versf sur I (ce qui est possible d'après l'énoncé). On écrit Pn sous sa formecanonique Pn = Pkni=0 ai;nXi. Soit maintenant des polynômes à coe�cientsentiers Qi;n tels quejjQi;n � ai;njj � 1n(kn + 1)(1 + jmj)kn(où m désigne toujours l'entier tel que I �]m;m+ 1[) etRn(X) = knXi=0Qi;n(X)Xi :



Exercice 18. Autour du théorème de Weierstraÿ-Stone 107R est bien un polynôme à coe�cients entiers et on ajjRn� f jj � jjRn� Pnjj+ jjPn� f jj� knXi=0 jjQn;i� an;ijj:jjXijj+ jjPn� f jj� 1n + jjf � Pnjj :Il en résulte que Rn converge uniformément vers f sur I. Autrement dit l'en-semble des fonctions polynomiales à coe�cients entiers sur I est dense dansC(I;R) pour la norme de la convergence uniforme.Remarque : on peut se demander ce qu'il se passe si on demande aux fonc-tions continues d'être à valeurs entières sur les entiers puisque cela sembleêtre l'unique obstruction à la densité quand I est quelconque. C'est un faitparticulièrement subtil et ardu que, si la longueur de l'intervalle est inférieureà 4, c'est vrai, mais que c'est faux sinon.Commentaires. Rappelons le théorème de Weierstraÿ-Stone dans sa géné-ralité. On se donne X un espace topologique compact (on pourra se contenterdes compacts de Rn si l'on veut), C(X;R) l'espace vectoriel des fonctionscontinues sur X, A une sous-algèbre de C(X;R). On suppose que1. A contient les fonctions constantes.2. A sépare les points de X, i.e. pour tout couple (x; y) de points de X, onpeut trouver f dans A telle que f(x) 6= f(y).Alors A est dense dans C(X;R) pour la norme de la convergence uniforme,i.e. 8g 2 C(X;R) 8� 2 R�+ 9f 2 A supx2X jf(x) � g(x)j � � :On peut évidemment prendre pour A l'algèbre des polynômes sur un intervallecompact X de R.On va en fait montrer qu'on peut approcher le sup ou l'inf de deux fonctionsde A. Pour cela, il nous su�ra d'approcher la valeur absolue d'une fonction deA et, comme jtj = pt2, il nous faut juste approcher la fonction racine carréepar des polynômes.On véri�e aisément que la suite de polynômes sans terme constant, dé�niepar la relation de récurrence sur n (sur I = [0; 1])� P0 = 0� Pn+1(t) = Pn(t) � 12 (t� Pn(t)2)est une suite croissante et converge uniformément vers son unique limite pos-sible : pt (pour t dans [0; 1]).On peut donc approcher uniformément jtj par des polynômes sur [�1; 1],puisqu'il su�t de considérer t! Pn(t2) qui est bien un polynôme en t.



108 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesPar homothétie et translation de la variable, on peut approcher jtj sur toutintervalle compact de R et donc, a fortiori, sur tout compact de R.Soit maintenant f dans A, alors f(X) est un compact de R. On peut donctrouver Qn une suite de polynômes approchant uniformément jtj sur f(X).Alors pour tout f dans A, Qn � f est une somme de produits de fonctionsdans A (car A contient les constantes) et donc appartient à A (car A est unealgèbre). Comme Qn � f converge uniformément vers jf j sur X, on a doncprouvé que l'adhérence de A contient jf j. Si f et g sont deux fonctions dansA, on asup(f; g) = 12(f + g + jf � gj) et inf(f; g) = 12(f + g � jf � gj)(où ces égalités entre fonctions sont par dé�nition des égalités en tout point xde X). Comme A contient f + g, f � g et 1=2, il en résulte que l'adhérence deA contient le sup et l'inf de deux fonctions de A et donc aussi de l'adhérencede A. Elle contient aussi le sup et l'inf d'un nombre �ni de fonctions del'adhérence de A, par récurrence.Remarquons également que si A sépare les points, alors pour tout couple(x; y) de points distincts de X et tout couple de scalaires (�; �), on peuttrouver f dans A telle que f(x) = � et f(y) = �. En e�et soit g séparant xet y, alors f = �+ (� � �) g � g(x)g(y) � g(x)appartient à A (car A est une algèbre et contient les constantes) et a la bonnepropriété.Soit maintenant � un réel strictement positif et f une fonction continue surX. On veut trouver g dans A (ou dans son adhérence) tel que jf(x)�g(x)j < �pour tout x dans X.Pour x dans X �xé, on note, pour y dans X, gx;y une fonction dans A telleque gx;y(x) = f(x) et gx;y(y) = f(y). Soit, pour y dans X,Uy = fz 2 X j gx;y(z) > f(z) � �g :Comme gx;y et f sont continues, Uy est ouvert. Comme y lui appartient parhypothèse, X est inclus dans la réunion des ouverts Uy. Par compacité de X,on peut donc trouver un ensemble �ni de y, disons y1, y2, : : : , yn, tels queX = n[i=1Uyi :En conséquence gx = sup(gx;y1 ; : : : ; gx;yn)appartient à l'adhérence de A et véri�e8z 2 X 9i tel que z 2 Uyi et gx(z) � gx;yi(z) > f(z) � � :



Exercice 18. Autour du théorème de Weierstraÿ-Stone 109On a donc fabriqué un ensemble de fonctions gx telles quegx(x) < f(x) + � et 8z 2 X gx(z) > f(z) � � :On note maintenant Vx = fz 2 X j gx(z) < f(z) + �g :On a encore Vx ouvert et x 2 Vx. Par conséquent X est réunion d'un nombre�ni de ces ouverts, disons pour x1, : : : , xm. Par conséquentg = inf(gx1 ; : : : ; gxmgvéri�e 8z 2 X g(z) < f(z) + �et comme un inf de fonctions toutes supérieures à f�� l'est encore on a même8z 2 X f(z) � � < g(z) < f(z) + �ce qui est bien ce que l'on voulait démontrer puisque g appartient à l'adhérencede A et donc 9h 2 A jjf � hjj � jjf � gjj+ jjg � hjj � 2� :On pourra consulter Jean Dieudonné, Calcul in�nitésimal, paru chez Her-mann, Walter Rudin, Real and complex analysis, paru chez McGraw-Hill ouKolmogorov et Fomine, Éléments de la théorie des fonctions et de l'analysefonctionnelle, paru chez MIR.



110 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 19Autour du théorème de Dirichlet1. P ne prend les valeurs 0 et �1 qu'un nombre �ni de fois. Il existe donc unentier n tel que P (n) 6= 0 et P (n) 6= �1. Si p est un diviseur premier de P (n),c'est aussi un diviseur de P par dé�nition. Ainsi P a au moins un diviseur.Montrons, par récurrence sur l'entier strictement positif r, que P possèdeau moins r diviseurs ; autrement dit que P possède une in�nité de diviseurs.Si p1; p2; : : : ; pr sont des diviseurs de P et si l est un entier tel que b = P (l)est non nul, on considère le polynôme Q dé�ni parQ(X) = 1b P (l + bp1p2 : : : prX) :D'après la formule de Taylor (qui est exacte pour les polynômes !), on aQ(X) = 1 + deg(P )Xk=1 P (k)(l)k! bk�1(p1 : : : pr)kXket Q est donc un polynôme à coe�cients entiers (puisque la quantité P (k)(l)=k!est en fait un entier). De plus on aQ(n) � 1 [pi]pour tout entier n et tout indice i (1 � i � r). En particulier Q(n) n'est pasnul.CommeQ n'est pas constant, il existe un entier n tel que Q(n) 6= �1. Doncil existe q premier divisant Q(n) et comme q ne peut pas diviser à la fois Q(n)et Q(n)�1, q est distinct de p1; p2; : : : ; pr. On a donc bien trouvé un nouveaudiviseur de Q et donc, a fortiori, de P .2. Toute racine neme de l'unité z est primitive pour un d avec 1 � d � n pardé�nition de la notion de racine primitive. De plus si n = bd+r est la divisioneuclidienne de n par d, on a zr = zn(zd)�b = 1 et donc r = 0, ou encore djn.Autrement dit toute racine neme de l'unité est primitive pour un unique ddivisant n. En termes de polynômes ceci se traduit parXn � 1 =Ydjn �d(X) :Montrons maintenant par récurrence sur l'entier strictement positif n que �nest un polynôme unitaire à coe�cients entiers.On a �1 = X � 1 qui a bien ces propriétés.Supposons maintenant la propriété vraie pour tous les �k avec k < n ;en particulier elle est vraie pour �d avec djn et d 6= n. Comme ce sont despolynômes unitaires leur produit est unitaire :



Exercice 19. Autour du théorème de Dirichlet 111B(X) = Ydjn d 6=n�d(X) 2Z[X]est un polynôme unitaire. On peut donc e�ectuer la division euclidienne deXn � 1 par B dans Z[X] :Xn � 1 = B(X)Q(X) + R(X) :Mais cette division est également valable dans C [X ]. Comme on avait déjàune division euclidienne dans C [X], à savoirXn � 1 = B(X)�n(X) ;il en résulte R = 0 et Q = �n. Par conséquent �n est à coe�cients entiers. Ilest évidemment unitaire de par sa dé�nition. Et on a donc montré la propriétépar récurrence sur n.3. Soit A et B des polynômes à coe�cients entiers tels que B divise A, i.e.A = BQ pour un certain polynôme Q à coe�cients entiers. Si maintenantx est un entier quelconque et si n est un entier divisant B(x), alors, commeQ(x) est entier, n divise aussi B(x)Q(x) = A(x). En termes de congruences,si B(x) � 0 [n], alors A(x) � 0 [n].On applique ce résultat à A = Xm � 1, B = �m, x = a et n = p et onen tire am � 1 � 0 [p]. Or si p divisait a, on aurait am � 0 [p], ce qui estimpossible puisque 0 6� 1 [p].Soit maintenant k le plus petit entier strictement positif tel que ak � 1 [p](autrement dit k est l'ordre multiplicatif de a modulo p). Supposons que ksoit strictement plus petit que m. Comme p divise à la fois ak � 1 et �m(a),p2 divise le produit, i.e. (ak � 1)�m(a) � 0 [p2] :Soit m = bk + r la division euclidienne de m par k ; on aar � ar(ak)b � am � 1 [p]et donc r est nul, i.e. k divise m. En conséquence (Xk � 1)�m divise Xm � 1,le quotient étant égal au produit, pour d divisant m et strictement comprisentre k et m, des �d. En appliquant la remarque du début, on en déduitam � 1 � 0 [p2] :Remarquons maintenant que, pour tout polynôme P , tout entier x et toutentier n supérieur ou égal à 2, on aP (x+ n) � P (x) [n] :En particulier �m(a+ p) � �m(a) � 0 [p] et (a+ p)k � 1 � ak � 1 � 0 [p] ; ilen résulte une fois encore (a+ p)m� 1 � 0 [p2]. Par di�érence avec le résultatprécédent, on obtient



112 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes(a+ p)m � am � pmam�1 � 0 [p2] :Mais alors p divise mam�1. Comme p ne divise pas m, le lemme de Gauÿassure que p divise a et nous venons de voir que c'est impossible. Donc m estbien l'ordre de a modulo p.4. D'après le petit théorème de Fermat (ou le théorème de Wilson, au choix),comme p ne divise pas a, ap�1 � 1 [p] :Comme m est le plus petit entier tel que am � 1 [p], il en résulte (commeprécédemment) que m divise p� 1 et donc que p� 1 � 0 [m] ou encorep � 1 [m] :Il reste donc à remarquer que, m étant �xé, �m a une in�nité de diviseurs,donc une in�nité de diviseurs premiers à m et il existe donc une in�nité denombres premiers p ne divisant pasm tels qu'il existe a véri�ant �m(a) � 0 [p].D'après ce qui précède on aura alors p � 1 [m]. En résumé il y a une in�nitéde nombres premiers dans la progression arithmétique de raison m et de base1.Remarque : on n'utilise pas le fait que �m(a) est non nul et que a est positif(qui font partie de la dé�nition de la notion de diviseur). Cela dit, parmi lesentiers seuls 1 et �1 sont des racines de l'unité et donc seuls �1 et �2 ontdes racines entières. Dans le cas m = 2, on peut toujours choisir a = �1(on a �2(X) = X + 1). Ici 2 est évidemment l'ordre de �1 modulo p pourtout p strictement supérieur à 2 et la démonstration (donnée par la solution)du fait que �2 a une in�nité de diviseurs est la démonstration classique dufait que l'ensemble des nombres premiers est in�ni (en prenant l = 0, on ab = P (0) = 1 et Q(X) = p1 : : : prX + 1).Commentaires. �n s'appelle le neme polynôme cyclotomique.Ce théorème admet une généralisation (dite �grand théorème de Dirichlet�ou �théorème de la progression arithmétique�) qui a�rme que le résultat estencore vrai si on remplace 1 par n'importe quel entier premier à m : pourtout entier m non nul et tout entier a premier à m, il existe une in�nité denombres premiers congrus à a modulo m. À noter que si a n'est pas premierà m, p � a [m] implique que pgcd(a;m) divise p et donc il y a au plus unnombre premier qui véri�e p � a [m].Le lecteur intéressé pourra consulter le cours de Jean-Pierre Serre, Coursd'arithmétique, paru aux Presses Universitaires de France, pour une démons-tration du grand théorème de Dirichlet. Cette démonstration n'est pas élé-mentaire et fait appel à la notion de fonction L (de Dirichlet) qui est unegénéralisation de la fonction � de Riemann :L(s; �) = 1Xn=1 �(n)ns :



Exercice 19. Autour du théorème de Dirichlet 113� est ici un caractère modulaire, c'est-à-dire une application de Zdans Cmultiplicative et non nulle uniquement sur l'ensemble des nombres premiersà un certain entier m dépendant de �. Autrement dit, il existe un entier mtel que, pour tout (a; b) dans Z2,�(ab) = �(a)�(b)�(a) = 0, pgcd(a;m) 6= 1 :Par exemple, soit p un nombre premier, on peut dé�nir un caractère modulaire� ainsi : �(a) vaut 0, 1 ou �1 selon que, modulo p, a est nul, a est un carrénon nul, a n'est pas un carré.La démonstration du grand théorème de Dirichlet passe par le fait queL(s; �) est un complexe non nul si � n'est pas identiquement égal à 1 et,dans ce dernier cas, L(s; �) n'est rien d'autre que la fonction � de Riemannet admet donc un pôle en s = 1 (puisque la série harmonique diverge).On trouvera d'autres exemples de caractères dans l'exercice 28 sur les ca-ractères de l'algèbre C(K;R) des fonctions continues d'un compact dans R.



114 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 20Racines carrées continûment di�érentiablesPar le théorème de composition, comme x 7! px est de classe C1 sur R�+, gest de classe C2 en tout point où f ne s'annule pas.Soit maintenant x un zéro de f . La formule de Taylor-Young s'écritf(x + h) = hf 0(x) + h22 f 00(x) + o(h2)et donc la positivité de f montre que f 0(x) = 0 et f 00(x) � 0. Remarquonsque cela était évident a priori puisque 0 est un minimum absolu de la fonctionpositive f . On en déduit, par la formule de Taylor-Lagrange,f(x + h) = h22 f 00(x+ �hh) avec 0 < �h < 1 :D'où g(x+ h) � g(x)h = pf(x + h)h = 1p2 jhjh pf 00(x+ �hh)et donc (en notant g0g et g0d les dérivées à gauche et à droite de g)g0g(x) = �rf 00(x)2 et g0d(x) =rf 00(x)2 :Donc g est dérivable en x si et seulement si f 00(x) est nul. De plus dans ce cason a g0(x) = 0.Supposons maintenant que f 00 s'annule en tous les zéros de f . On a doncaussi la nullité de g0 en tous ces zéros. Soit x l'un d'eux, introduisons lesintervalles centrés en x, Ir = [x� r;x+ r]. Pour y dans Ir et h dans [�r; r],on a0 � f(y+h) = f(y)+hf 0(y)+h22 f 00(y+�hh) � f(y)+hf 0(y)+h22 supt2I2r jf 00(t)j :Ce trinôme en h est minimal en� f 0(y)supt2I2r jf 00(t)j :D'après l'inégalité des accroissements �nis appliquée à f 0, pour tout y dansIr, on a jf 0(y)j = jf 0(y) � f 0(x)j � r supt2Ir jf 00(t)j � r supt2I2r jf 00(t)j :Donc le minimum du trinôme est atteint sur [�r; r]. Sa positivité est doncéquivalente (puisque son terme dominant est positif) à la négativité de sondiscriminant :



Exercice 20. Racines carrées continûment di�érentiables 115f 0(y)2 � 2f(y) supt2I2r jf 00(t)j :Comme g est dérivable et g2 = f , on aj2g(y)g0(y)j = jf 0(y)j �r2f(y) supt2I2r jf 00(t)j = g(y)r2 supt2I2r jf 00(t)j :Si g(y) est non nul (c'est-à-dire si f(y) est non nul), on a doncjg0(y)j �r supt2I2r jf 00(t)j2 :Et si g(y) est nul, g(y) est un minimum de g et on a g0(y) = 0. Il en résultelimy!x g0(y) = 0 = g0(x)puisque, quand y tend vers x, on peut prendre r arbitrairement petit et alorsle sup sur I2r tend (par continuité de f 00) vers f 00(x) i.e. vers 0.En résumé g est de classe C1 sur R si et seulement si f 00 s'annule en tousles zéros de f .



116 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 21Polynômes hyperboliques1. Soit � = @@X l'application linéaire deR[X] dans lui-même qui à un polynômeP associe son polynôme dérivé. Par dé�nition de R, on a R = Q(�)[P ] oùQ(�) désigne le polynôme d'opérateur Pni=0 ai�i. En conséquence, comme Qest scindé, on aQ(X) = an nYi=1(X � �i) et donc Q(�) = an nYi=1(� � �iId)où le produit désigne dans un cas le produit des polynômes et dans l'autrecas la composition des applications linéaires. Si l'application linéaire � � �Idpréserve les polynômes hyperboliques, il en sera de même pour un produit detelles applications et donc pour Q(�) puisque les homothéties aussi préserventl'hyperbolicité.On est donc ramené au cas où Q(X) = X � � et on étudie le polynômeQ(�)[P ] = P 0 � �P où P est un polynôme hyperbolique de degré k et � estun réel quelconque. Le cas où k est inférieur à 1 étant immédiat, car toutpolynôme de degré inférieur ou égal à 1 est hyperbolique, nous supposons ksupérieur à 2.Étudions tout d'abord le cas où P est simplement scindé, i.e. quand sesracines sont simples. Notons ces racines x1; : : : ; xk avec x1 < x2 : : : < xk .D'après le théorème de Rolle, P 0 possède une racine yi dans chacun des inter-valles ]xi; xi+1[ pour 1 � i � k� 1. Ce sont donc exactement les k� 1 racinesde P 0 (qui est de degré k�1). Comme les racines yi sont simples, P 0 y changede signe. De plus P 0 est de signe constant sur ]yi; yi+1[ puisqu'il ne s'y annulepas. Il en résulte que la suite des valeurs de P 0 en les xi est alternée. Il enest donc de même pour les valeurs de P 0 � �P en les xi puisque ce sont lesmêmes ! Le théorème des valeurs intermédiaires nous assure donc de l'exis-tence de k�1 racines réelles pour le polynôme P 0��P . Ce polynôme étant àcoe�cients réels, il a un nombre pair de racines complexes, puisqu'elles sontconjuguées deux à deux, et ne peut donc n'en avoir qu'une seule. C'est doncqu'il est hyperbolique.Revenons au cas général. On note (xi)1�i�l les racines (ordonnées) de Pet (mi)1�i�l leurs multiplicités respectives. L'hypothèse P hyperbolique setraduit par Pli=1mi = k. Le raisonnement précédent se généralise aisément :P 0 possède l � 1 racines, (yi)1�i�l�1 comprises chacune dans un intervalle]xi; xi+1[ et les xi pour lesquelsmi est strictement supérieur à 1 sont égalementracines de P 0 avec la multiplicitémi�1. Ceci nous donnePli=1(mi�1)+l�1 =k � 1 racines et on en conclut encore que les yi sont racines simples. Enparticulier P 0 y change de signe. Analysons ce qu'il se passe en xi. Puisque c'estune racine de P de multiplicité mi, on a P (x) � �i(x� xi)mi au voisinage dexi. On a alors P 0��P � P 0 au voisinage de xi. On peut donc trouver des réelsx+i et x�i de sorte que x�1 < x1 < x+1 < y1 < x�2 < x2 < : : : < yl�1 < x�l <



Exercice 21. Polynômes hyperboliques 117xl < x+l et tels que jP 0(x�i )j > j�P (x�i )j. Comme P 0 ne change qu'une seulefois de signe dans l'intervalle ]xi; xi+1[ (c'est en yi), on a P 0(x+i )P 0(x�i+1) < 0et donc (P 0 ��P )(x+i )(P 0 ��P )(x�i+1) < 0. Il en résulte que P 0� �P admetau moins une racine dans l'intervalle ]x+i ; x�i+1[. Ceci nous fournit l�1 racinespour P 0��P . On a égalementPli=1(mi � 1) = k� l racines fournies par lesxi et on a donc au moins k � 1 racines réelles pour P 0 � �P . De même queprécédemment on en conclut que P 0 � �P est hyperbolique.2.A�n d'exprimerR en termes de P ,Q et �, il convient d'étudier le phénomènepour des monômes. Si P (X) = Xk et Q(X) = Xn, on a R(X) = nkXn. Pourk = 1, on a donc R(X) = X�(Q) et, pour k général, on a R(X) = (X�)k(Q)où X� est l'application linéaire qui à un polynôme P associe le polynômeXP 0(X). Il en résulte que si P est un polynôme quelconque, on a R(X) =P (X�)(Q). On est donc ramené à étudier le cas où P est de degré 1 par lemême argument que précédemment.On étudie donc le polynôme XQ0(X) � �Q(X) pour Q un polynôme dedegré n et � un réel non compris entre 0 et n. Pour ne pas être gêné parle X devant Q0, on va appliquer la méthode précédente non pas en étudiantle signe au voisinage des racines de Q, mais au voisinage de celles de Q0.N'ayant plus que n � 1 intervalles, on devra trouver une autre racine avantde pouvoir conclure. Comme précédemment, on étudie d'abord le cas où Qest simplement scindé. Dans ce cas Q admet n racines simples et change doncde signe en les xi, en particulier les Q(yi) forment une suite alternée de réels.En conséquence, comme � est non nul, XQ0��Q prend des valeurs de signesalternés en les yi. Ceci fournit donc n� 2 racines pour XQ0 �Q.En yn�1, XQ0��Q est du signe de ��Q(yn�1). CommeQ change de signeen xn pour être du signe de an (le coe�cient dominant de Q), XQ0 � �Qest donc du signe de �an en yn�1. Le coe�cient dominant de XQ0 � �Qétant (n � �)an, en l'in�ni XQ0 � �Q est du signe de (n � �)an. Comme�an(n��)an = �(n��)a2n est négatif par hypothèse sur �, on a bien trouvéun changement de signe entre yn�1 et l'in�ni, donc une racine, di�érente desn� 2 autres. On a donc au moins n� 1 racines réelles pour XQ0 �Q qui estdonc bien hyperbolique.Étudions maintenant le cas général. Les mêmes arguments que précédem-ment permettent d'écrireQ(X) = an lYi=1(X�xi)mi et Q0(X) = nan lYi=1(X�xi)mi�1 l�1Yi=1(X�yi)où les yi sont des réels respectivement compris entre xi et xi+1 et où les misont des entiers supérieurs (ou égaux) à 1. On a doncR(X) = XQ0(X) � �Q(X)= an lYi=1(X � xi)mi�1 nX l�1Yi=1(X � yi)� � lYi=1(X � xi)! :



118 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesNotons R1 le polynôme R1(X) = nXQl�1i=1(X � yi) � �Qli=1(X � xi). Ilprend des valeurs alternées en les yi et admet donc l � 2 racines réelles, unedans chaque intervalle ]yi; yi+1[. En yl�1 il est du signe de � et son coe�cientdominant est n � �. Par hypothèse sur �, cela entraîne que R1 a au moinsl � 1 racines réelles. Étant de degré l, il est donc hyperbolique. Il en résulteimmédiatement que R est hyperbolique.Remarque : si P admet une racine dans [0 ;n] le résultat est mis en défaut.Par exemple si Q(X) = X2 � 1 et P (X) = X � 1, on a R(X) = X2 + 1 quin'est pas hyperbolique.Commentaires. Cette étude des polynômes hyperboliques est importantedans divers cadres comme la géométrie algébrique réelle ou celle des opérateursdi�érentiels. Les ensembles algébriques sont ceux qui sont dé�nis comme zéroscommuns de polynômes. Si la situation est relativement claire sur C puisquetout polynôme y est scindé, ce n'est plus le cas sur R et cela donne lieu àde nombreux développements. De plus la structure de corps ordonné sur R,contrairement à C , permet de se poser encore d'autres questions, par exemplede positivité. L'exercice 11 en est un exemple.Les polynômes à coe�cients réels ont encore bien d'autres propriétés etl'étude de leurs racines peut utiliser de nombreux outils non disponibles surC comme le théorème de Rolle par exemple. On peut s'en rendre compteavec l'exercice 25 et les commentaires faisant suite à l'exercice 24. À titred'exercice supplémentaire on pourra s'amuser à démontrer que les fonctionsusuelles obtenues par composition, multiplication et addition de polynômes,d'exponentielles ou de logarithmes (en particulier on autorise les exponen-tielles d'exponentielles et les logarithmes itérés) n'ont qu'un nombre �ni dezéros qu'on peut contrôler en fonction des degrés des polynômes et du nombretotal de fonctions intervenant.



Exercice 22. Sur les surfaces minimales 119Exercice 22Sur les surfaces minimales1. Rappelons que H (qui est symétrique réelle de dimension 2) est dé�niepositive si et seulement si r et rt � s2 sont strictement positifs, autrementdit si son premier coe�cient et son déterminant sont strictement positifs. Ene�et le produit des valeurs propres vaut le déterminant rt � s2 et elles sontdonc toutes les deux non nulles et de même signe si et seulement si rt� s2 eststrictement positif. En particulier il est nécessaire que r et t soient de mêmesigne. Comme la somme des valeurs propres vaut la trace de H, à savoir r+ t,elle est donc du signe commun à r et t. Et comme les valeurs propres sont demême signe, cela prouve que ce signe est celui de r.Comme h = det(H) = rt � s2 est toujours égal à 1, il faut montrer quel'on peut se ramener au cas où r est strictement positif. En fait r est unefonction continue et elle ne peut s'annuler car sinon h = �s2 serait négatif eta fortiori di�érent de 1. Donc r garde un signe constant (ce qui prouve queH est en fait soit toujours dé�nie positive, soit toujours dé�nie négative). Sir est strictement positif, on ne touche à rien. Sinon la fonction �f convientévidemment car H est changée en son opposée et donc h reste égal à 1.Remarque : en fait pour une matrice symétrique réelle A = (ai;j)1�i;j�n,si on note di le déterminant de la matrice (symétrique réelle) extraite de Aformée de ses i premières lignes et colonnes, alors A est dé�nie positive si etseulement si tous les di (1 � i � n) sont strictement positifs.2. Soit x = (x1; x2) et y = (y1; y2) �xés (et distincts) ; pour t réel on pose~xt = tx+ (1� t)y et on dé�nit une fonction  de R dans R par (t) = (x� y):(g(~xt)� g(y)) :La dérivée de t 7! @if(~xt) est donnée part 7! @2i1f(~xt):(x1 � y1) + @2i2f(~xt):(x2 � y2)et donc  0(t) = td2f(~xt):(x� y)2d'où (puisque d2f est dé�nie positive), 0(t) � 0 pour t � 0 :Comme  (t) admet (x� y):(g(y) � g(y)) = 0 comme limite en 0, il en résulteque  (t) est positive sur R+. Pour t = 1, on obtient l'assertion cherchée.3. On ajj(Id+ g)(x) � (Id + g)(y)jj2 = jjx� yjj2 + jjg(x)� g(y)jj2+2(x� y):(g(x) � g(y))� jjx� yjj2 + jjg(x)� g(y)jj2



120 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesdonc Id+ g dilate les distances. En particulier c'est une application injective.Pour montrer qu'elle est surjective, on va montrer que son image est à lafois ouverte et fermée dans R2. Par connexité de R2, on en déduira que c'estdonc tout R2 (puisque son image n'est pas vide).L'image est fermée : c'est une conséquence de l'inégalité précédente. Soitune suite de Cauchy (Id+g)(xn) d'éléments de l'image de Id+g convergeantvers un point y. Commejjxm � xnjj � jj(Id+ g)(xm)� (Id+ g)(xn)jjla suite (xn) est aussi de Cauchy. Elle converge donc vers un point x et, parcontinuité de Id+g, on a y = (Id+g)(x), i.e. y appartient à l'image de Id+g.Pour montrer que l'image est ouverte, par le théorème d'inversion locale,il su�t de démontrer qu'en tout point la di�érentielle de Id+ g est bijective.On a d(Id+ g)(x) : h 7! h+ dg(x)(h) :Comme (h+ dg(x)(h)) :h = jjhjj2 + d2f(x):h2 � jjhjj2 ;cette quantité est strictement positive pour h non nul et, en particulier h +dg(x)(h) n'est nul pour aucun h non nul, i.e. la di�érentielle de Id + g estinjective. Comme c'est une application linéaire de R2 dans lui-même, elle estdonc bijective.4. CommeH est symétrique, il en est de même pour Id+H et Id�H. CommeH est dé�nie positive, il en est de même pour Id+H qui est donc en particulierinversible. Son inverse étant évidemment symétrique et le produit de deuxmatrices symétriques qui commutent l'étant aussi, S est bien symétrique.Diagonalisons H. Il existe P orthogonale, � et � (dépendants de x) telleque H = P � � 00 � �P�1avec �� = det(H) = 1. On a alorsS = P  1��1+� 00 1��1+� !P�1 = P � 1��1+� 00 ��1�+1 �P�1 :Les coe�cients de la matrice diagonale étant dans ] � 1; 1[, de même queceux de P et P�1 = tP (puisque ce sont des matrices orthogonales), S a descoe�cients bornés (disons de valeur absolue inférieure à 2).5. La trace étant invariante par changement de base, on atr(S) = 1� �1 + � + �� 1�+ 1 = 0 :6. On a



Exercice 22. Sur les surfaces minimales 121d(Id � g)(x) = Id� dg(x)et d �(Id + g)�1� (x) = �Id + dg �(Id + g)�1(x)���1 :Notons  la fonction (Id�g)�(Id+g)�1. Comme d( 2� 1)(x) = d 2( 1(x))�d 1(x), on en déduitd (x) = d �(Id � g) � (Id + g)�1� (x)= d(Id� g) �(Id + g)�1(x)� � d �(Id + g)�1� (x)= (Id� dg) �(Id + g)�1(x)� � �(Id+ dg) �(Id+ g)�1(x)���1= (Id� dg) � (Id + dg)�1 �(Id+ g)�1(x)�= S � (Id+ g)�1(x)7. Comme S est symétrique,  = (Id � g) � (Id + g)�1 est bien le gradientd'une fonction � de classe C2. Comme f est en fait de classe C1, il en est demême de �.On a �� = @211�+ @222� = @1 x + @2 y = tr(S) = 0 :8. Les coe�cients de S sont donnés par des dérivées partielles de �. Comme� est de laplacien nul, il en est de même de ses dérivées partielles parceque l'ordre dans lequel on prend les di�érentiations n'importe pas, d'après lelemme de Schwarz) :�@1� = @3111�+ @3122� = @1 (��) = 0 :Donc les coe�cients de S sont des fonctions bornées de laplacien nul.Il en résulte que S est constante. Comme S(Id +H) = Id�H, on a(Id + S)H = Id � S :Or Id + S = P � 1 + 1��1+� 00 1 + ��1�+1 �P�1 = P � 21+� 00 2��+1 �P�1et donc Id + S est inversible (car � est non nul en tant que valeur propre deH) et H = (Id� S)(Id + S)�1 :AussiH est constante et, par intégration, f est un polynôme de degré inférieurà deux.Commentaires. Ce résultat permet de démontrer un fameux théorème deBernstein, à savoir que si une surface de R3 de la forme z = z(x; y) est



122 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesminimale (i.e. sa courbure moyenne est numme), alors c'est nécessairementun plan.Une fonction de laplacien nul est dite harmonique. Les fonctions harmo-niques jouent un très grand rôle en analyse et en géométrie. Si f est unefonction holomorphe (développable en série entière sur C ) alors, en tant quefonction sur R2 ' C , f est harmonique.Le fait que les fonctions harmoniques bornées sont constantes est le théo-rème de Liouville. On peut l'obtenir par exemple en exprimant le laplacien encoordonnées polaires. Soit f(x; y) = g(r; �). On a�f = 1r2 @2g@�2 + 1r @@r �r@g@r� :On développe g(r; �) en série de Fourier. Ses coe�cients dépendront doncde r. Posons cn(r) = 12� Z 2�0 e�in�g(r; �)d� :D'après l'expression du laplacien, en intégrant12� Z 2�0 e�in��g(r; �)d�on trouve �n2r2 cn(r) + 1r @@r �r@cn(r)@r � :Et donc r @@r �r@cn(r)@r � = n2cn(r)ou, autrement dit, cn est fonction propre pour l'opérateurr @@r � r @@r :Les fonctions propres de r @@rsont les fonctions ra, avec la valeur propre a. En particulier les fonctions rnet r�n sont fonctions propres de r @@r � r @@rpour la valeur propre n2. Comme on a a�aire à une équation di�érentiellelinéaire du deuxième ordre, c'est donc que, pour n > 0,cn(r) = anrn + bnr�n :



Exercice 22. Sur les surfaces minimales 123Pour n = 0, l'équation s'intègre directement et on trouvec0 = a0 + b0 log(r) :On utilise maintenant la formule de Parseval-Bessel12� Z 2�0 jg(r; �)j2 d� = +1Xn=�1 jcn(r)j2 :Le fait que cette quantité soit bornée, en particulier quand r tend vers l'in�niou vers 0, montre que an = bn = 0 si n > 0 et b0 = 0.En écrivant que g est somme de sa série de Fourier, on en déduit queg(r; �) = c0(r) = a0est constante.



124 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 23Le théorème de Brouwer en dimension 21. Chacun des Ui est inclus dans � par dé�nition. Il faut donc montrer quetout point de � appartient à l'un des Ui, c'est-à-dire que pour tout P dans� il existe un indice i tel que xi(P ) > xi(f(P )). Supposons le contraire, onaurait alors xi(P ) � xi(f(P )) pour tout indice i. D'où1 = 3Xi=1 xi(P ) � 3Xi=1 xi(f(P )) = 1et on devrait donc avoir égalité dans les trois inégalités précédentes. Maisalors P = f(P ) puisque leurs coordonnées barycentriques sont les mêmes.Ceci est une contradiction avec l'hypothèse que f n'a pas de point �xe. D'oùl'assertion.2. Si A appartient au segment [AiAj], soit Ak le dernier sommet du triangle.Puisque A est barycentre de Ai et Aj, on a xk(A) = 0 et donc A ne peut pasappartenir à Uk. C'est donc qu'il appartient soit à Ui soit à Uj.3. Si un côté (dans C) a un sommet de couleur rouge et l'autre de couleurnoire, c'est que c'est un côté inclus dans [A1A2]. Remarquons qu'on a un côtébicolore si et seulement si deux sommets successifs sont de couleurs di�érentes
A

A

1

2
(rouge)

(rouge)

(rouge)

(rouge)

(noir)

(noir)

(noir)

(noir)

(noir)

(noir)et donc la parité du nombre de ces côtés est la même que la parité du nombrede changements de couleurs entre A1 et A2. Cette dernière est impaire puisqueA1 et A2 sont de couleurs di�érentes.4. Soit C(�ni ) l'ensemble formé des trois côtés de �ni et Bic la fonction quiassocie 1 aux côtés bicolores noir/rouge et 0 aux autres. On considèreB = n2Xi=1 X�2C(�ni )Bic(�) :Soit � un côté d'un petit triangle ; s'il n'est pas sur les côtés de (A1A2A3), ilappartient à exactement deux triangles �ni . Il contribue donc à B par 0 ou



Exercice 23. Le théorème de Brouwer en dimension 2 125par 2 selon qu'il est bicolore noir/rouge ou pas. Les autres côtés sont, on vientde le voir, en nombre impair. Il en résulte que B est impair.Remarquons maintenant que la somme P�2C(�ni )Bic(�) est nulle si �nin'est pas soit tricolore, soit bicolore noir/rouge. Dans le premier cas il contri-bue par 1 à la somme et dans le second cas par 2. Si aucun triangle n'étaittricolore B serait donc pair et ceci assure l'existence d'un triangle tricolore.5. On note, pour tout n, Mn le centre d'un triangle équilatéral tricolore.Comme� est compact et que Mn appartient à �, on peut extraire une sous-suite convergente de la suite Mn et sa limite appartiendra à �. On note Pncette suite et P sa limite.Remarquons que la distance du centre d'un �ni à un de ses sommets estégale à 1=n fois la distance du centre de (A1A2A3) à l'un des Ai (puisque lestriangles �ni sont homothétiques au grand triangle par un rapport d'homo-thétie 1=n). Cette distance tend donc vers 0. Il en résulte que P est égalementla limite des sommets du triangle dont Pn est le centre. Notons Nn, Rn et Bnles sommets de ce triangle qui sont coloriés respectivement en noir, rouge etblanc. On a donc limn!1Nn = limn!1Rn = limn!1Bn = P :De plus les coordonnées barycentriques (tout comme les projections dans unrepère) sont des fonctions continues du point et donc, si f est continue, on a(8n 2 N� xi(Nn) > xi(f(Nn)))) (xi(P ) � xi(f(P ))) :Cela est véri�é pour i = 1 puisque Nn est colorié en noir. Il en résulte x1(P ) �x1(f(P )). En raisonnant avec les points rouge et blanc on en déduit aussix2(P ) � x2(f(P )) et x3(P ) � x3(f(P )). Comme la somme des xi vaut 1,cela entraîne qu'on a en fait égalité dans toutes ces inégalités et donc P =f(P ). Cette ultime contradiction montre qu'une telle fonction n'existe pas.Autrement dit toute fonction continue de � dans lui-même a nécessairementau moins un point �xe.On construit facilement un homéomorphisme � (i.e. une bijection biconti-nue) de � sur n'importe quel disque. Si g est une fonction continue du disquedans lui-même, f = � � g ���1 est une fonction continue de � dans lui-mêmeet admet donc un point �xe, disons P . Et alors �(P ) est un point �xe de g.Construisons l'homéomorphisme. Comme tous les triangles équilatérauxsont homéomorphes entre eux (par une similitude) de même que les disques(par une homothétie-translation), il su�t de montrer le résultat en choisissantun triangle équilatéral et un disque. On prend le disque unité (x2+y2 = 1) etle triangle de sommet les � racines cubiques de l'unité�, i.e. les points (1; 0),(�1=2;p3=2) et (�1=2;�p3=2). Ces deux �gures sont centrées en l'origineet on les déforme en envoyant chaque côté du triangle (qui est une corde ducercle) sur l'arc de cercle qui lui correspond.On écrit les choses en polaires. La �gure étant invariante par rotationd'angle 2�=3, on explicite la bijection sur 0 � � � 2�=3. Le point de la



126 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmescorde correspondant à l'angle � correspond à r = sin(�=6)= sin(5�=6� �), i.e.r = 1=2sin(5�=6� �), puisque, dans le triangle OAM , on aOMsin �6 = OAsin �� � �6 � �� :
π/6

r
θ

O A

MAussi, sur la demi-droite donnée par l'angle �, on fait une homothétie derapport 2 sin(5�=6� �), autrement dit la bijection est donnée par(r; �) 7! �2r sin�5�6 � �� ; ��sur les points du tiers de triangle correspondant à 0 � � � 2�=3 et prolongéepar 2�=3 périodicité. Cette application est clairement un homéomorphisme debijection réciproque (r; �) 7!  r2 sin �5�6 � �� ; �!puisque sin(5�=6� �) ne s'annule pas sur [0; 2�=3].Remarque : ce théorème est équivalent au théorème des trois fermés à savoirque si on recouvre un triangle avec trois fermés, alors ces trois fermés ont aumoins un point d'intersection.Commentaires. La méthode de démonstration se généralise sans encombreet on démontre que toute application continue d'un simplexe de dimension n(i.e. l'enveloppe convexe de n + 1 points a�nement indépendants dans l'es-pace a�ne de dimension n) dans lui-même admet un point �xe. Il en est doncde même quand on remplace le simplexe par un ensemble qui lui est homéo-morphe, i.e. tel qu'il existe une bijection bicontinue entre les deux ensembles.Par exemple une sphère.



Exercice 24. Matrices de Householder 127Exercice 24Matrices de Householder1. On va exprimer que M est dé�nie positive en tenant compte de la décom-position par blocs. Soit donc un vecteur Z quelconque de Cn , écrit par blocs(1; n� 1), on a :Z�MZ = � �z Z0� �� d V �V N �� zZ0 � = djzj2+�zV �Z 0+zZ 0�V +Z0�NZ0et, en posant b = V �Z 0 (c'est un complexe égal au produit hermitien de V parZ 0 et en particulier �b = b� = Z0�V ) et c = Z0�NZ0 (c'est aussi un complexe),on a Z�MZ = djzj2 + (b�z + �bz) + c.Quand Z0 = 0, cette expression vaut djzj2 ; en conséquence siM est dé�niepositive, on doit avoir d > 0. Alors on peut écrire le trinôme en z sous saforme canoniquedjzj2 + (b�z + �bz) + c = d�z + bd���z + �bd�� jbj2d + c= d ����z + bd ����2 + dc� jbj2d2 ! :Pour que cette expression soit strictement positive pour tout Z non nul, enparticulier quand Z 0 est non nul et que z = �b=d, on doit avoir dc� jbj2 > 0.Réciproquement si d et dc�jbj2 sont strictement positifs dès que Z0 est non nul,alors Z�MZ est strictement positif si Z0 est non nul (car d > 0 et dc�jbj2 > 0)et aussi si Z 0 est nul mais pas z (car d > 0). Pour �nir M est dé�nie positivesi et seulement si d > 0 et0 < dc� jbj2 = dZ0�NZ 0 � Z 0�V:V �Z0 = Z0�(dN � V V �)Z 0dès que Z 0 est non nul. Autrement dit M est dé�nie positive si et seulementsi d > 0 et dN � V V � est dé�nie positive.2. C'est une récurrence immédiate, en tenant compte du fait qu'une matricescalaire est dé�nie positive si et seulement si ce scalaire est strictement positif.3. On e�ectue des opérations élémentaires sur les colonnes deM et on obtient :



128 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesdet(M ) = det(M1)= ���� d1 V �1V1 N1 ����= d1�n1 ���� d1 d1V �1V1 d1N1 ����= d1�n1 ���� d1 0V1 d1N1 � V1V �1 ����= d1�n1 ���� d1 0V1 M2 ����= d2�n1 det(M2) :On obtient immédiatement par récurrence la formule recherchée puisque len apparaît en tant que dimension de M : en fait det(Mk) = d2�nkk det(Mk+1)où nk est la dimension de Mk, i.e. n+ 1� k.Remarque : pour n = 2, on a en fait det(M1) = det(M2) = d2. Si dk estnul, on a Mk+1 = �VkV �k . En particulier Vk peut être vu comme un vecteur(colonne) de Cn�k , autrement dit V �k est une forme linéaire sur Cn�k . Il existedonc au moins un vecteur non nul dans son noyau, disons X. C'est-à-dire qu'ilexiste X 2 Cn�k tel que V �k X = 0. Mais alors Mk+1X = �VkV �k X = 0 etdonc det(Mk+1) = 0. Pour �nir, si l'un des dk est nul, le déterminant de Mest nul et sinon on a la formule donnée par l'énoncé.Commentaires. De façon sous-jacente, ce sont les matrices de Householderqui apparaissent dans cet énoncé. Ce sont des matrices de symétrie orthogonale(pour le produit hermitien canonique de Cn ) par rapport à un hyperplan P ,donc de la forme, pour un vecteur colonne v,H(v) = Id � 2vv�v�voù v est un vecteur non nul orthogonal à P . On remarquera que vv� est unematrice carrée d'ordre n alors que v�v est un scalaire (c'est le carré de la normehermitienne de v). Les matrices H(v) ont l'intéressante propriété d'être à lafois hermitiennes et unitaires.On peut se servir de ces matrices pour triangulariser une matrice quel-conque (à coe�cients complexes bien entendu) et obtenir une décompositionde la forme UT où U est unitaire et T triangulaire à diagonale positive. Sila matrice est réelle et triangularisable, on obtient une décomposition de laforme OT avec O orthogonale. La méthode de triangularisation est celle de ladémonstration de l'exercice : on fait une récurrence sur k en choisissant v dela sorte que s'annule ce qui est en dessous de la diagonale sur la keme colonne.Elle a l'avantage sur la méthode du pivot de Gauÿ d'être plus stable, mêmesi elle prend en moyenne un tiers de temps en plus.



Exercice 24. Matrices de Householder 129La mêmeméthode permet de passer d'une matrice symétrique quelconque àune matrice tridiagonale (seuls les coe�cients sur, au-dessus ou au-dessous dela diagonale peuvent être non nuls). Cela donne naissance à une très intéres-sante méthode de recherche des valeurs propres, dite de Givens-Householder.Soit B = 0BBBBBB@ b1 c1c1 b2 c2c2 . . . . . .. . . . . . cn�1cn�1 bn 1CCCCCCA :On peut supposer tous les ci non nuls, sinon la matrice B se découpe en blocs.On note Bk la matrice extraite de B en ne retenant que les k premières ligneset colonnes.Dé�nissons par récurrence les polynômes suivants :� P0 = 1� P1(X) = b1 �X� Pk(X) = (bk �X)Pk�1(X) � c2k�1Pk�2(X) pour k � 2.On a alors1. Pk(X) = det(Bk �XId) est le polynôme caractéristique de Bk2. Tous les Pk tendent vers +1 en �13. Si x est une racine de Pk, alors Pk�1(x)Pk+1(x) < 04. Pk a k racines réelles toutes distinctes, séparant celles de Pk+1 ou encore,entre deux racines de Pk+1, il y a toujours une unique racine de Pk.Ces résultats se démontrent de façon élémentaire par récurrence. Ces proprié-tés permettent de localiser les valeurs propres (i.e. les racines de Pn) de façontrès simple. En e�et, pour un réel x, on dé�nit sk(x) comme le signe de Pk(x)si ce nombre est non nul et, s'il est nul, alors Pk�1(x) est non nul et sk(x) estson signe.On note Nk(x) le nombre de changements de signe dans la séquences0(x); s1(x); : : : ; sk(x) :Alors Nk(x) est égal au nombre de racines de Pk qui sont inférieures à x. Cerésultat est connu sous le nom de théorème de Sturm. Sa démonstration estaussi tout à fait élémentaire.Par contre il est très rapide de calculer des signes par ordinateur (plusrapide en tout cas que de calculer des valeurs exactes) et une dichotomiepermet de localiser les endroits où Nk a des sauts, i.e. les racines de Pk.



130 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 25Déterminants de Vandermonde lacunaires1. On raisonne par récurrence sur k. L'hypothèse de récurrence est la suivante(pour k � 1) : tout polynôme P ayant exactement k monômes non nuls admetau plus 2k � 1 racines sur R réparties en au plus k � 1 dans R�+ et dans R��respectivement.Pour k = 1, P (X) = aXn admet une seule racine en zéro si n � 1 et n'aaucune racine sinon.Supposons l'hypothèse vraie au rang k et écrivons P sous la forme demonômes de degrés croissants :P (X) = kXi=0 aiXni avec n0 < n1 < : : : < nk :On a P (X) = Xn0Q(X) avec Q(X) = Pki=0 aiXni�n0 . Tout revient donc àmontrer que Q a au plus k zéros dans R�+ et dans R�� respectivement. Mais siQ a p racines dans R�+ (ou dans R��), le théorème de Rolle montre que Q0 en aau moins p�1 toujours dans R�+ (ou dans R��). Par application de l'hypothèsede récurrence, il en résulte que p � k.2. On raisonne encore par récurrence sur k. Pour k = 1 on a xn11 > 0. Consi-dérons maintenant le déterminant comme un polynôme en xk. Autrement dit,posons P (X) = ������� xn11 � � � xn1k�1 Xn1... . . . ... ...xnk1 � � � xnkk�1 Xnk ������� :P est un polynôme ayant au plus k monômes non nuls et admet donc au plusk � 1 racines strictement positives. Manifestement xi pour 1 � i � k � 1 estracine de P ; ce sont donc les seules racines strictement positives de P . Commexk est strictement supérieur à la plus grande de ces racines, P (xk) est non nulet est du signe du coe�cient dominant de P . Par application de l'hypothèsede récurrence, ce coe�cient est strictement positif et donc P (xk) l'est aussi.Commentaires. On voit toute la force du théorème de Rolle si particulier àl'analyse réelle. Pour s'en convaincre encore, on pourra se reporter à l'exer-cice 21.



Exercice 26. Caractérisation des fractions rationnelles 131Exercice 26Caractérisation des fractions rationnelles1. f est une fraction rationnelle si et seulement s'il existe deux polynômes Pet Q (à coe�cients réels) tels que Q(X)f(X) = P (X). Si Q(X) =Pkj=0 bjXj ,le coe�cient de Xs+k dans Qf (pour s � 0) est Pki=0 as+ibk�i. Donc �Qfest un polynôme� s'écrit9s0 2 N 8s 2 N s � s0 ) kXi=0 as+ibk�i = 0 :En particulier, pour s � s0, les vecteursws;k = 0B@ as...as+k 1CA � � � ws+k;k = 0B@ as+k...as+2k 1CAappatiennent à l'hyperplan de Rk+1 d'équationPki=0 bk�ixi = 0 et sont doncliés ; il en résulte que As;k = 0.Remarque : il est équivalent de dire que f est une fraction rationnelle et queses coe�cients véri�ent une relation de récurrence linéaire (celle donnée parles coe�cients de Q). L'assertion sur le déterminant est donc nécessaire. Lesel de ce problème est de prouver que la relation ne dépend pas de k sous leshypothèses de l'énoncé.2. Supposons au contraire que (�(vi))2�i�n est libre, alors (�(vi))2�i�n�1 l'estaussi et donc l'hypothèse que (�(vi))1�i�n�1 est liée impose�(v1) 2 Vect(�(v2); : : : ; �(vn�1)) :On se donne maintenant une relation de dépendance non triviale entre les vipour 1 � i � n : nXi=1 aivi = 0 :On a alors �an�(vn) = n�1Xi=1 ai�(vi) 2 Vect(�(v2); : : : ; �(vn�1))et donc an doit être nul puisque (�(vi))2�i�n est libre. Mais alorsPn�1i=1 aivi =0 et donc Pn�1i=1 ai (vi) = 0 ou encore Pni=2 ai�1�(vi) = 0, ce qui est unecontradiction.



132 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmes3. Soit k minimal pour la propriété qu'il existe un entier s0 tel que, pours supérieur à s0, on ait As;k = 0. On choisit un s0 pour lequel la pro-priété est vraie et il s'agit de démontrer l'existence de Q, autrement ditque les vecteurs (ws;k; : : : ; ws+k;k) sont liés par une relation de dépendancequi ne dépend pas de s (pourvu qu'il soit supérieur à s0). On introduitEs;k = Vect(ws;k; : : : ; ws+k�1;k) et Fs;k = Es;k +Rws+k;k ; ce sont des sous-espaces de Rk+1. On sait que Fs;k est de dimension inférieure à k et on vamontrer que Es;k est de dimension exactement égale à k.Introduisons � et  de Rk+1 dans Rk tels que�(x0; : : : ; xk) = (x0; : : : ; xk�1)et  (x0; : : : ; xk) = (x1; : : : ; xk) :En particulier �(ws;k) = ws;k�1 et  (ws;k) = ws+1;k�1.La famille (ws;k; : : : ; ws+k;k) est liée pour tout s. Et si, pour un certains, dim(Es;k) < k, c'est que la famille (ws;k; : : : ; ws+k�1;k) est liée. La famille(�(ws;k); : : : ; �(ws+k�1;k)) est donc également liée.D'après ce qui précède, la famille (�(ws+1;k); : : : ; �(ws+k;k)) est liée, c'est-à-dire que (ws+1;k�1; : : : ; ws+k;k�1) est liée.Comme la famille (ws+1;k; : : : ; ws+k+1;k) est liée, on peut itérer le raisonne-ment et donc (ws+2;k�1; : : : ; ws+k+1;k�1) est liée. Il en résulte que As+l;k�1 =0 pour tout entier naturel l. Et cela est une contradiction sur la minimalitéde k.Il en résulte que Es;k est de dimension k pour tout s � s0.A fortiori Fs;k estde dimension k. Comme Es;k et Es+1;k sont deux sous-espaces de dimensionk d'un même espace de dimension k (à savoir Fs;k), ils sont égaux. Autrementdit tous les Es;k sont égaux pour s � s0 et en particulier il existe une formelinéaire non nulle u de Rk+1 dans R qui s'annule sur tous les Es;k, donc surtous les ws;k. Si on l'écrit u(x0; : : : ; xk) =Pki=0 bk�ixi, cela veut exactementdire quePki=0 bk�ias+i = 0 pour s � s0 ou encore quePki=0 biXif(X) est unpolynôme.Commentaires. Sous cette forme, ce résultat a été exploité par Dwork en1960 pour montrer la rationalité de la fonction � associée à une variété algé-brique sur un corps �ni. Expliquons un peu de quoi il retourne !Soit K un corps �ni à p éléments pour un certain nombre premier p. Onse donne une variété algébrique V sur K, c'est-à-dire l'ensemble des zéros defonctions polynomiales (en un nombre donné de variables) à coe�cients dansK. Par exemple le plan K2 (pour la fonction nulle), une droite du plan (pourP = ax+ by + c), une conique etc.Comme un polynôme à coe�cients dans K est aussi à coe�cients danstout corps L contenant K, on peut regarder � les points de V sur L �, i.e.l'ensemble des zéros des fonctions dé�nissant V mais pour des variables dansL. Il se trouve que pour toute puissance pn du nombre premier p il existe un



Exercice 26. Caractérisation des fractions rationnelles 133unique corps Kn (à isomorphisme près) qui a pn éléments et qui contient K.On peut donc noter Nn le nombre de points de V sur Kn et introduire lafonction �V dé�nie par �V (t) = exp +1Xn=1Nn tnn ! :Connaître cette fonction �V , c'est connaître le nombre de points de V sur tousles Kn. Il se trouve que cette fonction est en fait une fraction rationnelle.Si par exemple V est une droite, V a autant de points que le corps de baseet donc Nn = pn. Il en résulte�V (t) = exp +1Xn=1 pntnn ! = exp (� log(1� pt)) = 11� pt :De même pour le plan, on trouve�V (t) = 11� p2t :Cette fonction a encore bien d'autres propriétés et est un thème de rechercheprivilégié en géométrie et en théorie des nombres.



134 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 27Le théorème de Banach-SteinhausPour T 2 L, on peut toujours trouver un vecteur xT de norme 1 et tel quejjT (xT )jj � jjjT jjj=2. Si (Tn)n2Nest une suite arbitraire d'éléments de L, lasérie 1Xn=0 xTn4nest normalement convergente, donc convergente puisque E est complet. Soitx la somme de cette série. On a alorsjjTn(x)jj = ����������Tn 1Xk=0 xTk4k !����������� ������Tn �xTn4n �������� ����������Tn n�1Xk=0 xTk4k !���������� � ����������Tn 1Xk=n+1 xTk4k !����������� jjjTnjjj2:4n � ����������Tn n�1Xk=0 xTk4k !����������� jjjTnjjj: ���������� 1Xk=n+1 xTk4k ����������� jjjTnjjj 12:4n � 1Xk=n+1 14k! � supT2L ����������T  n�1Xk=0 xTk4k !����������� jjjTnjjj6:4n � supT2L ����������T  n�1Xk=0 xTk4k !���������� :Supposons donc que L n'est pas bornée. Choisissons alors arbitrairement unT0 dans L ainsi qu'un xT0 dans E de norme 1 véri�ant jjT0(xT0)jj � jjjT0jjj=2.On peut construire par récurrence une suite (Tn; xTn) telle que1. Tn 2 L et jjjTnjjj � 6:4n n+ supT2L ����������T  n�1Xk=0 xTk4k !����������!2. xTn est un vecteur de E de norme 1 et véri�ejjTn(xTn)jj � jjjTnjjj2 :La seconde propriété est toujours réalisable par dé�nition même de la normed'opérateurs ainsi qu'on l'a déjà remarqué. La première est réalisable d'unepart parce que le sup est bien �ni par hypothèse et d'autre part parce que Ln'est pas bornée. Mais alors, d'après les calculs précédents, pour tout n on ajjTn(x)jj � n ce qui constitue une contradiction puisqu'alorssupT2L jjT (x)jj = +1 :



Exercice 27. Le théorème de Banach-Steinhaus 135Commentaires. Cette démonstration est due à Hausdor�. Remarquons quel'on n'utilise pas la complétude de F . La démonstration désormais classiquede ce résultat passe par le théorème de Baire.Rappelons la méthode. Soit X un espace métrique complet (par exempleun espace vectoriel normé complet). On se donne des fermés Xn d'intérieurvide (c'est-à-dire ne contenant aucune boule ouverte). Le théorème de Bairea�rme qu'alors leur réunion est également d'intérieur vide.Il su�t en e�et, en passant aux complémentaires, de démontrer qu'uneintersection d'ouverts denses Un est également dense. Soit U un ouvert nonvide de X, on veut donc voir qu'il rencontre l'intersection des Un. NotonsB(x; r) la boule ouverte de centre x et de rayon r.On choisit x0 dans U et r0 > 0 arbitraire tel que la boule fermée de centrex0 et de rayon r0 soit incluse dans U . C'est possible parce que U est ouvert.Soit ensuite x1 appartenant à B(x0; r0) et à U1. C'est possible car U1 estdense. On choisit r1 inférieur à r0=2 tel que la boule fermée de centre x1 etde rayon r1 soit incluse dans B(x0; r0)\U1. C'est possible car B(x0; r0) et U1sont ouverts (et donc leur intersection aussi).On suppose construits xn et rn et on trouve xn+1 dans B(xn; rn) et dansUn+1 (c'est possible parce que Un+1 est dense). On choisit alors rn+1 inférieurà rn=2 tel que la boule fermée de centre xn+1 et de rayon rn+1 soit inclusedans B(xn; rn) et Un+1, ce qui est possible puisque ce sont des ouverts.En particulier xn+p appartient à B(xn; rn) pour tout entier p et tout entiern. En conséquence, la suite xn est de Cauchy et sa limite appartient à toutesles boules fermées centrées en xn et de rayon rn, donc à tous les Un et à U . Ilen résulte que cette limite est le point que l'on cherchait.Une fois cela acquis, on prend X = E et pour Xn l'ensemble des x de Etels que, pour tout T dans L, on ait jjT (x)jj � n. C'est bien un fermé entant qu'intersection de fermés. L'hypothèse de l'exercice entraîne que E est laréunion de tous ces Xn. Comme E n'est pas d'intérieur vide, l'un des Xn nel'est pas non plus. Soit B(x; r) une boule incluse dans Xn. On a donc, pourtout T dans L et tout y de norme inférieure à 1x+ ry 2 Xn et donc jjT (x+ ry)jj � n :On a donc jjT (y)jj � n+ jjT (x)jjrd'où jjjT jjj � n + jjT (x)jjret, en prenant le sup sur L,supT2L jjjT jjj � n+ supT2L jjT (x)jjr < +1 :Pour d'autres développements on pourra consulter Haïm Brézis, Analyse fonc-tionnelle, paru chez Masson.



136 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 28Caractères de C(K;R)L'application nulle convient évidemment. On va donc étudier le cas où � n'estpas nul.Soit 1K la fonction identiquement égale à 1 sur K, c'est évidemment unefonction de E. Soit f telle que �(f) 6= 0, on a alors�(f) = �(1K :f) = �(1K)�(f)et donc �(1K) = 1 :Avant de poursuivre on va étudier un ou deux cas élémentaires. Si K estréduit à un point x, on a E ' R et les formes linéaires sur E sont juste lesapplications de la forme f 7! �f(x), pour un scalaire �. La multiplicativitémontre que �2 = � et donc soit � est nul, soit �(f) = f(x).Si maintenant K est formé de deux points (distincts) x et y, on a E ' R2et les formes linéaires sur E sont les applications de la formef 7! �f(x) + �f(y)pour deux scalaires � et �. La multiplicativité s'écrit�2 = � �� = 0 �2 = �et donc soit � est nul, soit �(f) est l'évaluation de f en x ou en y.Il est clair que si K est �ni on obtient le même résultat, à savoir soit � estnul, soit il existe x dans K tel que8f 2 E �(f) = f(x) :On va essayer de généraliser cela à K quelconque. On commence par mon-trer qu'il existe un point x de K tel que, si �(f) = 0 alors f(x) = 0.Dans le cas contraire, pour tout point x de K, on pourrait trouver unefonction fx dans E telle que �(fx) = 0mais fx(x) 6= 0. Comme fx est continue,il existe un ouvert Ux de K contenant x et tel que fx ne s'annule pas sur Ux.Par conséquent fx est une fonction telle que �(fx) = 0 mais fx(y) 6= 0 pourtout y dans Ux.On va maintenant (il le faut bien !) utiliser la compacité de K. Comme Kest trivialement la réunion de tous les ouverts Ux pour x variant dans K, ilest en fait égal à la réunion d'un nombre �ni d'entre eux, disonsK = n[i=1Uxi :L'idée est maintenant, puisqu'aucune des fxi ne s'annule sur un certain ouvertet que la réunion de ces ouverts est tout K, de reconstruire 1K à partir de ces



Exercice 28. Caractères de C(K;R) 137fonctions, mais comme �(fxi) est nul pour tout i, cela imposerait �(1K) = 0et donc � serait nul.Remarquons tout d'abord que la fonctionf = nXi=1 f2xiest une fonction positive et qu'elle ne s'annule en aucun point de K puisque,pour x dans Uxi , on a f(x) � fxi(x)2 > 0et que tout x de K appartient à au moins l'un des Uxi .Il en résulte que 1=f est partout dé�nie sur K et y est donc continue.Autrement dit 1=f appartient à E. Soit maintenant gi la fonction fxi=f ; ona nXi=1 gifxi = 1Ket donc, par linéarité et multiplicativité de �, on a�(1K) = nXi=1 �(gi)�(fxi) = 0 :Ce qui est la contradiction annoncée.Il existe donc au moins un point x de K tel que f(x) est nul dès que �(f)l'est. Soit g une fonction quelconque dans E, on a� (g � �(g)1K ) = �(g) � �(g)�(1K ) = 0et donc 0 = g(x)� �(g)1K(x) = g(x)� �(g) :Autrement dit � est bien l'évaluation en x (en particulier le x choisi au hasardest en fait unique !).



138 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesExercice 29Théorème de Pascal généralisé1. Si A est une matrice symétrique réelle 3 par 3 on lui associe la conique (C)dé�nie par � xy � 2 (C), tXAkX = 0 pour X = 0@ xy1 1A :Autrement dit (C) est la conique d'équationPi;j aijxiyj = 0.Considérons deux matrices symétriques réelles inversibles et non propor-tionnelles A et B et l'ensemble des matrices de la formeS�;� = �A + �Bpour � et � réels et les coniques associées CA, CB et C�;�. Par linéarité si unpoint appartient à CA et CB, il appartient à tous les C�;�. Si donc CA et CBse coupent en quatre points (Pi)1�i�4, toutes les coniques C�;� passent parces quatre points.Montrons la réciproque, à savoir que si une conique passe par ces quatrepoints, elle est de la forme C�;�. Puisque les coniques ne sont pas dégénérées,trois des Pi ne sont jamais alignés et on peut se mettre dans un repère où P1est l'origine, P2 = (1; 0), P3 = (0; 1) et P4 = (x; y). Les matrices A et B sonttransformées en A0 = tRAR et B0 = tRBR pour une certaine matrice R (nonnécessairement orthogonale), et donc S�;� est transformée en S0�;� = tRS�;�R.Soit M = (mi;j)1�i;j�3 une matrice symétrique réelle quelconque et CM laconique associée (dans le repère que l'on vient de choisir), on aP1 2 CM , m33 = 0P2 2 CM , m11 + 2m13 +m33 = 0P3 2 CM , m22 + 2m23 +m33 = 0d'où m33 = 0, 2m13 = �m11 et 2m23 = �m22. Et doncP4 2 CM , m11(x2 � x) +m22(y2 � y) + 2m12xy = 0 :Remarquons que xy n'est pas nul sinon P4 serait aligné soit avec P1 et P2, soitavec P1 et P3. Il en résulte que M est donnée par m11 et m22 arbitraires et lesautres coe�cients sont déterminés par les équations précédentes. M appartientdonc à un sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension 2. Comme A0 et B0ne sont pas proportionnelles et appartiennent à ce sous-espace vectoriel, ellesen forment une base et donc M est bien de la forme S0�;�.En résumé si deux coniques se coupent en quatre points, les coniques quipassent par leurs points d'intersection forment un � faisceau de coniques �,c'est-à-dire que les équations qui les dé�nissent sont combinaisons linéaires



Exercice 29. Théorème de Pascal généralisé 139des équations des deux coniques. En poursuivant le raisonnement on peutmontrer que, étant donné quatre points quelconques du plan, non alignéstrois à trois, l'ensemble des coniques qui passent par ces quatre points a lamême forme que précédemment, i.e. les sextuplets que sont leurs coe�cientssont dans un plan de R6.2. Soit maintenant des équations des coniques (Ck) ainsi que des droites (PQ)et (PkQk) pour 1 � k � 3, disons �k(x; y) = 0, f(x; y) = 0 et fk(x; y) = 0où �k est un polynôme du second degré et f et les fk sont des polynômes dupremier degré. L'équation du second degré donnée par f(x; y)fk(x; y) = 0 estl'équation d'une conique (dégénérée) passant par les quatre points P , Q, Pket Qk, il existe donc �k et �k tels quef:f1 = �1�2 + �1�3f:f2 = �2�3 + �2�1f:f3 = �3�1 + �3�2 :Comme les coniques Ck ne sont pas dégénérées, aucun des réels �k et �k n'estnul. L'équation f(�2f1 � �1f2) = 0est l'équation d'une conique dégénérée (puisqu'elle contient la droite (PQ))et est de la forme ��1 + ��2 :C'est donc une conique dégénérée passant par P , Q, P3 et Q3, et contenantla droite (PQ); c'est donc la conique dégénérée réunion de (PQ) et (P3Q3).Il en résulte qu'il existe un scalaire non nul � tel quef(�2f1 � �1f2) = �f:f3et donc �2f1 � �1f2 = �f3 :Soit maintenant N le point d'intersection de D1 et D2. Il est dé�ni par f1 =f2 = 0 et il véri�e donc f3 = 0, autrement dit N appartient à D3 et les troisdroites D1, D2 et D3 sont concourantes.Remarque : si on fait dégénérer deux des coniques en deux paires de droites,on retrouve le fameux théorème de Pascal (ou hexagramma mysticum) : siun hexagone est inscrit dans une conique, disons (ABCA0B0C0), les points(AB0) \ (A0B), (BC 0) \ (B0C) et (CA0) \ (C0A) sont alignés.Commentaires. Outre l'importance de se rappeler qu'une conique est ainsinommée car elle est l'intersection d'un cône du second degré (le cône isotropede la forme quadratique associée à A) avec un plan, cet exercice met en actionla notion de faisceau. Les coniques qui passent par 4 points du plan (non



140 Chapitre 3. Solutions des 29 petits problèmesalignés trois à trois) forment un faisceau linéaire de coniques, c'est-à-direque les coe�cients de leurs équations appartiennent à un espace vectoriel dedimension 2. Il faut noter que des coe�cients proportionnels (par un scalairenon nul) dé�nissent en fait la même conique et on a bien un objet de dimension1. On trouvera une autre utilisation remarquable de la notion de faisceau dansl'exercice 2 sur la résolution des équations de degré 4.L'analogue pour les droites est la notion de faisceau de droites qui est toutsimplement dé�ni par l'ensemble des droites qui passent par un point donné(ou bien qui sont parallèles à une direction donnée). C'est exactement l'en-semble des droites dont les coe�cients sont un espace vectoriel de dimension2 (on a encore l'identi�cation des droites de coe�cients proportionnels).Une dernière remarque : les coe�cients appartiennent à un espace vectorielde dimension 2, mais ne sont pas tous nuls. Le fait de les considérer à multi-plication par un scalaire non nul près revient en fait à considérer l'ensembledes droites vectorielles d'un espace vectoriel de dimension 2. C'est ce qu'onappelle la droite projective et on peut l'identi�er à une droite à laquelle ona rajouté un � point à l'in�ni� . En e�et une droite vectorielle du plan estdonnée par sa pente, si celle-ci est �nie, et il n'y a qu'une seule droite depente in�nie. On a donc une bijection entre l'ensemble des droites vectoriellesdu plan et l'ensemble des pentes (qui forme une droite) auquel on a rajoutél'in�ni. Toutes ces remarques sont le départ de la géométrie projective qui estun outil particulièrement puissant, notamment parce qu'il rend l'espace am-biant compact (la droite projective est compacte, contrairement à une droitevectorielle réelle) avec toutes les conséquences que cela a, par exemple quetout couple de droites distinctes du plan projectif ont exactement un pointd'intersection : : :On pourra consulter Jean Fresnel, Méthodes modernes en géométrie, paruchez Hermann, Lebossé Hémery, Géométrie, paru chez Gabay ou Sortais, Lagéométrie du plan et de l'espace, paru chez Hermann.



Chapitre 4Solutions du problème et des complémentsLe problème porte sur un porisme connu sous le nom de �grand théorème dePoncelet � du nom du géomètre français Jean-Victor Poncelet (1788�1867).Dans son �Traité sur les propriétés projectives des �gures� (1822), J-V. Pon-celet démontre que, étant donné deux coniques et un point sur la première, lefait de pouvoir construire un polygone inscrit dans la première et circonscrit àla seconde passant par le point donné est indépendant du point choisi. Ce faitne dépend donc que des deux coniques (c'est cela un porisme). La démonstra-tion qu'il donne est du domaine de la géométrie projective et n'est donc pascelle suivie par le problème.Aperçu historique. La première partie traite des fonctions elliptiques deJacobi. Celles-ci ont été découvertes par Carl Friedrich Gauss le 8 Janvier1797 en vue de résoudre des problèmes liés au lemniscate (essentiellement sarecti�cation, i.e. le calcul de Z 10 dtp1� t4 :Leurs propriétés ont été publiées pour la première fois, indépendamment, parNiels Henrik Abel et Carl Gustav Jacob Jacobi en 1827. Le but de cette partieétait de trouver les formules d'addition pour les fonctions sinus et cosinuselliptiques. Les deux méthodes utilisées sont celles originellement données parN. Abel dans son �Mémoire sur les fonctions elliptiques�.La deuxième partie donne la démonstration du porisme dans le cas descercles et calcule explicitement la condition de fermeture dans les cas du tri-angle et du quadrangle. Cette démonstration est celle de C. Jacobi. Les for-mules, quant à elles, étaient connues depuis Nicolaus Füss (1797), même si laformule pour le triangle est attribuée à Leonhard Euler par certains auteurs.Des formules pour un polygone général ont été obtenues par Arthur Cayleyen 1861 et ont été réinterprétées depuis en termes de courbes elliptiques dansdes travaux plus récents (1978).La troisième partie ramène le cas des coniques à celui des cercles grâceà une méthode inventée et développée systématiquement par J-V. Ponceletdans son traité, celle des cordes idéales.Commentaires. Le problème était plutôt technique et visait à s'assurer queles candidats savent calculer avec virtuosité, c'est-à-dire prendre les bonnes no-tations, faire des réductions quand c'est possible, trouver les bonnes méthodesd'approche etc. Calculer n'est pas un exercice où l'intelligence est super�ue !Il faut savoir ce que l'on calcule et comment on va s'y prendre. Un exemplecriant est celui de la question II.1.a puisqu'on peut exprimer la tangence d'unedroite à un cercle de bien des façons : de la plus adaptée au problème à la plusbrutale (et souvent aussi la plus vaine), i.e. de l'expression de la distance du



142 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentscentre du cercle à la droite jusqu'au calcul de discriminant exprimant le pointd'intersection double.L'équation di�érentielle étudiée n'est pas écrite sous forme résolue (y0 =f(t; y)) et il faut donc être vigilant en appliquant le théorème de Cauchy-Lipschitz. C'est une subtilité qu'il faut bien comprendre : : : On pourra s'enconvaincre en résolvant sur R l'équation pour k = 0, i.e. _y2 + y2 = 1 ety0(0) = 1. Il ne revient pas au même de résoudre y0 = p1� y2 (qui n'a pasde solution sur R puisque y est la fonction sinus, y0 cosinus et que le cosinusn'est pas toujours positif sur R).La seconde question subtile est I.6.a. ; en e�et rien ne prouve a priori quesn atteigne la valeur 1 en un point u0, d'une part, et qu'elle soit monotonesur [0; u0], d'autre part, comme il est nécessaire si l'on veut pouvoir écrireZ 10 dtp(1� t2)(1� k2t2) = Z u00 du = u0et donc K = u0 et sn(K) = 1. Il faut donc être précis.Dans la deuxième partie, la première question demande de ré�échir à lafaçon de se donner la droite (P�P�0) et surtout d'exprimer qu'elle est tan-gente au cercle (C 0). L'écriture paramétrique y = ax + b ou pire (x; y) =(�t+ �;a lpha0t +b eta0) avec un calcul de discriminant pour conclure est ca-tastrophique : les calculs sont longs et nécessitent une certaine virtuosité dansla manipulation des formules trigonométriques. Par contre le calcul de la dis-tance du centre du cercle à la droite se fait aisément. Ce fait est d'ailleursrévélé par la forme de l'équation demandée : la droite est tangente si et seule-ment si la distance du centre à la droite est r, le rayon du cercle, et c'est bienr qui intervient dans le membre de droite de l'équation.Le reste de la partie II est élémentaire. Les questions II.2.d et II.2.e nedemandaient évidemment pas de calculer cn(3u) et cn(4u), mais d'utiliser leporisme pour faire les calculs dans un cas particulier. Le point (R; 0) sembletout indiqué comme point de départ et on trouve alors a2�R2 = �2rR pour letriangle et (R2� a2)2 = 2r2(R2+ a2) pour le quadrangle. Le lecteur intéressépourra calculer les conditions de fermeture pour des polygones à un nombreplus élevé de côtés. Par exemple pour l'hexagone, on trouve (comme JacobSteiner l'avait déjà trouvé en 1827) :3(R2 � a2)4 = 4r2(R2 + a2)(R2 � a2)2 + 16r4a2R2 :La partie III était plus géométrique (au sens usuel) et ne posait pas deréelle di�culté. La méthode est celle de J-V. Poncelet : si P + iQ est un pointd'intersection complexe de 2 coniques (P et Q réels), J-V. Poncelet considèrela �corde idéale� formée par le segment [P�Q;P+Q]. Le point utilisé commesommet de la projection est alors sur le cercle perpendiculaire à cette corde,centré en son milieu et de diamètre la longueur de la corde.Le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages suivants :J-V. Poncelet, Traité sur les propriétés projectives des �gures (1822)



Chapitre 4. Solutions du problème et des compléments 143N.H. Abel, Mémoire sur les fonctions elliptiques (1827)C.G.J. Jacobi, Crelle's Journal 3 (1828), pages 376�389A. Cayley, Philosophical transactions of the Royal Society of London 151(1861), pages 225�239P. Gri�ths, Inventiones mathematicæ 35 (1976), pages 321�390P. Gri�ths & J. Harris, L'enseignement mathématique 24 (1978), pages 31�40H. Bos, C. Kers, F. Oort & D. Raven, Expositiones mathematicæ 5 (1987),pages 289�364



144 Chapitre 4. Solutions du problème et des compléments***Partie II.1 On va tout d'abord étudier l'équation di�érentielle(E0) y0 =p(1 � y2)(1 � k2y2) et y(0) = 0 :La fonction t 7! p(1� t2)(1 � k2t2) est de classe C1 en 0 et on peut doncappliquer le théorème de Cauchy-Lipschitz à (E0). Il existe un intervalle Iouvert contenant 0 et une fonction y de classe C1 sur I véri�ant l'équation(E0) sur tout I. Comme y0(0) = 1 et y0 est continue au voisinage de 0, onpeut supposer que I est su�samment petit pour que y0 ne s'annule pas surI (ce qui est d'ailleurs équivalent à jy(t)j < 1 sur I) et, quitte à remplacer Ipar I \�I, centré en 0. Comme t 7!p(1� t2)(1� k2t2) est de classe C1 sur]�1; 1[, y est en fait de classe C1 sur I. En particulier y est bien une solutionde (E) de classe C2 sur I.Rappelons que le théorème de Cauchy-Lipschitz entraîne aussi que toute autresolution de (E0) coïncide avec y sur leur intervalle commun de dé�nition.Soit maintenant ~y une solution de (E) dé�nie sur l'intervalle I. Par continuitéde ~y0, il existe un intervalle J inclus dans I tel que ~y0 soit strictement positivesur J et donc tel que ~y soit une solution de (E0) sur J . D'où y = ~y surJ . Choisissons J maximal pour cette propriété de (stricte) positivité de ~y0.Supposons que J soit strictement inclus dans I, c'est-à-dire qu'au moins l'unede ses bornes appartient à I. Soit a une telle borne. Comme ~y0 est continuesur I et a appartient à I, ~y0(a) ne peut être strictement positif, sinon ~y0 leserait encore dans un voisinage de a et cela contredirait la maximalité de J . Etcomme ~y0 est strictement positive sur J , il en résulte ~y0(a) = 0. Mais comme~y = y sur J , par continuité de y0 en a (qui appartient à I), on doit donc avoiry0(a) = 0, ce qui est impossible vu le choix de I. On en conclut donc queJ = I et donc que ~y = y sur I.Pour le choix de I que l'on a fait, on a donc existence et unicité d'une solutionde classe C2 de (E).I.2 La fonction x! �sn(�x) véri�e (E) sur l'intervalle I = �I. Par unicitéon a donc sn(x) = �sn(�x) dans I, i.e. sn est impaire.La dérivée d'une fonction impaire étant paire et le quotient de deux fonctionspaires aussi, cn = sn0=dn est une fonction paire.On a cn2 = _sn2dn2 = (1� sn2)(1� k2sn2)1� k2sn2 = 1� sn2et donc sn2 + cn2 = 1 :En dérivant l'égalité précédente, on trouve_snsn + _cncn = 0 :



Problème. Partie I 145Comme _sn est non nul sur I, il en est de même pour cn. On a donc _cn =�sn:dn.En dérivant k2sn2+dn2 = 1, on obtient la dernière égalité (car dn n'est jamaisnul).I.3.a Par dé�nition de s1 = sn, on a_s12 = (1� s21)(1� k2s21) :Il en résulte _s1 �s1 = [�(k2 + 1)s1 + 2k2s31] _s1d'où �s1 = �(k2 + 1)s1 + 2k2s31puisque _s1 ne s'annule pas sur I.On a _s2(u) = � _s1(w � u)et donc _s22 = (1 � s22)(1� k2s22)et �s2 = �(k2 + 1)s2 + 2k2s32 :Par conséquent�s1s2 � �s2s1_s12s22 � _s22s21 = 2k2s1s2[s21 � s22][s21 � s22](�1 + k2s21s22) = �2k2 s1s21� k2s21s22 :I.3.b Formellement �s1s2 � �s2s1_s1s2 � _s2s1 = �2k2 s1s2( _s1s2 + _s2s1)1� k2s21s22et donc d log( _s1s2 � _s2s1) = d log(1� k2s21s22) ;d'où _s1s2 � _s2s11� k2s21s22 = Cte :Plus rigoureusement il su�t d'écrireddu � _s1s2 � _s2s11� k2s21s22 � =( �s1s2 � �s2s1)(1� k2s21s22) + 2k2( _s1s2 � _s2s1)s1s2( _s1s2 + _s2s1)(1� k2s21s22)2 = 0



146 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentspour obtenir le résultat demandé.I.3.c Comme _s2 = � _sn(v), il en résulte qu'il existe une fonction C telle que_sn(u)sn(v) + _sn(v)sn(u)1� k2sn2(u)sn2(v) = C(u+ v) :En faisant v = 0, on obtient C(u) = sn(u), i.e. C = sn . D'où la formuledemandée en utilisant _sn = cn:dn .I.4.a L'idée est de développer les expressions obtenues en polynômes en snet de réduire le degré des expressions en cn et dn au plus à 1 en utilisant lesidentités donnant cn2 = 1 � sn2 et dn2 = 1 � k2sn2. On ordonne égalementsuivant le degré en k pour simpli�er. On a donc�1� k2s21s22�2 @�@u = (�s1d1c2 � c1d21s2d2 + k2s21c1s2d2)(1 � k2s21s22)+2k2s1c1d1s22(c1c2 � s1d1s2d2)= (�s1d1c2 � c1s2d2 + 2k2s21c1s2d2)(1� k2s21s22)+2k2s1s22[(1� s21)d1c2 � s1c1(1� k2s21)s2d2]= �(s1d1c2 + c1s2d2)(1� k2s21s22)+2k2(s21c1s2d2 + s1d1s22c2 � s31d1s22c2 � s21c1s32d2)+2k4(s41c1s32d2 � s41c1s32d2) :Et donc @�@x est symétrique.I.4.b Comme � est symétrique, @v� s'obtient à partir de @u� en échangeantles rôles de u et v. La question précédente montre donc que @u� = @v�.Écrivons �(u; v) = 	 (u+ v; u� v) pour la fonction 	 dé�nie par	 (x; y) = ��x+ y2 ; x� y2 � :On a alors 2@y	 = @u�� @v� et donc @y	 = 0. D'où �(u; v) = 	 (u+ v; 0) nedépend que de u+ v.I.4.c En faisant v = 0, on trouve 	 = cn, d'où la formule demandée.I.4.d Quand k tend vers 0 , (E) redonne les fonctions trigonométriquesusuelles : sn devient sin , cn devient cos et dn devient la fonction identique-ment égale à 1 . Les formules I:3:c et I:4:c redonnent les formules d'additionpour sin et cos .I.5 On reprend les notations de la question précédente. Calculons le numéra-teur : c1(c1c2 � s1s2d1d2) + d2s1(s1c2d2 + s2c1d1) = c21c2 + s21c2d22



Problème. Partie I 147et, en développant c21 et d22, on trouvec2(1� s21 + s21(1� k2s22)) = c2(1� k2s21s22) :D'où c1 c1c2 � s1s2d1d21� k2s21s22 + d2s1 s1c2d2 + s2c1d11� k2s21s22 = c2 :Ce qui est la formule recherchée.I.6.a Remarquons que K est bien dé�ni puisque l'intégrand est continu sur[0; 1[ et est équivalent à 1=p2(1� k2)(1 � t) quand t tend vers 1 par valeursinférieures.Montrons qu'il existe u0 tel que sn(u0) = 1 et tel que sn soit monotone sur[0; u0]. On va montrer en fait que u0 est le premier zéro (positif) de sn0.Remarquons que l'on a toujours jsn(u)j � 1 d'après, par exemple, la formulesn2 + cn2 = 1.Supposons que sn0 ne s'annule pas sur R+, alors elle est de signe constant surR+ et y est donc positive puisque sn0(0) = 1. La fonction sn est donc stricte-ment croissante de R+ dans lui-même et dé�nit donc un C1-di�éomorphismede R+ sur son image. Comme sn0 ne s'annule pas, sn ne prend pas la valeur1 et donc, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'image de R+ parsn est incluse dans [0; 1[. On peut donc écrireu = Z u0 dx = Z sn(u)0 dtp(1� t2)(1� k2t2) � Z 10 dtp(1� t2)(1� k2t2) = K :Ceci est impossible à satisfaire pour tout u réel positif. Donc sn0 s'annule enau moins un point de R+. Comme elle y est continue, l'ensemble de ses zérospositifs est fermé et on peut donc dé�nir u0 le plus petit de ses zéros positifs.Comme sn0 est de signe constant sur [0;u0], elle y est positive, donc sn y estcroissante. En particulier sn est positive sur [0;u0]. Comme sn0(u0) = 0, ona cn(u0) = 0 et donc jsn(u0)j = 1. Par positivité, on a donc sn(u0) = 1. Parconséquent sn est un C1-di�éomorphisme de [0;u0] sur [0; 1]. On a doncu0 = Z u00 dx = Z 10 dtp(1� t2)(1 � k2t2) = K :Il en résulte sn(K) = 1 et cn(K) = 0 .I.6.bsn(u +K) = sn(u)cn(K)dn(K) + sn(K)cn(u)dn(u)1� k2sn2(u)sn2(K) = cn(u)dn(u)1� k2sn2(u)I.6.c On dérive sn(u+K) = _sn(u)1�k2sn2(u) et on trouve



148 Chapitre 4. Solutions du problème et des compléments_sn(u+K) = �sn(u)[1� k2sn2(u)] + 2k2sn(u) _sn2(u)(1� k2sn2(u))2= sn(u)[2k2sn2(u)� (1 + k2)] + 2k2sn(u)[1� sn2(u)]1� k2sn2(u)= � (1 � k2)sn(u)1 � k2sn2(u) :I.6.d Remarquons que sn est impaire et que u 7! sn(u +K) est paire. Il enrésultesn(u+ 2K) = sn ((u+K) +K) = sn (�(u+K) +K) = sn(�u) = �sn(u)et donc sn(u + 4K) = �sn(u+ 2K) = sn(u)i.e. sn est 4K-périodique.Sur [0;K] , _sn est positif car il ne s'annule pas (K est la première valeur oùsn vaut 1) . Grâce à la formule donnant _sn(u+K) , on voit que _sn est négatifsur [K; 2K] . En�n, en utilisant sn(u + 2K) = �sn(u) , on trouve le tableaude variation : 0 K 2K 3K 4K1% &sn 0 0 0& %�1I.6.e Remarquons que sn(u) = sn(2K � u).Supposons sin(�) = 1 ; on a alors cos(�) = 0. L'équation sn(u) = 1 a uneseule solution modulo K, à savoir u = K et alors cn(u) = 0. D'où l'existenceet l'unicité de u modulo 4K dans ce cas.Si maintenant sin(�) = �1, on a encore cos(�) = 0. L'équation sn(u) = �1a une seule solution modulo K, à savoir u = 3K et alors cn(u) = 0. D'oùl'existence et l'unicité de u modulo 4K dans ce cas.En�n si jsin(�)j < 1, l'équation sn(u) = sin(�) a deux solutions modulo 4Kd'après le tableau précédent, à savoir u et 2K � u. Leurs dérivées y ont dessignes opposés. C'est-à-dire que les deux solutions sont telles que cn(u) admetune même valeur absolue (car sn2 + cn2 = 1 �xe cette valeur absolue), maisavec des signes opposés (puisque cn = _sn=dn est du signe de sn0). Il en résultequ'il y a au plus une solution. Et comme cn2(u) = 1� sn2(u) = 1� sin2(�) =cos2(�) , on a e�ectivement une solution.I.6.f Soit u tel que cn(u) = � . On a dn(u) = � , dn2(u) = �2 car dn esttoujours positif. Comme dn2 = 1� k2sn2 = 1� k2(1� cn2), on a



Problème. Partie I 149dn(u) = � , �2 = 1� k2(1� �2), k2 = 1� �21� �2 :I.7.a Si � = � = 0, soit  = 0 et alors tout u est solution, soit  est non nulet alors il n'y a pas de solution.Si �2 + �2 > 0, on peut écrire�cn(u) + �sn(u) =  ) �2cn2(u) = �2sn2(u) � 2�sn(u) + 2) (�2 + �2)sn2(u)� 2�sn(u) + 2 � �2 = 0) 8><>: �2 + �2 � 2etsn(u) = ���p�2+�2�2�2+�2 :Et alors, si � est non nul,cn(u) =  � �sn(u)� = � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2et, si � = 0,sn(u) = � et cn(u) = �p�2 � 2� = � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2 :La formule trouvée est donc valable dès que �2 + �2 � 2 > 0 et on véri�equ'on a bien � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2 !2 +  � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2 !2 =(�2 + �2)(2 + �2 + �2 � 2)(�2 + �2)2 = 1et donc qu'il existe bien un unique u modulo 4K tel que(sn(u); cn(u)) =  � + �p�2 + �2 � 2�2 + �2 ; � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2 !ainsi qu'un unique u modulo 4K tel que(sn(u); cn(u)) =  � � �p�2 + �2 � 2�2 + �2 ; � + �p�2 + �2 � 2�2 + �2 ! :Au �nal, si �2+ �2 = 2 = 0 , tout u est solution ; si �2+ �2 = 2 6= 0 , il y aune seule solution modulo 4K ; si �2 + �2 > 2 , il y a deux solutions modulo4K .I.7.b On résout en w avec � = cn(u) , � = sn(u)dn(v) et  = cn(v) . On a



150 Chapitre 4. Solutions du problème et des compléments�2 + �2 � 2 = cn2(u) + sn2(u)dn2(v) � cn2(v)= 1� sn2(u) + sn2(u)[1� k2sn2(v)] � 1 + sn2(v)= sn2(v)[1 � k2sn2(u)]= sn2(v)dn2(u) :Les formules précédentes montrent quesn(w) = sn(u)cn(v)dn(v) � cn(u)dn(u)sn(v)1� k2sn2(u)sn2(v)et cn(w) = cn(u)cn(v) � sn(u)sn(v)dn(u)dn(v)1� k2sn2(u)sn2(v) ;i.e. sn(w) = sn(u � v) et cn(w) = cn(u� v) ; et donc w � u� v modulo 4K.***Partie IIII.1.a On a P� 6= P�0 si et seulement si � 6� �0 [�], ou encore si et seulementsi sin(���0) 6= 0. Dans ces conditions, la droite (P�P�0) admet pour équationcartésienne :(cos(2�0)� cos(2�)) (y �R sin(2�)) = (sin(2�0) � sin(2�)) (x� R cos(2�))c'est-à-dire x cos(�+ �0) + y sin(�+ �0) �R cos(� � �0) = 0 :Une droite est tangente au cercle de centre A et de rayon r si et seulement sielle rencontre le cercle en un seul point ou encore si et seulement si la distancede A à la droite est r. La distance du point (x0; y0) à la droite d'équation�x + �y + � = 0 étant j�x0 + �y0 + �j=p�2 + �2 , la condition (P�P�0)tangente à (C 0) s'écritr = jR cos(���0)+a cos(�+�0)j = j(R+ a) cos� cos�0 + (R � a) sin� sin�0j :D'où la condition demandée puisqu'en changeant �0 en �0 + � on change lesigne de l'expression dans la valeur absolue, mais on ne change pas le pointQ = P�0 .II.1.b On peut trouver k et u tels que(cn(u; k); dn(u; k)) = �R� aR+ a; rR + a� :En e�et, on a bien sûr 0 � R�aR+a < 1 et 0 � rR+a < 1 et, d'après I:6:f , il su�tdonc de prendre



Problème. Partie II 151k2 = 1� �R�aR+a�21� � rR+a�2 = 4aR(R+ a)2 � r2pour obtenir le résultat. Il faut donc véri�er 0 < k < 1 , i.e. 4aR < (R+a)2�r2ou encore r2 < (R � a)2, i.e. r < R� a, ce qui est vrai par hypothèse.Dans ces conditions l'équation trouvée à la question précédente se récrit exac-tement comme l'équation I:7:b et on a doncamk(�0) � amk(�)� u [4K]où le K est celui qui est associé à k .II.2.a La question précédente nous fournit le cas i = 0 (quitte à changer lesigne de u) et nous dit que l'équation demandée est véri�ée sauf peut-être ausigne près pour u . Il nous faut donc voir que le signe est constant. Mais s'ilchange entre i et i + 1, on aamk(�i+2) � amk(�i+1)� u � amk(�i) [4K] ;i.e. P�i+2 = P�i , ce qui est exclus. Le signe devant u est donc bien constant.II.2.b Si a est nul, la condition de tangence s'écritcos(�� �0) = rRet on obtient donc �i+1 � �i + u [2�] ;autrement dit, amk tend vers l'identité quand k tend vers 0 et 4K tend vers2� .II.2.c La condition P�n = P�0 s'écrit doncnu � 0 [4K]et est de ce fait indépendante de �0 .II.2.d On peut faire le calcul dans le cas où �0 = 0, i.e. P est le point (R; 0) .La droite y = �(x� R) est tangente à C0 si et seulement sij�(�a�R)jp1 + �2 = ri.e. �2 = r2(R+a)2�r2 .La droite y = �(x� R) recoupe C en un point M� tel que0 = x2 + y2 �R2 = x2 �R2 + �2(x�R)2 = (x� R)(x+ R+ �2(x �R))



152 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentset donc en un point où x = R�2�1�2+1 . Si cette droite est tangente à C0, il en estde même pour celle obtenue en changeant le signe de � et si on a un trianglecomme dans l'énoncé la droite verticale joignant les 2 points M� et M�� doitêtre tangente à C 0, i.e. R�2 � 1�2 + 1 = �a� ret donc �2 + 1 = 2RR+a�r .Avec la valeur de � trouvée précédemment, cela donne2RR+ a� r = �2 + 1 = r2(R + a)2 � r2 + 1 = (R + a)2(R+ a)2 � r2i.e. 2R(R+ a� r) = (R+ a)2 ou encore a2 �R2 = �2rR. Comme a < R, onen déduit que la condition esta2 � R2 = �2rR :II.2.e On fait encore une fois le calcul dans le cas où P = (R; 0). Dans cesconditions, par symétrie, on doit avoir P�2 = (�R; 0) .La condition de tangence d'une droite y = �(x + R) passant par (�R; 0) estcelle obtenue en changeant le signe de R dans la condition pour y = �(x�R) ,i.e. �2 = r2(R�a)2�r2 et elle coupe C en un point N� d'abscisse x = R1��21+�2 .La condition N� =M� s'écrit alors1� �21 + �2 = �2 � 1�2 + 1i.e. �2 = 1�2 . D'où r2(R+ a)2 � r2 = (R� a)2 � r2r2i.e. (R2 � a2)2 = 2r2(R2 + a2) :***Partie IIIIII.1.a Il faut que y0+�(p�q)+�u soit de la forme (1�)p+x avec x 2 Cet  2 R . On trouve d'abord  en faisant �(x) = 1 :�(y0) + �(�(p)� 1) = (1� )�(p) + et donc



Problème. Partie III 153 = �(y0) + �(�(p)� 1)� �(p)1� �(p) = �(y0) � �(p)1� �(p) � � :On peut avoir  = 0. Dans ce cas il faut y0 = p��(p� q)��u et la conditions'écrit : y0 appartient au plan contenant L et p et� = �(y0) � �(p)1� �(p) � = hp� y0; uijjujj2 :Sinon, on écrit alors la condition pour que x appartienne à C, i.e. Q(x) = 0 :0 = Q�y0 + �(p � q) + �u� (1� )p �= Q(y0 + �(p� q) + �u� (1� )p)= Q�y0 + �(p � q) + �u+ ��(y0)� �(p)1� �(p) � � � 1� p�= Q�y0 � �q + �u+ �(y0) � 11� �(p) p�= Q��u� �q + y0 + �(y0) � 11� �(p) p� :III.1.b On développe la condition précédente en � et � :�2Q(q)� 2��BQ(q; u) + �2Q(u) + : : :où ce qui n'est pas écrit sont les termes de degré 1 et 0 en � et � . On peutdonc trouver y0 tel que le plan passant par y0 parallèle au plan passant par pet L (i.e. de direction donnée par le plan vectoriel engendré par les vecteursp � q et u) satisfasse à la condition de l'énoncé si et seulement si la formequadratique �2Q(q) � 2BQ(q; u) + �2Q(u) est multiple de �2 + �2 , i.e.� Q(q) = Q(u)BQ(q; u) = 0 :III.2 La condition tZSZ = 0 peut se récrire, en séparant parties réelle etimaginaire :0 = t(X + iY )S(X + iY ) = tXSX � tY SY + i(tXSY + tY SX)i.e. Q(X) = Q(Y ) & BQ(X;Y ) = 0 :On choisit donc p quelconque en dehors de P et on prend q = p+X et u = Y .La question précédente montre que les images des 2 coniques C et C0 sont biendes cercles.III.3 Comme une droite et une conique sont tangentes si et seulement si leurintersection est formée d'un point (et non deux ou aucun), cette propriété



154 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentsse conserve par une projection comme celle de la question précédente. Laprojection étant injective de P dans �, la condition de fermeture est aussiconservée, i.e. P�0 = P�n si et seulement si leurs images sont égales. Il enrésulte que l'assertion de la question II:2:c est encore valide.III.4 SoitEC = C 3 . C'est un espace vectoriel complexe de dimension 3 et aussiun espace vectoriel réel de dimension 6. On peut voir E comme sous-espacevectoriel (réel) de EC de dimension 3.Soit �C la forme linéaire sur EC ayant la même matrice que � (ces ma-trices étant respectivement exprimées dans les bases canoniques de C 3 et R3).L'équation �C = 1 dé�nit donc un plan complexe PC de EC, qui est aussi unsous-espace a�ne réel de dimension 4 de EC. En tant qu'espace a�ne réel, ilcontient le plan P . De plus si Z = X + iY est un vecteur de EC écrit de sorteque X et Y sont réels (i.e. X et Y dans E), alors�C(X + iY ) = �(X) + i�(Y ) :Soit QC et Q0C les formes quadratiques sur C 3 dé�nies par les mêmes matricesque Q et Q0 (par rapport toujours aux bases canoniques). On cherche doncZ = X + iY tel que QC(Z) = Q0C(Z) = 0 et �C(Z) = 1.Il nous su�t de montrer qu'un tel Z existe puisqu'alors, par hypothèse surC et C0 on devra nécessairement avoir Y non nul (sinon X serait un pointd'intersection des deux coniques). On se place donc dans un repère a�ne dePC, disons donc que tout point Z de PC s'écrit de façon uniqueZ = A+ xv+ ywavec A, v et w �xés (on a donc �C(A) = 1 et �C(v) = �C(w) = 0) et x et ycomplexes. Les équations QC(Z) = Q0C(Z) = 0 s'écrivent doncax2 +2bxy+ cy2 + 2dx+ 2ey + f = a0x2 + 2b0xy+ c0y2 + 2d0x+ 2e0y+ f 0 = 0avec (a; b; c) 6= (0; 0; 0) et (a0; b0; c0) 6= (0; 0; 0) (puisque les formes quadratiquesne sont pas dégénérées).Considérons l'équationP�;�(x; y) = �(ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f)+�(a0x2 + 2b0xy + c0y2 + 2d0x+ 2e0y + f 0) = 0pour (�; �) 6= (0; 0). On cherche à trouver des racines communes à P1;0 etP0;1. Remarquons que P�;� = 0 dé�nit en général une conique et que celle-ciest dégénérée si et seulement si le déterminantdet0@ �a + �a0 �b+ �b0 �d+ �d0�b + �b0 �c+ �c0 �e+ �e0�d+ �d0 �e + �e0 �f + �f 0 1A



Problème. Partie IV 155est nul. Si on pose � = 1, ceci est un polynôme de degré au plus trois en �.Son terme dominant est celui obtenu pour (�; �) = (1; 0) et est donc non nul.Il existe donc au moins une valeur (et même d'ailleurs au moins une valeurréelle) de � telle que P�;1(x; y) = 0 dé�nisse une conique dégénérée. C'estdonc la réunion d'une ou de deux droites.Remarquons pour conclure queP�;1(x; y) = P0;1(x; y) = 0, P1;0(x; y) = P0;1(x; y) = 0et donc on cherche un point dans l'intersection d'une conique non dégénéréeet d'une conique dégénérée. Comme cette intersection contient au moins l'in-tersection d'une droite et d'une conique non dégénérée, on a bien un point.En e�et la droite est donnée par une équation du premier degré non nulle. Enparticulier on peut exprimer l'une des variables en fonction de la seconde. Di-sons par exemple y = �x+�. Ce point appartient à la conique si et seulementsi x véri�e une certaine équation du second degré (c'est bien une équation dedegré exactement deux parce que la conique n'est pas dégénérée). Un tel xexiste puisque l'on est sur C . Contrairement au � trouvé précédemment, x n'aaucune raison d'être réel.Remarquons en�n que la conique dégénérée peut être en fait une seule droite(double) et que cette droite peut être tangente à la conique. Dans ce cas onn'a qu'un seul point d'intersection (mais il est alors réel !).***Partie IVLa fonction p est la fonction de Weierstraÿ. Elle sert en particulier à paramé-trer les courbes (elliptiques) données par une équation de la forme y2 = P (x)pour P un polynôme de degré 3 par (x; y) = (p(t); p0(t)).IV.1 On a p0(u) = �2�� _sn(�u+ �; k)sn3(�u+ �; k)et donc p02 = 4�2�2(1� sn2)(1� k2sn2)sn6= 4�2�2 1sn2 � 1sn2 � 1�� 1sn2 � k2�= 4�2�2 p� �� p� (�+ �)� p� (�+ k2�)�= 4�2� (p� �)(p� (�+ k2�))(p � (�+ �)) :Soit K la quantité associée à k en I.6., i.e.



156 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentsK = Z 10 dtp(1 � t2)(1� k2t2) :Comme sn2 est périodique de période 2K (car sn est impaire de période 4K),p est périodique de période 2K=�. On peut prendre comme intervalle d'étude[��=�; (2K��)=�]. Alors p est monotone de sens contraires sur [��=�; (K��)=�] et [(K � �)=�; (2K � �)=�]. Elle est croissante sur le premier intervallesi et seulement si � est négatif. On ap����� = sgn(�)1 et p(K � �� ) = �+ � :IV.2.a En comparant ce qui est en facteur de sn3 dans les deux expressions,on doit donc montrer quesn(v) _sn(w)� sn(w) _sn(v) = sn2(v) � sn2(w)sn(v + w)i.e. sn(v)cn(w)dn(w) � sn(w)cn(v)dn(v) = sn2(v) � sn2(w)sn(v + w) :En utilisant la formule d'addition de sn (I.3.c.), ceci est équivalent àsn2(v)cn2(w)dn2(w)� sn2(w)cn2(v)dn2(v)1� k2sn2(v)sn2(w) = sn2(v) � sn2(w) :En remplaçant cn2 et dn2 par 1� sn2 et 1� k2sn2, le membre de gauche serécrit sn2(v) � sn2(w) + k2sn2(v)sn2(w)(sn2(w) � sn2(v))1� k2sn2(v)sn2(w) ;ce qui est bien l'expression recherchée.IV.2.b Le déterminant est évidemment nul si deux des trois réels sont égauxmodulo � , mais l'expression précédente montre que si u+ v + w � 0 [� ] alors(par imparité de sn) tous les termes entre crochets sont égaux à �1 � (�1),i.e. sont nuls.IV.2.c Traitons d'abord le cas c = 0. Dans ce cas la valeur de p est �xée (oun'existe pas si b = 0) et on a donc au plus deux solutions modulo � d'après letableau de variation.Sinon, en faisant passer le terme en p0 de l'autre côté et en élevant au carréon obtient une relation entre le carré de p0 et un trinôme du second degréen p. Comme p02 est un polynôme du troisième degré en p, une conditionnécessaire est que p soit racine d'une certaine équation du troisième degré.Comme p0 est donné linéairement par p, le couple (p; p0) peut prendre au plustrois valeurs. D'après le tableau de variation, si u et v sont distincts modulo �



Problème. Partie V 157et si p(u) = p(v), alors p0(u) et p0(v) sont de signes opposés, et donc distincts.Il en résulte que l'équation de départ a au plus trois solutions modulo � .IV.2.d Si u, v et w sont distincts modulo � , alors le déterminant s'annule aumoins pour w = u, w = v et w = �(u+ v). Si �(u+ v) est distinct de u et vmodulo � , on en déduit immédiatement que u+v+w � 0 [� ]. Autrement dit,pour v tel que u + 2v et 2u + v ne sont pas congrus à 0 modulo � , les troissolutions en w sont u, v et �(u + v) modulo � . Mais ces racines (en w) sontcontinues par rapport à v et donc, dans les cas limites, on obtient le mêmerésultat. Autrement dit le déterminant considéré est nul si et seulement sideux des réels sont égaux modulo � ou siu+ v + w � 0 [� ] :***Partie VV.1.a Une droite est tangente à une conique si et seulement si elle la coupe enun seul point. Si on se donne la droite par un paramétrage a�ne, l'intersectionest donnée par une équation du second degré en le paramètre et la conditionde tangence est l'annulation du discriminant du trinôme.La droite L�;�; passe par�� �z�2 + �2 ;� �z�2 + �2�et admet (��; �) comme vecteur directeur et donc ses points sont les�� �z�2 + �2 � t�;� �z�2 + �2 + t�� :Ce point appartient à C! si et seulement si(! + a)��2t2 + 2��z�2 + �2 t+ �22z2(�2 + �2)2�+(! + b)��2t2 � 2��z�2 + �2 t+ �22z2(�2 + �2)2� + (! + c)z2 = 0ou encore 0 = �!(�2 + �2) + (�2b+ �2a)� t2 + 2��z�2 + �2 (a� b)t+ z2(�2 + �2)2 �!(�2 + �2)(�2 + �2 + 2) + 2(�2a+ �2b) + (�2 + �2)2c� :



158 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentsLe discriminant (réduit) est donc un trinôme du second degré en !. Son coef-�cient dominant est �z2(�2 + �2 + 2) :Son terme du premier degré est�z2 2(�2a+ �2b) + (�2 + �2)2c+ (�2b+ �2a)(�2 + �2 + 2)�2 + �2soit�z2�4(b + c) + �2�2(a + b+ 2c) + �4(a+ c) + �22(a+ b) + �22(a + b)�2 + �2i.e. �z2(�2(b+ c) + �2(c+ a) + 2(a+ b)) :En�n son terme constant estz2(�2 + �2)2 ��2�22(a � b)2 � (�2b+ �2a)(2(�2a+ �2b) + c(�2 + �2)2)�soit �z2(�2bc+ �2ca)+z2(�2 + �2)2 ��2�22(a� b)2 � 2(�4ab+ �2�2(a2 + b2) + �4ab)�i.e. �z2(�2bc+ �2ca+ 2ab) :Et on trouve bien l'équation donnée dans l'énoncé, à multiplication près par�z2 (qui est non nul).V.1.b On peut récrire le trinôme précédent en isolant �2, �2 et 2. On trouve,pour le terme en �2,!2 + !(b+ c) + bc = (! + b)(! + c) :Ce trinôme vaut donc�2(! + b)(! + c) + �2(! + c)(! + a) + 2(! + a)(! + b) :En particulier, sa valeur en �a est�2(a� b)(a� c)et c'est aussi (�2 + �2 + 2)(�a � p)(�a � r)puisqu'on peut reconstituer un polynôme à partir de ses racines et de soncoe�cient dominant. Il en résulte



Problème. Partie V 159(c � b)(a+ p)(a+ r) = �2 (a � b)(b� c)(c� a)�2 + �2 + 2 :On fait de même pour le calcul en �b et en �c et on trouve bien la propor-tionnalité désirée.V.2.a Une droite est tangente à un cercle si la distance du centre du cercle àla droite est égale au rayon du cercle. La distance de l'origine à L�;�; est����� zp�2 + �2 �����et le rayon est jzj. La condition de tangence est donc�2 + �2 + 2 = 0 :La projection orthogonale de l'origine sur L�;�; , qui est aussi le point detangence dans ce cas, est alors�� �z�2 + �2 ;� �z�2 + �2� = ��z ; �z � :Par conséquent (x; y; z) et (�; �; ) sont proportionnels.Notons que si on pose t = 1=! dans l'équation V:1:a, qu'on récrit l'équationcomme un polynôme en t (i.e. en remultipliant par t2) et qu'on fait tendre !vers l'in�ni, i.e. t vers 0, la condition que l'on vient de trouver est exactementcelle pour que t = 0 soit racine.La condition de tangence en C� s'obtient à partir de V:1:a puisque le termedominant est nul. On doit donc avoir(�2(b+ c) + �2(c + a) + 2(a+ b))� + �2bc+ �2ca+ 2ab = 0 :Et donc(�2(b+ c) + �2(c+ a) + 2(a+ b))(a+ �) = �2(ab+ ac� bc) + �2a2 + 2a2i.e. (�2(b+ c) + �2(c+ a) + 2(a+ b))(a + �) = �2(�a2 + a(b+ c)� bc)soit (�2(b + c) + �2(c + a) + 2(a + b))(a + �) = �2(b� a)(a � c)et, cette fois-ci, (�2; �2; 2) est proportionnel à((c � b)(a + �); (a � c)(b+ �); (b� a)(c+ �)) :



160 Chapitre 4. Solutions du problème et des complémentsIl su�t donc de se rappeler que (x; y; z) et (�; �; ) sont proportionnels pourobtenir la proportionnalité entre (x2; y2; z2) et((c � b)(a + �); (a � c)(b+ �); (b� a)(c+ �)) :V.2.b Il su�t de remarquer que (�2x2; �2y2; 2z2) est proportionnel à ((c�b)2D(a); (a � c)2D(b); (b� a)2D(c)) et d'écrire �x+ �y + z = 0.V.2.c Il su�t de remarquer que la condition précédente s'écrit������ 1 a �pD(a)1 b �pD(b)1 c �pD(c) ������ = 0et de se rappeler qu'un déterminant est nul si et seulement si l'un des vecteurscolonnes est combinaison linéaire des deux autres. Or, si les deux premièrescolonnes sont liées, on a a = b = c et l'existence de � et � est claire. Si-non la troisième colonne est combinaison des deux premières, ce qui s'écritexactement comme demandé.V.2.d Considérons le polynôme D(x). Comme on veut ses valeurs en a, b etc il est équivalent de considérer le reste de la division euclidienne de D(x) par(x� a)(x� b)(x� c), i.e.D(x) � (x� a)(x� b)(x� c)ou encorerp� + abc+ (rp+ p� + �r � ab� bc� ca)x+ (r + p+ � + a+ b+ c)x2 :Comme on a des trinômes du second degré, ils sont égaux en trois points si etseulement si leurs coe�cients sont égaux, ce qui est exactement la conditiondemandée.V.2.e Par symétrie de la condition en échangeant (a; b; c) et (r; p; �), la der-nière condition trouvée est équivalente à celle demandée, ainsi qu'on l'a vu enV.2.c.V.3 On suppose a, b et c ordonnés, pour simpli�er. Par exemple a > b > c.Par identi�cation on trouve immédiatement � = �a, � = a � c, k2 = (a �b)=(a�c), �2 = (a�c)=4 et sn2(�) = 1�c=a. Cette dernière condition imposec > 0 et donc une telle fonction existe dès que le plus petit des trois réels a,b et c est positif, i.e. a, b et c positifs.V.4 Pour x supérieur à �min(a; b; c), on a�(x) = y , p(y) = x



Problème. Partie V 161et donc l'implication résulte de V:2:e et de IV:2:d (dans cette question on voitque l'on peut modi�er l'argument pour tenir compte des signes éventuels).V.4.a � tend vers p par dé�nition de P�.V.4.b Comme�(+1) = 0, on obtient que le signe de �(�) et celui de �(p)sont opposés (ils sont constants par continuité et donc égaux à ce qu'ils sontà la limite). On peut �xer l'un des trois signes arbitrairement et donc, pour�nir, on obtient bien la condition de l'énoncé.V.5.a D'après ce qui précède on a�(�) � �(p) ��(r) [� ]pour � = �i et � = �i+1 (pour un certain p dépendant de i). Mais en tout cas�(�i+1)��(�i) � �2�(r) [� ] :Le signe est indépendant de i puisque �i+2 est di�érent de �i. Il en résulte queP�n = P�0 si et seulement si 2n�(r) � 0 [� ] :C'est bien le porisme annoncé.V.5.b Deux coniques générales sont les intersections de cônes quadratiques del'espace avec z = 1. Si on diagonalise simultanément les deux formes quadra-tiques associées, on obtient deux cônes comme dans l'énoncé mais on regardeleur intersection avec un plan a�ne quelconque. On passe d'un tel plan a�neà z = 1 par la projection de centre O d'un plan sur l'autre. Les conditionsde tangence étant préservées, le porisme est également vrai dans la situationgénérale à partir du moment où il est vrai dans ce cas particulier.



Chapitre 5Indications pour les 29 petits problèmesExercice 1 (Une équation diophantienne cubique)2. On introduira la � norme� N (a + ibp2) = a2 + 2b2 et on l'utilisera pourcaractériser les éléments inversibles de Z[ip2] et pour démontrer l'existenceet l'unicité de la décomposition en facteurs indécomposables par récurrence.Pour l'unicité on copiera la démonstration du même résultat dans Z, i.e. oncommencera par établir la relation de Bézout, puis le lemme de Gauÿ avantde conclure.3. On montrera que z = ip2 est indécomposable puis que y + z et y � zne peuvent avoir de diviseurs non inversibles en commun. On conclura enmontrant que y + z et y � z sont des cubes.Exercice 2 (Résolution des équations de degré 4)1. On introduira la matrice symétrique réelle dont les coe�cients sont les aij.La conique est l'intersection de son cône isotrope dans R3 et du plan a�nez = 1. La dégénérescence de la conique peut être interprétée en terme dedégénérescence de la forme quadratique.3. On écrira une équation de degré 4 comme intersection d'une parabole etd'une autre conique.Exercice 3 (Théorie de Galois élémentaire)On raisonnera par l'absurde et on se ramènera au cas où � = 21=q et P est dedegré strictement inférieur à q.On se ramènera alors à considérer un système linéaire.Par exemple on peut interpréter le fait que p2 n'est pas rationnel sous laforme qu'il n'existe pas d'entiers tels que a2 = 2b2 mais a2 � 2b2 est aussi ledéterminant de la matrice � a b2b a �.Exercice 4 (Théorème de Fermat pour les polynômes)1. On pourra considérer le polynôme P = AB0 � A0B et montrer qu'il estdivisible par le produit des p.g.c.d. de A et A0, B et B0 et C et C 0.On pourra exprimer le degré du p.g.c.d. de A et A0 en fonction du degréde A et son nombre de racines (comptées sans multiplicités).2. On généralisera le résultat de la première question au cas des polynômesnon premiers entre eux et on interprètera la condition �A, B et C non propor-tionnels � en �max(deg(A); deg(B); deg(C)) > deg(D)� si D est un p.g.c.d.de A, B et C.



Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmes 163Exercice 5 (Une équation matricielle)Remarquer que si X est solution de l'équation, alors X et A commutent.On utilisera ce fait pour se ramener au cas où X et A ont une seule valeurpropre.Exercice 6 (Transcendance de e)1. On calculera Ik = Z +10 e�xxkdx :2. On montrera que, pour n assez grand et judicieusement choisi, la quan-tité considérée est somme d'un entier non nul et d'un réel de valeur absoluestrictement inférieure à 1.Exercice 7 (Racines carrées de �1 dans Qp)2. On remarquera que si r est un rationnel non nul, on ar = pvp(r) q1q2avec q1 et q2 des entiers (relatifs) premiers à p et on en déduiraNp(r1 + r2) � maxfNp(r1); Np(r2)g :5. Se ramener à trouver, pour n quelconque, un entier q premier à p tel queq2 + 1 � 0 [pn].On pourra ensuite chercher une suite de la forme an =Pnk=0 xkpk avec xkune suite d'entiers compris entre 0 et p � 1. C'est-à-dire chercher an sous laforme d'un développement en base p �croissant�.Exercice 8 (Zéros de certaines séries de Fourier)On montrera que, si f est non identiquement nulle, elle change au moins 2nfois de signe.Pour cela on se donnera arbitrairement x1, x2, : : : , x2n�2 dans I et onconstruira une fonction g de la formea0 + n�1Xk=1(ak cos(kx) + bk sin(kx))s'annulant en les xi.Exercice 9 (Sur l'inégalité arithmético-géométrique)1. On décomposera la fraction rationnelle en éléments simples et on montreraque



164 Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmeslog�ax� = �x� aa + (x� a)2I(x; a) :2. On montrera que I(x; a) � I(1 � x; 1� a)si x et a sont inférieurs à 1=2.Exercice 10 (Dimension de Hausdor� d'un compact de Rn)1. On montrera que gK est décroissante et même qu'elle prend une valeur �nienon nulle en au plus un point d0. Quoi qu'il en soit, on en déduira qu'il existeun réel d0 tel que1. Si d < d0, alors gK(d) = +1.2. Si d > d0, alors gK(d) = 0.3. On a 0 � d0 � n.Pour montrer d0 � n, on montrera que d0 ne dépend pas de la normechoisie sur Rn et qu'il est invariant si on transforme K par une isométrie (ouune similitude).2. On montrera que d0 ne dépend pas non plus de n en un sens à préciser.On majorera d0 en utilisant des recouvrements naturels de K pour lesquelsgK(d) est �ni. Pour la réciproque on cherchera des conditions de recouvrement.Dans le cas du carré et du segment, on raisonnera sur la surface et la longueurdes boules. Dans le cas de l'ensemble de Cantor, on introduira nk le nombred'intervalles du recouvrement dont la longueur est comprise entre 3�(k+1) et3�k et on montrera que +1Xk=0nk2k � 1 :Exercice 11 (Ensembles semi-algébriques)On pourra d'abord étudier la dimension 2 et montrer que le quadrant supérieurn'est pas représentable par une seule inéquation polynomiale en x et y.Pour cela on montrera d'abord que x et y divisent P et même que lapuissance maximale de x qui divise P est impaire. De même pour y.On conclura par une étude à l'origine de P (t; ta) pour a assez grand et deparité bien choisie.Pour passer à la dimension supérieure, on généralisera la dernière étude enconsidérant P (ta; tb; tc) pour un triplet d'entiers (a; b; c) bien choisi.Exercice 12 (Coordonnées de Plücker des plans de R4)1. On pourra interpréter les aij comme les mineurs d'une certaine matrice 4par 2.2. On utilisera la multilinéarité du déterminant.



Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmes 1653. On caractérisera E par des équations utilisant les aij.4. On montrera que le noyau de A est de dimension au moins 2.Pour la réciproque, on montrera d'abord que le sous-espace caractéristiqueassocié à 0 (i.e. l'espace des x tels qu'il existe n avec Anx = 0) est égal aunoyau de A et on montrera que tous les endomorphismes associés à de tellesmatrices (antisymétriques, de noyau de dimension 2 �xé) sont proportionnelsentre eux.Exercice 13 (Polygones à sommets entiers)On pourra montrer que le centre du polygone est à coordonnées rationnelleset se ramener au cas où c'est l'origine.On pourra alors identi�er le plan au corps des complexes et considérerl'ensembleG = fa+ib = (a; b) 2Z2g. On pourra montrer que c'est un anneau,qu'il peut être muni d'une division euclidienne, c'est-à-dire plus précisémentque si x et y sont dans G avec y non nul, il existe un quotient q et un rester, tous deux dans G, tels que x = qy + r avec jrj < jyj (contrairement à ladivision euclidienne habituelle dansZ, le couple (q; r) n'est pas nécessairementunique).On pourra alors en déduire l'existence et l'unicité d'une décomposition en�nombres premiers� dans G. Pour cela on introduira la notion de divisibilitédans G : xjy s'il existe d dans G tel que y = dx. On a alors des unités �1 et�i (qui sont les seuls à être inversibles dans G et à diviser tout le monde) etdes nombres premiers ; ce sont les complexes p de G qui ne peuvent s'écrirecomme produit d'éléments de G autres que �1, �i, �p et �ip.On introduira alors la �norme� N (a + ib) = a2 + b2 et on l'utilisera pourcaractériser les éléments inversibles de G et pour démontrer l'existence etl'unicité de la décomposition en facteurs premiers par récurrence. Pour l'uni-cité on copiera la démonstration du même résultat dansZ, i.e. on commencerapar établir la relation de Bézout, puis le lemme de Gauÿ avant de conclure.On terminera alors en remarquant que si � et � sont les a�xes des deuxsommets entiers consécutifs, on a �n = �n et on en déduira n = 4.Exercice 14 (Pavages par des losanges)3. On pourra remarquer que la condition de fermeture est exactement la condi-tion d'indépendance du sens de parcours pour d� , ou encore d'indépendancede M0 pour �, ou encore d'antisymétrie pour �.On montrera le sens direct par récurrence sur le nombre de losanges élé-mentaires pavant l'intérieur de �.Pour la réciproque, on notera d(M;N ) le minimum des d(M;N ) pour tracé à l'intérieur de � et qui monte toujours et on introduira, pour N unpoint intérieur au contour �, sa �hauteur� relative à � et M0h(N ) = min0�i�n (d�(M0;Mi) + d(Mi; N )) :



166 Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmesOn montrera que h(Mi) = d�(M0;Mi) pour tout pointMi du contour et queh(M ) � h(N ) + d(N;M ) :On se servira de cela pour prouver que, dans tout triangle élémentaire à l'in-térieur de �, il existe une unique arête AC telle que h(C) = h(A) + 2 et ACn'appartient pas au contour. On conclura en retirant toutes ces arêtes.Exercice 15 (Porisme de Steiner)1. On explicitera les conditions sur (a; b; c; d) pour quea(x2 + y2) + 2bx+ 2cy + d = 0représente e�ectivement un cercle ou une droite.2. On travaillera directement sur les équations cartésiennes.3. On montrera que le centre d'inversion est aligné avec les centres des deuxcercles, puis on utilisera la formule donnant l'image d'un cercle-droite par uneinversion trouvée dans la question précédente.4. On se ramènera à une situation invariante par rotation.Exercice 16 (Densité des points rationnels d'une sphère)On étudiera plutôt le problème en dimension 2, i.e. le cas des cercles d'équationx2 + y2 = n :On utilisera une paramétrisation rationnelle du cercle, i.e. telle que si le para-mètre est rationnel, les coordonnées du point qu'il paramétrise le sont aussi.On montrera en fait que si le cercle contient un point rationnel, alors lespoints rationnels du cercle y sont denses. Le résultat étant encore vrai pourles quadriques.La question de savoir si Qn admet ou non un point rationnel est nettementplus di�cile : : :Exercice 17 (Principe d'approximation forte)2. On remarquera que si r est un rationnel non nul, on a r = pvp(r) q1q2 avec q1et q2 des entiers (relatifs) premiers à p.On en déduira dp(r1; r3) � maxfdp(r1; r2); dp(r2; r3)g.4. On se ramènera, par linéarité, à approcher x = ei, le ieme vecteur de labase canonique de Qn+1.Pour approcher ei, pour i > 0, on pensera à écrire une relation de Bézoutentre des puissances su�samment grandes des pj.



Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmes 167Exercice 18 (Autour du théorème de Weierstraÿ-Stone)On écartera d'abord les intervalles contenant un entier.On essaiera ensuite d'approcher uniformément la fonction constante égaleà 1=2 sur I. Pour cela on se ramènera à un intervalle I inclus dans ]0; 1=2] entrouvant un trinôme à coe�cients entiers envoyant un intervalle de la forme]m;m+ 1[ dans ]0; 1=2].Ensuite on itèrera un trinôme du second degré et on prouvera qu'il convergeuniformément vers la fonction constante égale à 1=2 par la méthode de New-ton.Une fois cela accompli, on pourra approcher toutes les fonctions constantesen utilisant l'approximation di-adique des réels. Il ne restera plus qu'à appro-cher les polynômes quelconques en approchant leurs coe�cients.Exercice 19 (Autour du théorème de Dirichlet)1. Si p1; p2; : : : ; pr sont des diviseurs de P et si l est un entier tel que b = P (l)est non nul, considérer le polynôme Q dé�ni parQ(X) = 1b P (l + bp1p2 : : : prX) :On pourra en particulier montrer qu'il est à coe�cients entiers et queQ(n) � 1 [pi]pour tout entier n et tout 1 � i � r.2. Considérer le produit des �d pour d divisant n et montrerXn � 1 =Ydjn �d(X) :En déduire que tous les �d sont à coe�cients entiers par récurrence sur d.3. Raisonner par l'absurde et montrer que si m n'est pas le plus petit entier,alors am � 1 [p2] et aussi (a + p)m � 1 [p2].4. Utiliser le théorème de Wilson : si a est premier à p, alorsap�1 � 1 [p] :Exercice 20 (Racines carrées continûment di�érentiables)On montrera que g est dérivable en un zéro de f si et seulement si f 00(x) = 0.On montrera qu'alors g est en fait continûment di�érentiable. Pour cela onpourra considérer f(y) + hf 0(y) + h22 supt2I2r jf 00(t)j



168 Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmeset montrer que ce trinôme en h atteint son minimumsur [�r; r], si y appartientà Ir = [x� r;x+ r].Exercice 21 (Polynômes hyperboliques)1. On introduira � l'application linéaire de R[X] dans lui-même qui à unpolynôme P associe son polynôme dérivé et on remarquera que R = Q(�)[P ]où Q(�) désigne le polynôme d'opérateur Pni=0 ai�i.On utilisera le fait que Q est scindé pour se ramener au cas où Q est dedegré 1.On démontrera d'abord que si P est hyperbolique, il en est de même pourP 0. Puis on traitera le cas où P n'a que des racines simples avant de passerau cas général. Une remarque cruciale étant qu'un polynôme de degré n àcoe�cients réels est hyperbolique dès qu'il a au moins n� 1 racines réelles.2. On exprimera encore R en termes de P , Q et �. On se ramènera cette foisau cas où P est de degré 1. En étudiant XQ0(X)� �Q(X) on trouvera n� 2racines de la même façon que précédemment et on conclura par une étude àl'in�ni.On pourra encore commencer par le cas où Q n'a que des racines simplesavant de traiter le cas général.Exercice 22 (Sur les surfaces minimales)1. On montrera que f ou �f convient.2. On pourra étudier  (t) = (x� y):(g(~xt) � g(y))pour ~xt = tx+ (1� t)y.3. On montrera que Id + g accroît les distances et qu'elle est donc injec-tive et d'image fermée. On montrera que son image est également ouverte endémontrant que sa di�érentielle est bijective.4. On pensera à diagonaliser S.8. On se souviendra que l'ordre dans lequel on di�érentie par rapport auxvariables (quand on calcule une dérivée partielle) n'a pas d'importance (lemmede Schwarz).Exercice 23 (Le théorème de Brouwer en dimension 2)3. Faire un dessin !4. On pourra introduire la fonction Bic qui associe à un côté d'un �ni 1 ou 0selon qu'il est bicolore noir/rouge ou pas, puis considérer la quantitén2Xi=1 Xcôtés de �ni Bic(x) :



Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmes 1695. On montrera qu'il existe trois suites de points, chacun d'une couleur di�é-rente, convergeant vers le même point.On construira un homéomorphisme d'un triangle dans un cercle en se ra-menant au cas du cercle circonscrit au triangle et on déformera les côtés dutriangle en des arcs du cercle.Exercice 24 (Matrices de Householder)1. Écrire un vecteur quelconque Z de Cn par blocs et calculer Z�MZ commeun trinôme en le scalaire (le bloc de taille 1).3. E�ectuer des opérations élémentaires sur les colonnes de M .Exercice 25 (Déterminants de Vandermonde lacunaires)1. Raisonner par récurrence et penser au théorème de Rolle.2. On interprètera le déterminant comme un polynôme en l'un des xi.Exercice 26 (Caractérisation des fractions rationnelles)1. On pourra écrire Qf = P plutôt que f = P=Q.2. Raisonner par l'absurde.3. Montrer que Es;k = Vect(ws;k; : : : ; ws+k�1;k) est indépendant de s (pour sgrand et k est minimal pour As;k = 0).Pour cela on montrera que Es;k et Es+1;k sont des sous-espaces vectorielsde dimension k d'un même espace vectoriel, à savoirFs;k = Es;k +Rws+k;k = Es;k + Es+1;k :Exercice 27 (Le théorème de Banach-Steinhaus)Avec x comme dans l'indication fournie, on pourra montrer quejjTn(x)jj � jjjTnjjj6:4n � supT2L ����������T  n�1Xk=0 xTk4k !���������� :Exercice 28 (Caractères de C(K;R))On considèrera les cas les plus simples de compacts : K réduit à un point, àdeux points, à un nombre �ni de points.Pour généraliser le résultat obtenu dans ces cas particuliers, on montreraqu'il existe un point x de K tel que f(x) = 0 dès que �(f) = 0. Pour celaon raisonnera par l'absurde et on obtiendra la fonction constante égale à 1comme somme de fonctions dans le noyau de �.



170 Chapitre 5. Indications pour les 29 petits problèmesExercice 29 (Théorème de Pascal généralisé)1. On montrera que les coe�cients des équations cartésiennes des coniquesrecherchées appartiennent à un certain espace vectoriel de dimension 2.2. On exprimera un couple de droites comme une conique dégénérée et on enobtiendra une équation cartésienne à partir de deux coniques de l'énoncé. Onen déduira que l'équation de (P3Q3) s'obtient comme combinaison linéaire deséquations de (P1Q1) et (P2Q2).
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