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Avant-propos

Dans ce recueil nous proposons des exercices posés au concours d’entrée a
I'Ecole Normale Supérieure de Cachan, option mathématiques. Ils couvrent
une large part de la géométrie (euclidienne, affine, différentielle, algébrique
etc.) et de algebre (linéaire, multilinéaire, transcendante etc.) que I'on est
amené a rencontrer dans le premier cycle des universités et des classes pré-
paratoires aux grandes écoles scientifiques. Pour chacun d’eux nous donnons
un énoncé, des indications (regroupées en fin d’ouvrage) et une solution dé-
taillée. Cette solution est agrémentée de commentaires, quand il y a lieu, sur
les notions mises en jeu. Il est & noter que ces exercices sont absolument indé-
pendants tant au niveau de leur énoncé que de leur solution (parfois au prix
de — légeres — redites). Il est donc possible (et fortement conseillé) de les abor-
der dans un ordre arbitraire. Nous proposons également le sujet de 1’écrit de
I’épreuve en quatre heures, commune aux ENS de la rue d’Ulm et de Cachan,
donné lors de la session de 1995. Nous en donnons une solution détaillée ainsi
que des commentaires sur ’historique du sujet et des compléments.

La deuxieéme épreuve orale de mathématiques, d’'une durée de quarante
minutes, se déroulait sans préparation devant un jury composé de deux ma-
thématiciens. Cette courte durée nous a toujours incités & ne pas trop laisser
errer les candidats et & chercher le plus possible & dialoguer avec eux. Ce
dialogue, permettant de tester les connaissances du candidat et son sens ma-
thématique, est au moins aussi important que la pure résolution du probléme
proposé. En d’autres termes, nous nous sommes plus attachés aux idées qu’a
la technique. Il ne s’agit donc ni d’un livre d’exercices, ni d’un livre de cours,
mais plutét d’un manuel pour apprendre des mathématiques.

Durant les quatre années ol j’al participé a ce jury, il m’a semblé que
nombre de candidats sont terrorisés a 1’idée de dire une bétise. C’est sans doute
normal dans la situation d’un oral d’école d’ingénieurs ot1 I’on demande le plus
souvent de savoir utiliser le cours & bon escient et sans erreur. Néanmoins
dans le contexte des écoles normales, ’esprit a toujours été différent et nous
avons tenté de débusquer ’attrait pour les mathématiques, la compréhension
des phénomenes derriere des apparences de chiens savants. L’oral étant, par sa
nature méme, une discussion, I’erreur n’y est pas si pénalisante que cela, méme
si elle n’est pas souhaitable! D’aucuns diraient qu’elle est naturelle (voire
fondamentale) dans le processus créatif qu’est la recherche en mathématique.
Bref si un candidat a une idée il est completement normal qu’il en fasse part
au jury!

Précisons toutefois qu’une 1dée n’est pas une astuce de calcul et qu'un flot
de paroles n’est pas un substitut ! En particulier, aller « 4 la péchey | 1.e. faire
la liste des théorémes que ’on connait en espérant une indication du jury, n’a
jamais contribué & une évaluation positive de la prestation ...

Les exercices proposés sont non standard, d’une longueur et d’une difficulté
inhabituelle. Ces petits probléemes visaient & juger les réactions et la maitrise
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du cours. Sur les points faciles ou fondamentaux, nous attendions de solides
connaissances et surtout un recul et un sens critique. On peut se tromper en
citant un théoréme, mais la faute n’est pas pardonnable quand on réfléchit a
ce qui doit étre vrai. Par exemple ne plus se souvenir a tempo de la formule
pour le reste intégral dans la formule de Taylor ne nous a pas fait déclencher
les foudres célestes, mais ne pas savoir 'interpréter, notamment pour n = 0,
dénote une absence de recul face au cours qui nous a chagrinés.

Le plus souvent les questions posées sont subtiles et n’appellent pas une
réponse immeédiate. Il ne faut pas non plus croire que nous attendions une
résolution n extenso de ’exercice: bien comprendre la question posée, quels
problémes elle souléve et en commencer la résolution était déja bien en qua-
rante minutes.

Par exemple la compréhension du probléme est bien souvent guidée par
I’étude de cas particuliers ou d’analogues plus élémentaires (un exercice dans
R3 peut étre d’abord résolu dans R?, un autre sur les matrices peut d’abord
étre résolu dans le cas diagonalisable etc.).

Dans le méme ordre d’idées, ’emploi de figures est loin d’étre inutile. De
plus, un raisonnement géométrique est parfaitement admis et, contrairement
aux criteres de I’épreuve écrite, constitue une démonstration s’il est bien ar-
gumenté.

Enfin nous n’avons cessé d’étre surpris que l'utilisation de I'analyse pour
des problemes a prior: algébriques déroute beaucoup de candidats.

Gréce au site Web http://wuw.cmla.ens-cachan.fr/scopos.html, il est
possible de dialoguer avec, notamment, ’auteur de cet ouvrage qui accueillera
avec plaisir les remarques et commentaires ou suggestions. Dans le cas, par
exemple, ot d’autres solutions seraient proposées, elles pourront y étre pu-
bliées.

Je tiens & remercier Jean-Michel Ghidaglia pour son énergie et sa bonne
humeur qui ont permis de renouveler la scolarité & ’ENS Cachan et d’en faire
une porte ouverte sur la recherche & I'image de ses grandes sceurs. Je tiens
également & adresser un clin d’ceil & ceux avec qui j’ai eu le plaisir de partager
la salle d’examination : Frédéric Hélein, Jean-Jacques Risler et Marc Hindry.
Enfin j’adresse un profond et sincére remerciement & Corinne Blondel qui a
bien voulu relire ce manuscrit et en éclaircir la rédaction.



Mode d’emploi

Ce livre est décomposé en cing chapitres, trois consacrés aux petits problemes
et deux au probleme. Pour le probléme et ses compléments; il s’agit d’énoncés
qui ont été effectivement posés pour étre résolus en temps limité et seul face
a sa feuille. Ainsi le passage d’une question & ’autre est relativement naturel
et les questions délicates sont préparées par des questions préliminaires.

Il n’en est pas de méme pour les petits problemes qui sont nettement plus
difficiles pour la plus grande part. Ils ont dans les faits servi de base & une
discussion entre le candidat et I'interrogateur, ce dernier fournissant volontiers
des pistes ou des indications. Afin de restituer cette situation, nous avons
regroupé au chapitre b quelques indications pour la résolution des 29 petits
problémes. Ainsi nous suggérons & ceux qui souhaitent résoudre ces exercices
de se reporter a ces indications au fur et & mesure de leur progression et de
ne pas faire appel immédiatement au corrigé.

Les corrections sont agrémentées de commentaires. Ceux-ci assurent 1’'unité
de 'ouvrage en indiquant aussi les liens entre les diverses questions rencon-
trées. Il est donc recommandé de refaire «a téte reposéen (ou encore au cours
de révisions) les exercices et probleémes en travaillant cette fois les commen-
taires, parfois & ’aide des ouvrages qui y sont cités.

D’une maniére générale, les questions posées ne demandent pas de longs
développements calculatoires, elles privilégient 'intuition géométrique et la
réflexion.
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Chapitre 1
Enoncés des 29 petits problemes

§1. Egalités — méthodes algébriques

La premiere préoccupation des mathématiciens a peut-étre été de décrire les
phénomenes par des égalités; puis des inégalités. Les moyens pour y parvenir
ont bien entendu évolué au cours des siecles et de 'apparition de nouvelles
techniques. On s’est d’abord intéressé aux entiers et, avec les problemes li-
néaires, aux rationnels. Puis, en voulant résoudre des probléemes de degré plus
élevé (pour des surfaces, des volumes ou pour répondre a des oracles) on a
rapidement di sortir de ce cadre et s’autoriser des constructions géométriques
(regle, compas etc.) et des opérations algébriques (radicaux, i.e. extraction de
racines, etc.). Les sources de problemes, quant & elles, sont restées diverses,
des nombres entiers aux polyndémes ou aux matrices.

En premier exemple nous donnons une équation diophantienne (Diophante
d’Alexandrie, TTT¢ siecle?). Si I'on sait résoudre complétement les équations
(ou systémes d’équations) du premier degré en nombres entiers, grace a ’al-
gorithme d’Euclide (TIT¢ sicle avant notre ére) amélioré par Bézout (XVIIT®
siecle), il n’en est pas de méme, et de loin, pour les équations de degré supé-
rieur. Pythagore (VI® siecle avant notre ére) connaissait bien les solutions de
224 y? = 2%, mais ce genre de résolutions restent rares encore de nos jours. Et
les techniques mises en place évoluent bien loin des nombres entiers. La pre-
miére généralisation de I’anneau des entiers est donnée par les anneaux dans
lesquels on a encore une division euclidienne (comme R[X]). On trouvera dans
le premier exercice un autre exemple permettant de s’attaquer a 1’équation
3 =y’ + 2.

Dans le domaine des équations en nombres réels (ou complexes), on a long-
temps cherché & résoudre les équations polynomiales par des formules (en
s’autorisant uniquement les quatre opérations élémentaires et la prise de ra-
dicaux). Si I’équation du deuxieme degré est facilement résolue, il n’en est
pas de méme pour les équations de degré supérieur. C’est Gerolamo Cardano
(XVT¢ siecle) qui donne une solution pour le degré trois dans son Artis magne
swe de requlis algebraicis. Comme on le comprendra plus tard, il est obligé
de sortir du champ réel méme (et surtout) pour résoudre les équations a co-
efficients réels et trois racines réelles. Puis ¢’est son disciple, Ludivico Ferrari
(XVT® siecle également) qui obtient la solution du degré quatre. Nous donnons
une solution utilisant les coniques. Cette élégante solution a le grand avan-
tage qu'une fois I'idée comprise la technique de mise en ceuvre est élémentaire,
contrairement aux calculs sur les groupes que demande la théorie de Galois.
Cest en effet Evariste Galois (mort & 20 ans en 1832) qui a donné une inter-
prétation générale de la résolubilité par radicaux en termes de groupes. Il a
ainsi démontré que les équations de degré au moins cing ne sont pas, en toute
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généralité, résolubles par radicaux. Sa théorie est un outil fondamental pour
la théorie des extensions de corps (i.e. des corps en contenant un autre). On
donne ici un probleme élémentaire illustrant un concept de cette théorie: celui
de polynéme minimal d’un nombre algébrique. La théorie des corps s’intéresse
& d’autres corps que les corps de nombres, comme les corps de fonctions. On y
retrouve la plupart des résultats obtenus dans le cadre des corps de nombres.
On ne développera pas cet aspect ici (car il est assez ardu) mais on donnera,
en clin d’ceil, la démonstration de la conjecture «a, b, ¢» dans le cas des po-
lynémes & coefficients complexes (approche qui se généralise au cas des corps
de fonctions). Cette conjecture n’est pas, & I’heure actuelle, résolue et a de
nombreuses ramifications. Elle entraine en particulier le grand théoréme de
Fermat (qui a été démontré par Andrew Wiles en 1993). On terminera ce tour
d’horizon des équations algébriques par une équation matricielle : comme dans
7 la difficulté est que M, (C) n’est pas un corps, mais cette fois-ci on se trouve
en sus dans un anneau non intégre, i.e. le produit de deux matrices non nulles
peut trés bien étre nul, et ceci complique singulierement ’analyse.

Fzercice 1
Une équation diophantienne cubique

On note Z[iv/2] I'ensemble des nombres complexes z pouvant s’écrire
z=a+ibV2

avec a et b entiers relatifs.

T+ +++
+ 4+ +++

+ + +
|
I

T+ +++

++ A+ ++++

1. Montrer que pour tout couple (x,y) de complexes de Z[iv/2] avec y non
nul, il existe un couple (¢,r) de complexes de Z[iv/2] tel que = qy + r et
| < Jyl.

2. On dit qu'un complexe z de Z[i\/i], distinct de 0, 1 et —1, est indécompo-
sable (dans Z[iv/2]) §'il est impossible de le décomposer en produit de deux

complexes y, z de Z[iv/2] sans que y = %1 ou 2z = %1 (c’est I'analogue de la
notion de nombres premiers dans 7). Montrer que tout complexe z de Z[iv2),
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distinct de 0, 1 et —1, s’écrit de fagon unique (& ’ordre et au signe des facteurs

pres)
r== H pf’
1<i<n

avec n un entier naturel non nul, p; des complexes de Z[iv/2] indécomposables
(distincts deux & deux) et k; des entiers naturels non nuls.

3. Trouver tous les entiers relatifs z et y tels que y? + 2 = z3.

FEzercice 2
Résolution des équations de degré 4

1. On se donne une conique C' de R? grace & une équation cartésienne ayix? +
a29y° + ass + 2a122y + 2a132 + 2a03y = 0. On suppose que C posséde une
infinité de points. A quelle condition sur les coefficients (aij)lsiyjsg la conique
C' est-elle dégénérée (i.e. C' contient une droite)?

2. On se donne deux coniques Cy et (7 définies respectivement par des équa-
tions cartésiennes Qo(x,y) = 0 et Qi(z,y) = 0 (avec Qo, @1 € Ro[X,Y]).
Pour ¢ réel, on note Cy la conique du plan définie par 1’équation cartésienne
Qi(z,y) = 0ol @Q; =1Q1 + (1 —)Qp. Montrer que I’ensemble des réels ¢ tels
que C} est dégénérée est formé des solutions d’une équation de degré au plus

3.

3. En déduire que 'on peut résoudre une équation de degré 4 & coefficients
complexes en résolvant des équations de degré (strictement) inférieur. (On
remarquera ou on admettra que le résultat de la question précédente est encore

valide sur C.)

Fzxercice 3
Théorie de Galois élémentaire

Soit P un polyndme & coefficients entiers (relatifs) et de terme constant impair.
Montrer que pour toute racine réelle o de P, on a

log(|al)/log(2) € Q7 ;

autrement dit |o| n’est pas une puissance rationnelle positive de 2.
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Ezxercice 4
Théoréme de Fermat pour les polynémes

1. Soit A, B et (' des polyndémes & coefficients complexes premiers entre eux
dans leur ensemble et vérifiant C' = A + B. Montrer que le nombre total de
racines (comptées sans multiplicités) de A, B et C (c’est-a-dire le cardinal
de {z € C | A(2)B(2)C(z) = 0}) est strictement supérieur au plus grand des
degrés de ces trois polynomes.

2. En déduire que si n est un entier naturel supérieur ou égal & 3, il n’existe au-
cun triplet de polynomes A, B et C' de C[X] non proportionnels et satisfaisant
a A" + B" =C".

FEzercice 5
Une équation matricielle

Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients complexes. Trouver toutes
les matrices X de M, (C) telles que X2 = A. (On commencera par les petites
dimensions.)
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§2. Egalités — méthodes transcendantes

Dans une méme veine on étudie des équations de nature transcendante. Le
premier exemple est la transcendance de e (démontrée par Charles Hermite en
1873). C’est un des premiers exemples de nombre transcendant et aussi un ré-
sultat crucial dans la démonstration de la transcendance de 7 (par Ferdinand
von Lindemann en 1882), ce dernier fait prouvant, du méme coup, I'impossi-
bilité de la « quadrature du cercle» . L’introduction du corps des réels (et de
celui des complexes) est liée & ces problemes et n’a été rendue rigoureuse que
par Karl Weierstral (deuxieme moitié du XIX¢ siecle). Ce n’est pas la seule
fagon de « compléter» le corps des rationnels. On donne un aper¢u du corps
des nombres p-adiques et de quelques-unes de ses nombreuses différences avec
R.

Dans un autre registre on donne un résultat provenant en fait de la géo-
métrie différentielle (une courbe fermée admet au moins quatre points oll ses
tangentes sont paralleles aux axes) que Ion a traduit en termes de séries de
Fourier. On constatera que ce n’est en fait pas loin d’étre un résultat d’algebre
linéaire sur l'indépendance des fonctions e*® pour % variant.

On termine ce paragraphe d’équations par une inégalité: 'inégalité clas-
sique entre moyennes arithmétique et géométrique. Cette inégalité peut se
démontrer de mille et une facons, la plus puissante étant certainement celle
utilisant les inégalités de convexité afin de montrer que les moyennes d’ordre r
sont ordonnées de fagon croissante. On utilise ici une autre méthode, & I’aide
de fractions rationnelles, qui permet de montrer I'inégalité entre moyennes
pondérées.

Fxercice 6
Transcendance de ¢

1. Soit P un polynéme & coefficients entiers. Montrer que, pour tout entier n
supérieur a 2,
+00 21
I= e P ——P(x)dx
/0 (n—1)! (2)
est un entier et le calculer modulo n.
2. En considérant
! A [e’e} xn—l
Zake / 6_xmp(l‘)dl‘
k=0 0 ’

avec P(X) = ((z — 1)(z — 2)...(x —))", montrer que e n’est racine d’aucun
polynéme & coefficients entiers.
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Exercice 7
Racines carrées de —1 dans

Soit p un nombre premier, on va définir la valuation p-adique d’un nombre
rationnel. Si n est un entier naturel non nul, on note v,(n) U'exposant de p
dans sa décomposition en facteurs premiers ; autrement dit v, (n) = max{k €
N | p¥|n}. Si n est un entier relatif non nul, on pose v,(n) = v,(|n|).

1. Soit r un nombre rationnel non nul et g1, g2 deux entiers relatifs tels que
r = q1/¢2. Montrer que v,(¢1) — vp(g2) ne dépend que de r. On notera cette
quantité vy ().

2. Soit r un nombre rationnel. Si » = 0 on pose Np(r) = 0 et sinon N,(r) =
p~v»(") Montrer que N, est une valeur absolue sur Q, c’est-a-dire que, pour
tout triplet de rationnels (r, rqy,r2)

1. Npy(r)=0&7r=0
2. Np(rira) = Np(r1)Np(r2)
3. Np(r1 +72) < Np(r1) + Ny(r2).

3. Montrer que la suite (ay)n>1 définie par a, = 33...3 (n fois) en base 10
est une suite de Cauchy pour Ng, i.e.

VeERiEINENV(n,m)ENZ (n>Netm>N)= Ns(ap —am) < €.

4. Cette suite converge-t-elle pour N57 C’est-a-dire existe-t-il un rationnel r
tel que

Vee Ry, INeN Vnel n>N= Ns(a, —r)<e.
5. A quelle condition sur p peut-on trouver une suite de rationnels (@n)n>1
telle que a2 tende vers —1 pour N, 7 Cest-a-dire

Vee Ry, INeN Vnel n>N= Npya2 +1)<e.

6. Q est-il complet pour N, 7 C’est-a-dire «est-ce que toute suite de Cauchy
pour N, converge pour N, vers un rationnel7» .
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FEzxercice 8
Zéros de certaines séries de Fourier

Soit n un entier naturel non nul et f une fonction continue et de classe C!
par morceaux sur R et 2m7-périodique. On suppose que le développement en
série de Fourier de f est de la forme

flx) = Z(ak cos(kx) + by sin(kz)) .

Montrer que f s’annule au moins 2n fois sur tout intervalle de longueur 27.

Fxzercice 9
Sur l'inégalité arithmético-géométrique

Soit (pi)1<i<n des réels positifs de somme 1 et (;)1<i<pn des réels strictement
positifs. On définit les moyennes arithmétique A et géométrique (G pondérées
par les formules A = >""  pjz; et G =[], 2.

1. Calculer
udu

+oo
fo)= | (e Fa

pour x et a réels strictement positifs. En déduire que

log (g) = ZZZ;M(M — A (i, A)

et donc que A > (; décrire les cas d’égalité.

2. On suppose que tous les x; sont inférieurs & 1/2 et on définit y; = 1 — a;
ainsi que A’ et G’ les moyennes arithmétique et géométrique (pondérées par
les p;) des y;. Montrer que A/G > A’/G' et décrire les cas d’égalité.
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§3. Invariants et autres caractérisations

L’égalité entre deux quantités est rarement obtenue par des calculs (fussent-ils
élégants). Et si elle est, elle le reste rarement tant le besoin est grand de réin-
terpréter le résultat afin d’en obtenir une réelle compréhension et/ou intuition.
Pour cela on aime a caractériser les objets par des propriétés ou des invariants
(comme la trace d’une matrice, I’angle d’une rotation plane etc.). L unicité
d’un tel objet permet alors de conclure aux identités souhaitées. Dans cette
direction on trouve rapidement la notion de dimension. On présente ici une
étude de la dimension «fractale» qui permet de donner un sens a la dimension
d’un ensemble (compact) de R™ autre que celle de I'espace ambiant. Comme
on le sait cette dimension n’a plus aucune raison d’étre entiere. On la nomme
dimension de Hausdorff (du nom de Félix Hausdorff, début du XX¢ siecle).
Dans une autre direction on a aussi la dimension des ensembles algébriques
(ensembles définis par des équations polynomiales) ou semi-algébriques (en-
sembles définis par des inéquations polynomiales). On donne ici un premier
résultat dans cette théorie.

Mais il existe bien d’autres invariants caractéristiques et on peut par exem-
ple associer & un plan de R* une matrice antisymétrique (ce sont les coordon-
nées introduites par Julius Pliicker au XIX® sigcle). On caractérisera aussi
les carrés parmi les polygones ayant des sommets & coordonnées entieres ou
les figures formées de triangles qui sont pavables par des losanges. Pour cela
John Conway a introduit, dans les années 80, une notion de hauteur liée &
I'interprétation d’une figure plane comme la projection d’une autre figure dans
I’espace.

Enfin on conclut ce paragraphe par le porisme de Steiner (énoncé par Jakob
Steiner au XIX® siecle). Un porisme est un résultat qui est indépendant d’une
des données du probleme. On en trouvera deux dans ce recueil, celui de Steiner
et celul de Poncelet. Ils se ressemblent beaucoup mais le second est bien plus
difficile et fait ’objet & lui seul du probleme d’écrit. Un porisme a 'intérét de
permettre d’effectuer un calcul en choisissant les données de fagon judicieuse,
afin de les simplifier, puisque le résultat en est indépendant.

FEzercice 10
Dimension de Hausdorff d’un compact de R”

Soit K un compact de R” (muni de la topologie induite par une norme
quelconque). On note U (K) I’ensemble des recouvrements finis de K par des
boules, c’est-a-dire I’ensemble des familles U de parties de R” telles que U =
(B(wi,75))ier avec K C UjerB(x;,r;) ol I est un ensemble fini et ot B(x,r)
désigne la boule ouverte de centre # et de rayon r (un réel strictement positif).
Pour un tel U, on note r(U) = max;er 7; et, pour tout réel d, on note f(d,U) =

Zie] rfl~
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1. Etudier la fonction ggc : d ~ lime_oinf{f(d,U) / U €U(K) et r(U) < €}.
On s’intéressera notamment au sens de variation, aux zéros et aux valeurs
infinies de gg.

2. On garde n quelconque. Préciser gx quand K est un carré, un segment,
I’ensemble de Cantor (i.e. ’ensemble des points dont toutes les coordonnées
sont nulles exceptée peut-étre la premiére qui est de la forme Z;ozl a; 377 avec

a; € {0, 2})

FEzercice 11
Ensembles semi-algébriques

Soit E la partie de IR® formée des points dont les coordonnées dans la base
canonique sont toutes positives, i.e. & > 0, y > 0 et z > 0. Montrer qu’il est
impossible de trouver deux polynémes P et ) dans R[X )Y, Z] de telle sorte
que F soit exactement I’ensemble des points ot P et () sont simultanément
positifs ; autrement dit de telle sorte que E = {(z,y,2) € R® / P(x,y,z) >

0et Q(z,y,z) > 0}.

FEzercice 12
Coordonnées de Pliicker des plans de R*

Soit E un plan de R A toute base b = (u,v) de E, que I’on peut voir comme
une matrice & 4 lignes et 2 colonnes, on associe la matrice carrée A(E;b)
d’ordre 4 dont le coefficient d’indice (¢, j) est le mineur correspondant dans la
matrice (u,v);i.e. sl u= (uj)i<i<a et v = (v;)i1<i<a, alors

up v
i j =

uj Y4

1. Montrer que A(F;b) n’est pas nulle.

2. Si b et b sont deux bases de F, montrer que A(F;b) et A(E; ) different
d’un scalaire que ’on explicitera.

3. Montrer que si A(F;b) = A(F;V) alors E = F.

4. Montrer qu’une matrice est de la forme A(F;b) si et seulement si elle est
antisymétrique, de déterminant nul mais non nulle.
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FEzercice 13
Polygones a sommets entiers

On se place dans le plan euclidien habituel rapporté & un repére orthonormé
et on dit qu’un point est entier si ses coordonnées sont toutes les deux entieres.
On se donne un polygone régulier (convexe) a n cdtés (avec n > 3) et on note
ses sommets Ay, As, ..., A,. On suppose que trois au moins des sommets sont
entiers et que deux parmi ces trois sommets sont consécutifs.

A4 A3
A5 AZ

A A,
A<

Montrer que n = 4, i.e. que le polygone est un carré.

Exercice 14
Pavages par des losanges

On se place dans le plan R? euclidien et on considére le pavage naturel par
des triangles équilatéraux, c’est-a-dire celui dont les sommets sont les points
M (a,b) = a(1,0) + b(1/2,v/3/2) pour a et b entiers relatifs. On note T' I’en-
semble de ces points et on considére II un contour fermé dessiné sur ce pavage ;
autrement dit une ligne brisée fermée dont chaque aréte est de longueur 1 et
joint deux points de T'. Il revient encore au méme de se donner une suite de
points (M;)o<i<n de T avec d(M;, Miy1) = 1 et M, = My. (On la suppose
simple, i.e. & part M,, = My tous les points sont distincts deux & deux.)

, \/Ms
Mj
M8
My~ M
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On se demande si ce contour est pavable par des losanges. Plus formellement
on considere I'intérieur du contour (que nous définissons pour les besoins de
I’exercice comme ’adhérence de la composante connexe bornée du plan privé
du contour) et on veut savoir s’il est réunion de losanges chacun étant la
réunion de deux triangles équilatéraux adjacents du pavage de départ, de telle
sorte que les intérieurs de ces losanges soient disjoints.

1. Dessiner trois losanges élémentaires ayant un sommet commun et inter-
préter ce dessin comme la projection d’un cube. On note (ey, ez, e3) la base
canonique de R3; écrire la projection p de B3 dans R? qui envoie Z2 dans T
de telle sorte que I'image du triedre canonique soit un losange élémentaire de
sommet O.

2. On note f la forme linéaire qui vaut 1 sur chacun des e;. Soit M et N deux
points de T', v une ligne brisée dessinée dans le «plan des triangles» qui joint M
A N et A un point de Z3 tel que p(A) = M. On peut voir v comme une suite de
points (N)o<i<k de T avec No = M, N = N et d(N;, Ni;1) = 1. Montrer que
I’on peut définir de fagon unique des points (A;)1<i<k de 72 tels que Ag = A,
p(Ai) = N; et d(Ai, Aiy1) = 1 et que la quantité d, (M, N) = f(AoAx) ne
dépend pas du choix de A. Cette quantité dépend-elle de ¥7 On dira que 7
«monte toujours» si f(AjAit1) = 1 pour tout i.

3. On fixe une origine My de II ainsi qu’une image réciproque Ay de My par p.
Par le procédé précédent, on releve IT en une ligne brisée A de Z3. Il faut noter
qu’on considére en fait I comme une ligne brisée avec une origine My et un
sens de parcours. Quant a la ligne brisée qui releve I7, disons A = (A;)o<i<n,
on n’a pas nécessairement Ag = A, l.e. elle n’est pas nécessairement fermée !
On définit maintenant §(M;, M;) = dp (Mo, M;) — dp (Mo, M;). Montrer que
IT est pavable par des losanges si et seulement si A est fermée (i.e. A, =
Ag) et, pour tout couple (M;, M;) de points de IT et tout chemin =, tracé
I'intérieur de I7, joignant M; & M; et qui «monte toujours» , on a §(M;, M;) <
dy (M, Mj)'

FEzxercice 15
Porisme de Steiner

On se place dans le plan P = R? muni de sa structure euclidienne habituelle.
On appelle cercle-droite une partie du plan qui est soit un cercle, soit une
droite.

1. Donner la forme générale de 1’équation d’un cercle-droite.

2. Soit C' un cercle de centre A et de rayon k. On considére l'inversion par
rapport & C) ¢’est-a-dire I'application ¢ de P\ {4} dans lui-méme qui & un
point M associe I'unique point M’ tel que A, M et M’ sont alignés et

AM . AM = k* .
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On convient de rajouter au plan un point co qui appartient & toutes les droites
et on pose t¢(A) = 0o et to(00) = A. Montrer que ¢ conserve I'ensemble des
cercles-droites.

3. Montrer qu’étant donné deux cercles non sécants (' et (s, il existe toujours
un cercle C' tel que ¢c(Ch) et to(Cs) soient des cercles concentriques.

4. Soit maintenant C' et C” deux cercles tels que C’ soit intérieur & C'. On
construit une chaine de cercles de la fagon suivante: C est un cercle tangent
intérieurement & C' et extérieurement & C’; C5 est I'un des deux cercles tan-
gents simultanément aux trois cercles €, C' et C' (extérieurement aux deux
premiers et intérieurement au dernier); Cpy1, pour n > 1, est 'unique cercle
tangent aux trois cercles Cy,, C' et C” qui est distinct de C,_1. On dit que la
chaine se referme (ou est périodique) s’il existe un entier k supérieur a 2 tel
que C = C7. Montrer que la chaine se referme indépendamment du choix de
Cy (et de C3) et que, dans ce cas, sa période est toujours la méme.

()
06
66

No9Y
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§4. Problemes de densité

Un autre probléme se pose quand on a construit un objet, c’est de savoir si
on peut en comprendre certaines propriétés grice a des renseignements sur
des sous-ensembles mieux connus, par exemple par densité. Ce concept est,
on le sait, fondamental pour la construction de la transformation de Fourier.
On en donne ici quatre illustrations chacune dans une direction différente. Le
premier probléme caractérise les spheéres ayant un ensemble dense de points
& coordonnées rationnelles. Le deuxiéme porte aussi sur la densité des ration-
nels, mais cette fois-ci on se demande s1 on peut approcher un point de Q"
diagonalement par un rationnel & condition (évidemment) de définir une dis-
tance sur Q" qui découple bien toutes les coordonnées. On utilisera pour cela
une distance obtenue & partir des distances p-adiques.

Dans le troisieme probleme on étudie les polyndémes & coefficients entiers au
sein des fonctions continues (sur un intervalle compact). Le probleme repose
surtout sur la nature des coefficients plus que sur les polynémes puisqu’on
admettra le théoreme de Weierstraf-Stone donnant la densité des polynémes
a coefficients réels. Enfin on terminera par la densité des nombres premiers
dans une suite arithmétique. Ce probleéme a été résolu par Gustav Lejeune-
Dirichlet (au XIX® siecle) dans toute sa généralité. On n’en donne ici qu’un
cas particulier plus élémentaire (ce qui ne veut pas dire facile!).

FEzercice 16
Densité des points rationnels d’une sphére

Soit n un entier naturel non nul, Q,, la sphere de R3 définie par 22 +y?+22 = n
et R, l’ensemble de ses points rationnels. Autrement dit R, = {(z,y,2) €
Q3 /) 2+ 4> + 22 = n}. A quelle condition sur n, R, est-il dense dans Q,
(pour la topologie usuelle de R?)?

FEzercice 17
Principe d’approxzimation forte

Soit p un nombre premier, on va définir la valuation p-adique d’un nombre
rationnel. Si n est un entier naturel non nul, on note v,(n) U'exposant de p
dans sa décomposition en facteurs premiers ; autrement dit v, (n) = max{k €
N | p¥|n}. Si n est un entier relatif non nul, on pose v,(n) = v,(|n|).

1. Soit r un nombre rationnel non nul et g1, g2 deux entiers relatifs tels que
r = q1/¢2. Montrer que v,(¢1) — vp(g2) ne dépend que de r. On notera cette
quantité vy ().
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2. Pour rq et 75 deux rationnels, on pose d,(r1,72) = 0sir = roet dp(re,72) =
p~vr(r1=72) sinon. Montrer que d, est une distance, c’est-a-dire que pour tout
triplet de rationnels (r1, ra, r3)

1. dp(rl,rz):0¢>r1:r2
2. dp(rl,rz) = dp(rz,rl)
3. dp(rl, 7“3) S dp(rl, 7“2) —|— dp(rz, 7“3).

3. Pour r rationnel, on pose Np(r) = dp(r, 0). Montrer que pour tout triplet
(r,r1,r2) de rationnels on a

dp(rr,rra) = Np(r)dy(ri,72) .

4. On se donne des nombres premiers distincts deux & deux pi1,ps2,...,pPn.
Soit @ = (xo,21,...,2s) et ¥y = (Yo, ¥1, ... ,Yn) deux éléments de Q"+ on
pose

d($’y) = |l‘0 _y0| +dez($i’yi) .

i=1
Enfin on note A I’application diagonale de @ dans Q7! ie.
Ar)=(ryry... 7).
Montrer que A(Q) est dense dans Q™*! pour d, ¢’est-a-dire que

Vee Q" VeeR: FIreQ  d(A(r),z) <e.

FEzercice 18
Autour du théoréme de Weierstraf3-Stone

Soit I un intervalle compact de IR ; on sait que ’ensemble des fonctions po-
lynomiales sur [ est dense dans C°(1,R), ’espace des fonctions continues sur
I & valeurs réelles, pour la norme de la convergence uniforme. Qu’en est-il de
I’ensemble des fonctions polynomiales sur I & coefficients entiers?

Fzxercice 19
Autour du théoréme de Dirichlet

Soit P € Z[X] (c’est-a-dire un polynéme & coefficients entiers); on dit qu’un
nombre premier p est un diviseur de P si

dneN P(n)#0et P(n)=0[p].
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1. Montrer que tout polynéme non constant admet une infinité de diviseurs.
2. Si n est un entier naturel non nul, on dit qu'un nombre complexe z est une

racine primitive n°¢ de I'unité si n = min{k € N* | 2¥ = 1}. On pose

®,(X) = II (X —2) .
z racine primitive n®"¢ de I'unité
Montrer que @, est un polynéme a coefficients entiers (relatifs).

3. On se donne p un nombre premier, m un entier naturel non multiple de p
et @ un entier naturel tel que @,,(a) = 0 [p] ; montrer que p ne divise pas a et
que m est le plus petit entier naturel non nul tel que ™ =1 [p].

4. Que dire des nombres premiers p appartenant & la progression arithmétique
de raison m et de base 1 (i.e. p=1[m])?
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§5. Géométrie du « continu»

La géométrie pose encore bien d’autres questions dont certaines utilisent la
nature « continue » des objets et des grandeurs. On rassemble ici quelques
résultats de géométrie différentielle. Le premier pourrait n’étre envisagé que
comme un résultat d’analyse réelle classique, mais on peut aussi le voir comme
un probléme de contact entre courbes. Le deuxieéme est du ressort de la géomé-
trie algébrique réelle. L utilité des polynémes hyperboliques (i.e. ayant toutes
leurs racines réelles) est grande comme on le voit & travers les exemples clas-
siques : polynémes solutions d’une équation différentielle particuliere et for-
mant une base orthonormée comme les polynémes de Tchebychev, d’Hermite
etc. ou les suites de Sturm qui interviennent dans le probléme de la localisa-
tion des valeurs propres d’une matrice symétrique réelle (i.e. des racines de
son polynéme caractéristique) due & Givens et Householder etc. On donne ici
quelques propriétés de stabilité de ces polyndémes.

Le troisieme probleme traite d’un fameux théoréme de Bernstein, a savoir
que les surfaces de R3 de la forme z = g(,y) de courbure moyenne nulle sont
des plans. Ce résultat se raméne & trouver les fonctions f de R? dans R de
hessienne constante égale & 1. On termine par le théoréme du point fixe de
Brouwer qui, comme tous les théorémes de point fixe, joue un roéle essentiel,
notamment en géométrie différentielle.

FEzercice 20
Racines carrées continiment différentiables

Soit f une fonction de classe C? sur R et & valeurs positives. A quelle(s)
condition(s) g = \/f est-elle de classe C! sur R?

FEzercice 21
Polynoémes hyperboliques

Soit P et ) deux polynémes & coefficients réels et hyperboliques, ¢’est-a-dire
scindés. On écrit @ sous sa forme canonique Q(X) = > ¢ a; X" avec n € N,
(ai)OSiSn S RPHL e ap 75 0.

1. Montrer que le polynéme R défini par R(X) = S s a; P est hyperbolique
(P désigne la dérivée i¢m¢ de P).

2. On suppose de plus que P n’a aucun zéro dans 'intervalle [0 ;n]. Mon-
trer alors que le polynéome R défini par R(X) = Y7, a;P({)X" est encore
hyperbolique.
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FEzercice 22
Sur les surfaces minimales

Soit f une application indéfiniment dérivable sur R? et & valeurs réelles. On
note 8?1..“]: sa dérivée partielle de degré k par rapport aux variables z;,, ...,
zi, (les 7; sont des entiers valant 1 ou 2 et on a noté (21, x2) les vecteurs de
R?). On pose r = 9%, f, s = 0y f = 03, f, t = 02, f et h = rt — s*. On suppose
que h est identiquement égal & 1 sur R? et on désire montrer qu’alors f est
un polynéme en deux variables de degré au plus 2. Soit H la hessienne de f,
1.e. la matrice symétrique réelle

r s
(7).
1. Se ramener au cas olt H est définie positive.
2. Soit g le gradient de f, i.e. g est la fonction de R? dans lui-méme qui & z
associe g(z) = (01 f(x), 2 f(x)) ; montrer que

Vir,y) eR*xR® (2 —y).(g(z) —g(y)) >0 .

3. En déduire que Id 4 g est un difféomorphisme de R2.

4. On pose S = (Id — H)(Id + H)~!. Montrer que S est symétrique et est
bornée (i.e. que ses coefficients, qui sont des fonctions de R? dans R, sont tous
bornés).

4. Calculer la trace de 5.
6. Montrer que la différentielle de (Id—g)o(Id+g)~! est égale & So(Id+g)~!.

7. On admettra que, si ¢ = (15, 1y) est une fonction de classe C'! de R? dans
lui-méme telle que 01y = D2v;, alors il existe une fonction de classe C? de
R? dans lui-méme dont v est le gradient. Montrer qu’il existe ¢ indéfiniment
dérivable de R? dans lui-méme et de laplacien identiquement nul de telle sorte
que (Id — g) o (Id + g)~! soit le gradient de ¢.

8. On admettra le théoréme de Liouville: une fonction de laplacien nul et
bornée est forcément constante. En déduire que S est constante et conclure.
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FEzxercice 23
Le théoréme de Brouwer en dimension 2

Dans le plan euclidien, on se donne A un triangle équilatéral de sommets A,
As et Ag, c’est-a-dire 'enveloppe convexe de ces trois points, supposés affine-
ment indépendants. Soit maintenant f une application de A dans lui-méme
supposée sans point fixe. Si P est un point de A on note (x1(P), z2(P), z3(P))
ses coordonnées barycentriques normalisées par rapport aux points A; ; autre-

ment dit P = 2?21 z;(P)A; avec 2?21 z(P)=1.
1. Soit U; = {P € A [ z;(P) > «;(f(P))}. Montrer que A =U3_,U;.

2. Soit n un entier naturel supérieur & 2. On découpe A en n? petits triangles
équilatéraux égaux (A7)i<icn2:

A

A, As

et on colorie chacun des sommets de ces triangles de la facon suivante: A
est noir, A, est rouge, As est blanc et si A appartient & U; pour un certain i,
on colorie A comme A; (si A appartient & plusieurs U; on choisit la couleur
au hasard parmi celles de ces A;). Montrer que si A appartient au segment
[AiA;] il est de la méme couleur que 4; ou que A;.

3. On note C' I'ensemble des cotés des triangles (A7)i<j<,2. Montrer que C'
contient un nombre impair de ¢6tés inclus dans un des cotés de (A1, A2, A3)
dont les sommets soient 'un de couleur noire et ’autre de couleur rouge.

4. En déduire qu’il existe au moins un triangle A? dont les trois sommets sont
de couleurs différentes.

4. En déduire que toute fonction continue de A dans lui-méme admet un point
fixe, puis que le résultat reste valable si 'on remplace A par un disque.
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§6. Algebre linéaire, quadratique ou multilinéaire

On termine ce panorama par des problémes d’algebre linéaire et multilinéaire.
Le premier probleme permet de calculer le déterminant de matrices hermi-
tiennes par la méthode de Householder, méthode extrémement rapide. Dans
le méme genre de problématique, on étudie les classiques déterminants de
Vandermonde mais en s’autorisant des sauts dans les exposants. L’analyse se
fait en étudiant le nombre de racines d’un polynéme non pas en fonction de
son degré mais de son nombre de mon6émes non nuls. Cette subtilité ne permet
pas de calculer explicitement le déterminant mais juste de donner son signe.

Mais le calcul de déterminants n’a pas qu’un intérét pratique, on s’en sert
aussl dans un cadre théorique. On donne ici une caractérisation des fractions
rationnelles au sein des séries formelles par la nullité de certains déterminants
formés avec leurs coefficients. Cette caractérisation a été exploitée par Bernard
Dwork pour démontrer la rationnalité de la fonction . Toujours dans le do-
maine linéaire on donne le classique théoreme de Banach-Steinhaus mais avec
une démonstration directe peu connue, tirée de Félix Hausdorff et n’utilisant
pas le lemme de Baire. On termine par des applications en dehors du cadre
strict de 'algebre linéaire. La premieére est la détermination des caractéres de
I’algebre des fonctions continues sur un compact (& valeurs réelles): il s’agit
d’applications linéaires multiplicatives. La seconde est la mise en évidence de
la notion de faisceau linéaire de coniques et de droites (i.e. les coniques pas-
sant par quatre points donnés ou les droites passant par un point donné) afin
de démontrer un théoréme de géométrie: le théoréeme de Pascal.

Exercice 2/
Matrices de Householder

Soit M une matrice hermitienne d’ordre n (n > 2), c’est-a-dire une matrice &
coefficients complexes telle que ‘A = M. On note d’une facon générale X* la
matrice ‘X .

1. On décompose M en blocs
d Vv*
w (%)
avec d € R,V € M,,_1,1(C) et N hermitienne d’ordre n — 1. Montrer que M
est définie positive si et seulement si d > 0 et dN — VV* est définie positive.

Rappel: on dit qu'une matrice hermitienne M est définie positive si, pour
tout vecteur z non nul de C* (vu comme vecteur colonne), on a

X"MX >0.
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2. On définit une suite de matrices (Mk)lgkgn par récurrence en posant
My = M et, si My se décompose en blocs comme précédemment avec di € R,
Vi € Mp_i 1(C) et Ny hermitienne d’ordre n—k, alors My41 = di Ny — Vi V.
Montrer que M est définie positive si et seulement si tous les di sont stricte-
ment positifs (pour 1 < k < n).

3. Pour n supérieur & 3, montrer que, si tous les dy sont non nuls (pour
1 <k < n), alors
dn

det(M) = .
M=

FEzxercice 25
Déterminants de Vandermonde lacunaires

1. Soit P € R[X] un polynome de degré arbitraire mais ayant exactement k
monémes non nuls. Montrer le lemme de Descartes: P admet au plus & — 1
racines strictement positives. Qu’en est-il des racines strictement négatives?
Et sur R en entier?

2. Soit maintenant k& nombres réels strictement positifs vérifiant z; < x5 <
... < &g et k nombres entiers naturels tels que ny < ns < ... < ng. Montrer
que le déterminant

niy niy
T T
ng ng
Ty B

est strictement positif.

FEzercice 26
Caractérisation des fractions rationnelles

Soit f une série formelle & coefficients réels, c’est-a-dire une expression en
. 7 . 7 (o] 3 7
I'indéterminée X de la forme f(X) = > .—, a; X" avec les a; réels. On pose
1=0

ag as-l—k

<Ask =

)

As+k c Asy42k

1. Montrer que si f est une fraction rationnelle alors il existe deux entiers sg
et k tels que, pour s supérieur & sq, on ait A, = 0.
Rappel: f est une fraction rationnelle g’il existe P et ) deux polynémes a

coefficients réels tels que f(X) = P(X)/Q(X).
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2. Soit E/ et F' deux espaces vectoriels réels et (Ui)lgign une famille de vec-
teurs liée dans E. On se donne deux applications linéaires ¢ et ¢ dans L(F, F)
vérifiant ¢(v;) = 9(vi—1) pour i entre 2 et n. Montrer que si la famille
(@(vi))1<i<n—1 est liée alors il en est de méme pour la famille (¢(v;))2<i<n

3. En déduire que 8’1l existe deux entiers sg et k tels que, pour tout s supérieur
& sg, on ait A, = 0, alors f est une fraction rationnelle.

Fxercice 27
Le théoréme de Banach-Steinhaus

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés complets et L une partie de ’en-
semble L.(F, F') des applications linéaires continues de F dans F'. On suppose
que, pour tout vecteur z de F, ’ensemble des vecteurs de la forme T'(x), pour
T dans L, est borné, i.e.

VeeFE sup ||7T(2)|] < +oo .
TeL

Montrer qu’alors la famille L est bornée (pour la norme usuelle de £.(F, F))
le.

sup |||T[|] < 400

TeL

T ()|
sup sup < 400 .
TeL \zeEzz0 ||2]|

On pourra raisonner par l’absurde et construire par récurrence une suite
(zn,Tp) de telle sorte que  x, converge normalement vers un certain « tel
que ||T, (2)]| = n.

ou encore

Ezercice 28
Caractéres de C(K,R)

Soit K un compact de R™ (muni de sa topologie usuelle). On note E I’al-
gebre des fonctions continues sur K & valeurs réelles. Déterminer toutes les
applications linéaires y de F dans IR telles que

V(f,9) € B x(fg9) = x(F)x(g) -
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FEzercice 29
Théoréeme de Pascal généralisé

1. On se donne deux coniques non dégénérées se coupant en quatre points.
Donner une caractérisation des coniques passant par ces quatre points du
plan.

2. On se donne maintenant deux points distincts P et () et trois coniques non
dégénérées C, Cy et C3 passant par ces deux points. Soit {7, j, k} = {1,2,3};
la conique C; rencontre la conique C; en quatre points P, ), Py et Q) et on
note Dy la droite (PyQy), supposée exister.

Montrer que les trois droites Dy (1 < k < 3) sont concourantes.
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Notations et rappels

Dans tout le probleme R désigne le corps des nombres réels.

Une fonction est dite de classe C? si elle est deux fois différentiable en tout

point de son domaine de définition et si sa dérivée seconde y est continue. Si

u — y(u) est une telle fonction on notera indifféremment g, ¢ ou g—z la dérivée
2

. ~ .o . .. . d
premiere de y et de méme pour les dérivées d’ordre supérieur: y, vy, @—z etc.

Si A et B sont deux points distincts du plan, on note (AB) I'unique droite
passant par A et B .

Le but du probléme est de donner une condition pour que, étant donné deux
coniques, on puisse construire un polygone inscrit dans la premiére et circons-
crit & la seconde. La premiere partie est technique et sert de fondement aux
deux suivantes. La deuxiéme et la troisieme partie traitent respectivement le
cas particulier de deux cercles et le cas général.

ok o

Partie I

Soit k£ un réel vérifiant 0 < £ < 1 . On considére I’équation différentielle

(E) = (1—-y) (1 -y .

I.1 Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I centré en 0 tel que I’équation
différentielle (E£) admette une unique solution de classe C? vérifiant y(0) = 1,
y(0) = 0 et tel que ¢ ne s’annule pas sur I.

On notera y(u) = sn(u;k) cette solution, ou encore sn(u) quand aucune
confusion n’est possible sur le parameétre k£ . Ce dernier sera appelé module
de la fonction sn . On pose

dn(u; k) = dn(u) = /1 — kZsn?(us; k) et cen(u; k) = en(u) = sn(ui k)

1.2 Vérifier que sn est une fonction impaire et que ¢n et dn sont des fonctions
paires. Vérifier également les propriétés suivantes, pour tout u dans [:

1. sn?(u) + en?(u) =1
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2. cn(u) = —sn(u)dn(u)
3. dn(u) = —kZsn(u)en(u).

1.3 Soit w un réel fixé. On note s1 et s5 respectivement les fonctions u — sn(u)
et u— sn(w —u) .

I.3.a Calculer 552, 57, 55 et montrer que, quand toutes les quantités sont
définies,

5182 — 5281 o2 5182
§1752 — 55787 1 — k2s?s2

5182 — 5251

I1.3.b En déduire que m

ne dépend que de w .

I1.3.c Montrer que, quand u, v et u + v appartiennent a [ ,

sn(u)en(v)dn(v) + sn(v)en(u)dn(u) .

sn(u+v) = 1 — k2sn?(u)sn?(v)

On admettra que cette formule permet d’étendre les fonctions sn, cn et dn
en des fonctions de classe C? sur R entier et que sn est solution de I’équation
différentielle (E) sur R.

Cc1Cy — 8182d1d2
1 — k25?52
les fonctions sn, cn et dn en les variables u (pour i = 1) et v (pour ¢ = 2).

1.4 Soit ¢(u,v) = ol s;, ¢; et d; représentent respectivement
I.4.a Montrer que % est une fonction symétrique en les variables u et v .
I.4.b En déduire que @ ne dépend que de u + v .

I.4.c Montrer que, pour tout u et v |

en(u)en(v) — sn(u)sn(v)dn(u)dn(v) .

en(u+v) = 1 — kZsn?(u)sn?(v)
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I.4.d Que se passe-t-il quand & tend vers 0, en particulier pour les formules
I1.3.cet I[4.c7

1.5 Vérifier que en(u)en(u+ v) + dn(v)sn(u)sn(u—+v) = en(v) pour tout u et
v .

1.6 On pose K = fol dt

v (1=t2)(1—k2t2) ~

I.6.a Calculer sn(K) et en(K) .

d
1.6.b Montrer que sn(u+ K) = 71‘:?(;;2)5;2(2) :
1—k?
I.6.c Montrer que sn(u+ K) = —% :

I1.6.d Montrer que sn est 4 K-périodique et dresser un tableau de variation
de sn sur [0,4K] .

I.6.e Montrer que, pour tout ¢ dans R il existe un unique u dans [0, 4K,
noté u = amy (@) , tel que (sin ¢, cos ¢) = (sn(u; k), en(u; k)) .

1.6.f Montrer que, pour tout « et 5 dans [0, 1],

1— 2
(Fu € R tel que (o, 5) = (en(u), dn(u))) < <k2 = 52) .
—
I.7 On se donne trois réels a, 5 et .

L.7.a A quelle condition I’équation, en u, acn(u) + Ssn(u) = v a-t-elle au
moins une solution? Dans ce cas quelles sont-elles?

I.7.b En déduire que, pour tout u, v, w dans R,

(en(u)en(w) + dn(v)sn(u)sn(w) = en(v)) & (w = u+v [4K]) .

ok o

Partie I1

Soit a, r et R des réels positifs et C', C’ deux cercles du plan réel euclidien dont
une équation cartésienne est 22+y? = R? et (x+a)?+y* = r? respectivement.
On suppose 0 < a < R—r,i.e que C' est «contenun dans C. On note Py le
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point de C' de coordonnées (Rcos 2¢, Rsin2¢) . Jusqu’a la question 17.2.b,
on suppose ¢ non nul.

IL.1 Soit P = Py et Q deux points de C' distincts et tels que (PQ) est tangente
ac’.

IL.1.a Montrer que @ = Py avec ¢’ tel que

—a r

cos ¢ cos ¢’ + g_i_asinqbsinqb’: Rra

IL.1.b En déduire qu’il existe k et K , que 'on précisera, et u tels que

amg(¢') = amy (¢) £ u [4K] .

I1.2 Soit P = Py, un point de C'. On construit des points (Pg,)1<i<n de sorte
que (Py, Py, ,, ) soit tangente & C’ pour tout 0 < i <n—1let Py # Py, Py,_,
pour tout 1 <z <n-—1.

I1.2.a Montrer qu’il existe k, K et u tels que, pour tout 0 < ¢ <n—1

amy (¢iy1) = amyp(¢;) + u [4K] .

I1.2.b Que se passe-t-il si a est nul?
II.2.c Montrer que la condition Py, = P;, est indépendante de ¢q .

I1.2.d En déduire la condition sur R, 7 et @ pour qu’il existe un triangle
inscrit dans C et circonscrit & C’ .

I1.2.e Méme question que précédemment pour un quadrangle.
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ok o

Partie 111

On considere, dans l’espace euclidien / = B3 un plan affine P défini par une
équation ¢(z) = 1 ol ¢ est une forme linéaire non nulle sur £ et une conique
de P définie par les équations

C:Qx)=0 & dlz) =1

ol ) est une forme quadratique non dégénérée sur E.

ITI.1 Soit L une droite affine de P dont les points sont les ¢ + tu ol ¢ décrit
R, ¢ est un point fixé de P (i.e. ¢(q) = 1) et © un vecteur non nul de I’espace
vectoriel direction de P (i.e. ¢(u) = 0). On se donne un point p de E appar-
tenant au cercle de centre ¢ et de rayon ||ul|| dans le plan perpendiculaire a
L passant par q et n’appartenant pas & P, ie. p—q L u, ||p— q|| = ||ul|| et

o(p) # 1.

IIL.1.a A quelle condition sur yo € E, A € R et € R un point de la forme
yo + A(p — q) + pu appartient-il au cone de sommet p et de base C'7

III.1.b A quelles conditions sur ¢ et u existe-t-il un plan parallele au plan
contenant p et L tel que la section du cone de sommet p et de base ' par ce
plan soit un cercle?

II1.2 Soit C” une seconde conique dans le plan P, ne rencontrant pas la
premiere, définie par les équations

C" o Q(x)=0 & P(z) =1

ot )’ est une forme quadratique non dégénérée sur E. Soit S et S’ les matrices
symétriques 3 par 3 & coefficients réels associées dans la base canonique de E
aux formes quadratiques @ et ' respectivement. On admettra pour 'instant
qu’il existe un vecteur complexe, non réel, 7 = X + ¢V (et donc X,V € F)
tel que *ZS7Z =257 = 0 (les produits sont effectués en tant que matrices
& coefficients complexes) et ¢(X) = 1 et ¢(Y) = 0. Cela veut dire que 7 est
un point d’intersection imaginaire des coniques C' et C”.

Montrer qu’on peut trouver p &€ P, g, u # 0 et un plan /I parallele au plan
passant par p, ¢ et ¢ + u tels que la projection de sommet p de P sur IT (i.e.
I'image d’un point x de P est 'intersection de la droite (pz) avec IT) envoie
C et €' sur deux cercles.

IT1.3 Montrer que la conclusion de la question I7.2.c reste valide si on rem-
place C et C' par deux coniques (avec C’ «incluse» dans C') et que I’on fait

la construction de la partie 71.

II1.4 Montrer 'existence de 7, défini en I11.2.
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Compléments

Dans ces deux parties, on traite le cas général de deux coniques arbitraires de
facon plus explicite que dans la partie III. La méthode est de construire une
fonction aussi bien adaptée au probleme que 1’était la fonction sn pour le cas
des cercles. Evidemment, vu la longueur de ces compléments, ces questions
n’ont pas été posées lors de I’écrit de 1995, mais nous suggérons de les résoudre
plutét que de les lire sous forme de commentaires . . .

On rappelle que si z1,...,z, sont n nombres complexes arbitraires, on a la
formule suivante pour le déterminant (dit de Vandermonde):

1 1 1
sl 9 N Ly
. = Ijsi(wj — i) .
xl_l l‘z_l oooxnTt
skokk
Partie IV

IV.1 Soit p la fonction définie par

B

plu) = a+ sn2(Au+ p; k)

avec a, B, A, p, k réels vérifiant 0 < k<1, £ 0, A#0 .
Donner une équation différentielle satisfaite par p , dresser un tableau de
variation pour p et montrer qu’elle est périodique. On note 7 sa période.

IV.2 Soit u, v, w trois réels.
IV.2.a Montrer que

sn(u) sn(v)

Snj(v) Sn(v)) S.h(v) = sn(won’(v) [sn(v + w) - sn(u+ w)]
)

sn(v) 3 sn(w) ]
sn(w+u)  sn(v+u)
sn(w) sn(u) ] ’

+sn? (w)sn?(u) [sn(u +v)  sn(w+v)

+sn?(v)sn? (w) [

quand toutes les quantités sont définies.

IV.2.b Donner une condition suffisante pour que
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Loplu) p'(u)
Lop(v) p'(v) =0
L oplw) p'(w)

IV.2.c Soit a, b, c trois réels non tous nuls. Montrer que 1’équation, en u,
a+ bp(u) + ep’(u) = 0 a au plus trois solutions distinctes modulo 7 .

IV.2.d En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que

ok o

Partie V

Soit @, b, ¢ trois réels et z un nombre complexe imaginaire pur non nul.
On considére, dans le plan réel euclidien, les coniques C,, dont une équation
cartésienne est

(Cw) wE?+y? +22) far? + by + ' =0
On désignera par (Co) le cercle

(Css) P4y +22=0.

V.1 Soit Ly g~ la droite dont une équation cartésienne est ax + Sy +~vz =0
(en particulier a et 8 sont des réels non simultanément nuls et 4 est un nombre
complexe imaginaire pur — afin que vz soit réel).

V.1l.a Montrer que L, 3~ est tangente & C,, si et seulement si w est racine
du polynéme

(@ +2+9") X+ (a?(b+¢) + B*(c + a) + ¥ (a + b)) X +a’be+ B ca+y ab .

V.1.b En déduire que, si L, g~ est tangente & C, pour w = pet w = r,
alors (a?, 3, 4?) est proportionnel &

(¢ = B)(atp)(at ), (a— )b+ p)(b+ ), (b— a)e+p)(ctr) -

V.2 Soit r un réel fixé ou alors I'infini. On écrira L, (p) la droite tangente & C,
qui est aussi tangente & C}, . Dans le cas r = p, distincts de 'infini, cela veut
dire que ’équation (V.1.a) a une racine double égale & r . Pour » = p = oo,
cela veut dire que les coefficients de w? et de w sont nuls dans (V.1.a).
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On écrira Py le point P de C tel que Lo () passe par P . Soit (z,y) ses
coordonnées.

V.2.a Montrer que (2%, y?, %) est proportionnel &

(e=ba+),(a=—c)b+8),(b—a)(c+8)) .

V.2.b En déduire que si Py € L,(p) alors

*(e—b)/Dla) £ (a—c)/ D) £ (b—a)/D(c) =0,
en posant D(x) = (¢ +r)(z +p)(z + 0).
V.2.c En déduire

(A, p1) € R? tels que (A + px)? = D(x)
pour x = a,b,c.

Pye Loip) = {

V.2.d Montrer que la condition précédente peut se récrire

A2 = abc+rpd
=2 \p = ab+be+ca+rp+ pb+0or
W = a+b+c+r+p+0.

V.2.e On pose A(x) = (a+ z)(b+ z)(c+ z) . Montrer que

1 r £/A(r)
PoeL(p)=|1 p £ /A(p) |=0.
1 6 +/A®0)

V.3 A quelles conditions existe-t-il (a, B, A, 1, k) tels que la fonction définie
en JV.1 vérifie p(0) = 0 et p’ = (a+p)b+p)(c+p)?

V.4 On se place dans le cas oli cette condition est vérifiée. On note, quand
cela a un sens,
e dt
II(z) =
oo V(@ (b +1)(c+1)

et 7 la période de p. On supposera désormais que partout ol intervient la
fonction IT elle est définie (autrement dit, on ne I’évalue qu’en des points
supérieurs & —min(a, b, ¢)).
Montrer que Py € L.(p) = +H () £ H(p) = I (r) =0 [7] .

V.4.a Que vaut 0 quand r tend vers 4007

V.4.b En déduire
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Poel.(p)=H00)=H(p)xH(r)[r].

V.5 Soit P = Py, un point de C ; on construit (Ps, )1<i<n tels que (P, Py, ,, )
est tangente & Ci pour tout 0 < ¢ <n —1 et Py, , distinct de Py, et Py,_,
pour tout 1 <z <n-—1.

V.5.a Montrer que la condition Py, = Py, est indépendante de P .

V.5.b Que se passe-t-il si, au lieu de prendre deux coniques de la forme
C et C,, on prend deux coniques C' et C’ quelconques et que I’on fait la
construction précédente?
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Solutions des 29 petits problemes

Nous suggérons, afin de rendre I’exercice plus enrichissant, de ne se reporter
aux solutions qu’apres avoir erré quelque temps et avoir pris connaissance des
indications en fin de volume.

On trouvera également, aprés chaque solution, des commentaires sur ’exer-
cice, le situant dans un cadre plus général, procurant des ouvertures & propos
des thémes rencontrés et renvoyant parfois & de la bibliographie. Celle-ci n’est
que rarement composée de livres de cours ou d’exercices; nous renvoyons le
plus souvent & des exposés d’un niveau supérieur au premier cycle. Ces réfé-
rences peuvent bien entendu étre mises & profit par les étudiants préparant
le CAPES ou 'agrégation, mais elles peuvent aussi servir de guides pour un
premier contact avec les mathématiques «actuelles» . Nous conseillons d’aller
les découvrir dans une bibliotheque plutét que de les acheter de but en blanc.
Outre que la bibliotheéque constitue un lieu de prédilection, & terme, pour tout
mathématicien, cela permet de se rendre compte de visu du niveau du livre
et d’opter pour celui qui est le plus adapté.

A noter enfin que certains livres sont en anglais : il faut rapidement prendre
conscience que le milieu de la recherche et méme de I’enseignement est de plus
en plus conquis par cette langue. Cela n’empéche évidemment pas de trouver
d’excellents livres en langue francaise, allemande, russe, espagnole etc. mais
cela veut dire qu’il est nécessaire de lire ’anglais scientifique si ’on veut
poursuivre des études en mathématique. Et mieux vaut commencer le plus
tot possible!
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Fzercice 1
Une équation diophantienne cubique

1. On vérifie aisément que A = Z[iv/2] est un sous-anneau de C. En particulier,
il est integre. Soit maintenant (z,y) € A? avec y non nul. On veut trouver
(q,7) € A% tel que = qy + r et |r| < |y|. On peut récrire équation sous la
forme

—=q+ - et <1.

y

Considérons alors le complexe z = ¢ /y = z; + izz\/i avec z1 et zg réels; il est
situé dans un rectangle d’éléments de A, & savoir, en notant n; la partie entiére
de z1 et ny celle de zg, celul formé par les points ny —|—in2\/§, ny+i(ng + 1)\/5,
ni+14inov/2et ny+1+ i(na + 1)\/5 Un de ces quatre points au moins est
4 une distance de z inférieure & \/3/2 puisque c’est la moitié de la longueur
d’une diagonale du rectangle.

Autrement dit on peut trouver ¢; et g» entiers tels que |21 — ¢1] < 1/2 et
|20 — ga] < 1/2 et alors |2 — (q1 +ig2v/2)|? < 3/4. On pose alors ¢ = q1 +igaV/2
et r = x — qy, qui est bien un élément de A puisque c’est un anneau, et on a
r/y = «/y — ¢ qui est bien un complexe de module strictement inférieur & 1.

2. On introduit la « norme» N(z) = |z|>. Autrement dit, si z = a + ib\/2,
on a N(z) = a?+ 2b?. Maintenant, si z = zy alors N(z) = N(z)N(y). En
conséquence si z est inversible dans A (i.e. z et 2~! sont dans A),ona N(z) =1
et donc z = =£1.

Nous démontrons I’existence de la décomposition par récurrence sur N(z).
Si N(z) = 1, on obtient x inversible et on a bien une décomposition sous
la forme # = z. On montre ensuite que ’hypothése aux rangs inférieurs a
n entraine celle au rang n: si N(z) = n, soit « est indécomposable et on a
directement une décomposition sous la forme x = =z, soit x n’est pas indé-
composable, auquel cas il s’écrit * = dy avec d et y non inversibles. Mais
alors N(d) > 1 et N(y) > 1 et comme N(d)N(y) = N(z), on en déduit
N(d) < N(z) et N(y) < N(x). On peut donc appliquer ’hypothese de récur-
rence a la fois & d et y et en multipliant les décompositions respectives de d
et y, on en obtient une pour x.

Passons a 'unicité.
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On commence par montrer que si « et y n’ont pas de diviseurs en commun
autres que les inversibles, alors il existe u et v dans A tels que ux + vy = 1.
Montrons-le une fois encore par récurrence sur N(z). Si N(x) = 0, c’est que
z = 0 et donc que y est inversible. On prend donc u quelconque et v = y~ 1.
Si maintenant N(z) = n, on écrit y = gz + r avec N(r) < N(z). Si d divise r
et x, 1l divise aussi gz + r, c’est-a-dire y et alors il divise a la fois # et y, c¢’est
donc un inversible. Par hypothese de récurrence il existe donc u et v dans A
tels que ur + ve = 1. Mais alors uy + (v — ug)z = 1 et u et v — qu sont dans
A. On a méme équivalence car si uxz + vy = 1 avec u, v, ¢ et y dans A et s1 d
divise & la fois x et y, il divise aussi uz + vy et donc 1. Donc N(d) < 1 et d
est un inversible.

On déduit de cette relation de Bézout le lemme de GauR: si p est indécom-
posable et s1 p divise un produit zy d’éléments de A alors p divise soit x, soit
y. En effet on montre I'implication contraposée: si p ne divise ni z, ni y, il n’a
pas de diviseur non inversible en commun ni avec x, ni avec y, par définition
des nombres indécomposables. On a donc deux relations de Bézout :

ur +vp =1 et Wy+uvp=1

avec u, v, u' et v’ dans A. Mais alors uu'zy + p(v'vy + uv’z + vv'p) = 1 et
donc zy et p n’ont pas de diviseur non inversible en commun.

Pour finir on déduit du lemme de Gauf 'unicité de la décomposition. Par
récurrence sur n, une expression du type z = £ [["_, p; n’est égale & une autre
expression y = £ [[2, pi que si n = m et il existe une permutation o des n
premiers entiers telle que p’a(i) = 4p;. Sin =0, alors z est inversible et donc
N(xz) = 1. Mais alors N(y) = [[;~, N(p}) = 1 et donc m = 0. Si maintenant
la propriété est vraie pour les rangs inférieurs & n, comme p, divise z, il
divise y et donc, d’apres le lemme de GauR, il divise 'un des pf. Ce dernier
étant indécomposable, on a p; = +p, et donc H?:_f pi = :I:H;n:u#k pi. Par
hypothese de récurrence on en déduit m = n et le fait que les (p;)i<n—1 et les
(pl)izk sont égaux & une permutation prés des indices et & multiplication prés
par 1. Ceci achéve de démontrer la propriété par récurrence. En regroupant
les p; qui sont égaux (& multiplication par une unité pres), on obtient la
forme habituelle (et demandée par I’énoncé) de la décomposition en nombres
indécomposables.

3. Supposons maintenant que z et y sont des entiers relatifs et qu’on a y? 42 =
z3. On peut écrire cette équation, dans A, sous la forme 2% = (y+2z)(y—=2) avec
z = iv/2. Remarquons d’abord que z est indécomposable ; en effet N(z)=2et
done z ne peut étre divisé que par des d’ de A tels que N(d') = 1 ou N(d') = 2,
c’est-a-dire d’ = &1 ou d’ = &z. Montrons ensuite que y+ z et y — z n’ont pas
de diviseurs en commun (hormis +1). En effet si d divise ces deux quantités,
il divise leur différence, & savoir —2z = z3. Si d n’est pas inversible, z devrait
donc diviser d. Mais alors z divise y puisqu’il divise y + z (et y — z), donc z?
divise 3.
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Autrement dit y? est produit de 2 et d’un élément ¢ de A; cet y' est
nécessairement réel puisque y et 2 le sont, et donc 3’ est un entier. Autrement
dit y? est pair et donc y aussi. Mais alors y? + 2 est également pair, sans étre
toutefois divisible par 4. De la parité, on déduit que 2 aussi est pair et done
z de méme. Mais alors 4 diviserait z3. Et ceci donne une contradiction.

Comme 3 est un cube, sa décomposition en facteurs indécomposables est
formée de puissances multiples de 3 d’indécomposables. Si p3* divise 3, p
divise soit y + z, soit y — z. Et comme 1l est premier & I'un des deux, on a
méme p3* divise y + z ou y — z. Comme tous les diviseurs indécomposables
de y+ 2z ou de y — z sont aussi des diviseurs de 3, on en conclut que y+ z et
y — z sont des cubes.

Ecrivons (a + ib\/§)3 = (a® — 6ab?) + i\/§(3a2b — 2b3). Donc si y + 2z =
(a + ib\/2)3 avec a et b entiers relatifs, alors b(3a? — 2b%) = 1. Il en résulte
b=3a?—2b? = &1 et donc b = 3a® —2 = %1. On ne peut avoir 3a® —2 = —1,
donec b =3a?—2 = louencore b= 1 et a = £1. Il en résulte y = a® — 6ab? =
a(a* — 6b%) = a(1 — 6) = £5 et donc z® = 27, soit = = 3.

On vérifie que (z,y) = (3, £5) sont bien solutions et donc ce sont les uniques
solutions entieres de cette équation.

Commentaires. C’est un cas assez rare de résolution «a la mainy» d’équation
diophantienne non linéaire. Dans le méme ordre de difficulté on peut trouver
les solutions entieres de I’équation 22 +y? = 22, et ensuite montrer que I’équa-
tion «* + y* = 2% n’a pas d’autres solutions que celles pour lesquelles z ou
y est nul. Plus dur, mais avec les mémes techniques (dans Z[e*™/%]) on peut
prouver que I’équation 22 + 4 = 23 n’a pas d’autres solutions que celles ot
zyz = 0. Voir également ’exercice sur la caractérisation des carrés qui utilise
I’anneau des entiers de GauR, Z[7].

Récemment Andrew Wiles a démontré que les seules solutions de 1’équa-
tion z™ 4+ y* = 2" avec n supérieur 4 3 et z, y et z entiers sont celles pour
lesquelles zyz = 0. Ce théoréme, connu sous le nom de grand théoréme de
Fermat (bien qu’il ait été, plus de trois siecles aprés la mort de Fermat, en-
core une conjecture) peut se démontrer assez facilement quand Z[ezm/”] est
muni d’une division euclidienne (comme c’est le cas ici). (On pourra consulter
la démonstration dans le cas n = 3 donnée dans les commentaires de ’exer-
cice 4.) On est d’ailleurs & peu prés siir que c’est 1 la fagon dont Fermat avait
démontré son théoreme (malheureusement il n’y a que trés peu de n pour
lesquels cela est vrai).

A T’heure actuelle des conjectures plus fortes, entrainant le grand théoreme
de Fermat, ont été formulées. Un exemple de telle conjecture est celle de Ta-
niyama et Weil, dont un cas particulier a été démontré par Wiles. Néanmoins
ce cas particulier est suffisant pour en déduire le théoreme de Fermat. Il y a
également une autre conjecture, dite «a, b, c¢», dont on donne une démons-
tration dans le cas ol z, y et z sont remplacés par des polynémes sur C dans
I’exercice 4.
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On pourra consulter Borevi¢ et Safarevi¢, Théorie des nombres, paru chez
Gauthier-Villars, Serge Lang, Diophantine geometry, paru chez John Wiley
and sons ou encore Mordell, Diophantine equations, paru chez Academic press.
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FEzercice 2
Résolution des équations de degré 4

1. On peut interpréter la conique C' comme l'intersection du céne I' de R3
défini par

a112% + asoy® + assz? + 2a100y + 2a1322 + 2as3yz = 0

et du plan affine II défini par
z=1.

Dans cette interprétation le plan R? initial est identifié¢ a 7.

On peut voir I' comme le cone isotrope de la forme quadratique ) asso-
ciée a la forme bilinéaire symétrique donnée par la matrice A = (aij)lsiyjsg.
Autrement dit on se donne la forme bilinéaire symétrique sur R3

(X,Y) = ¢a(X,Y) =TXAY
ou sa forme quadratique associée
Q(X) =¢a(X, X) = P XAX

et I" est formé des éléments isotropes pour @, i.e. des vecteurs de 3 tels que
Q(X) = 0. C’est un cone au sens que si X appartient & I'; il en est de méme
pour tous les vecteurs qui lui sont colinéaires.

Maintenant si C' contient une droite A, c’est une droite du plan I7 et
I’ensemble des vecteurs de R3 colinéaires & un vecteur de A est le plan vectoriel
P contenant A.

En particulier pour tout couple (X,Y) de vecteurs du plan P on a

RQIX+Y)-QX) Q)
2

da(X,Y) = =0
(autrement dit P C PJ‘). Cependant ’ensemble P* des X’ tels que, pour tout
X de P, on ait

XX =0

est Porthogonal de P soit au sens de la dualité (en voyant X’ comme un
vecteur de (IR3)*), soit au sens du produit scalaire euclidien canonique sur
R3. Quelle que soit I'interprétation on en déduit que P* est de dimension
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dim(R3) — dim(P) = 1, i.e. que c’est une droite vectorielle. Donc, pour tout
Y dans P, on a AY € P* et A envoie un plan dans une droite. Ceci impose
det(A) = 0.

Réciproquement supposons det(A4) = 0. Comme A est symétrique réelle,
elle est diagonalisable dans une base orthonormale pour le produit scalaire
euclidien canonique de R3. Dans cette base A est diagonale et on a

x
Q(X) = az? + By* +~2* siX=1[ vy
z

De plus 'une des valeurs propres est nulle, disons v et le plan I7 est maintenant
donné par une équation de la forme

ar +by+cz=1 avec a’ + b7 4+ c2 =1

puisque la distance de O & IT est 1.

Si « et § sont de méme signe, alors le coéne isotrope I' est donné par
z =y = 0 et la conique est donc d’équation ¢z = 1. On obtient une droite ou
un ensemble vide (si ¢ = 0) mais, de toute fagon, ce n’est pas une équation
du second degré et on n’obtient donc pas une conique.

Si « et 8 sont de signes opposés, disons o = u? et § = —v?, alors I est
la réunion des deux plans donnés par uz & vy = 0 et C' est donc formé de
I'intersection de ces deux plans avec I, chacune étant soit une droite, soit un
plan, soit un ensemble vide. Par hypothése sur (', elle n’est pas vide et donc
C' contient une droite.

En résumé, C' est dégénérée si et seulement si det(A) = 0.

2. On note Ay et A; les matrices symétriques réelles de dimension 3 associées
a Qo et 1, comme on vient de le faire. Il résulte de ce qui précede que C; est
dégénérée si et seulement si det(tA; + (1 —¢)Ag) = 0. C’est une équation de
degré au plus 3 en ¢.

3. On se donne une équation générale de degré 4

agrt + a12® + asx® 4 ase + a4 =0 avec ag # 0 .
En posant
ay
X=xr+—
+ 4&0

et en divisant le membre de gauche par ag (qui est non nul), on obtient une
équation de la forme
X*+aX?+bX +e=0.

On peut interpréter ’ensemble des X racines de cette équation comme les
abscisses des points (X,Y) qui vérifient

Yy = Xx? et Y24 aX?’+bX +¢c=0
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autrement dit ce sont les abscisses des points d’intersection de la parabole (Cy)
d’équation Y = X? et de la conique (C7) d’équation Y? +aX? +bX + ¢ = 0.
On cherche donc ¢ de sorte que la conique d’équation

(1=t - X)) +t(Y?+aX* +bX +¢)=0

le.

(ta+1) = D)X?+tY2 4 tbX + (1 —1)Y +tc =0
soit dégénérée. Pour cela on résout une équation de degré au plus trois, a
savoir

ta+1)—1 0 th/2
0 t (1—1)/2 | =0
th/2 (1-1)/2  te

1.e.

((a—i—1)(46—1)—b2)t3—|—(2a—|—3—4c)t2—(a—|—3)t—|—1 0
1 =

Si cette équation n’est pas de degré 3, c’est que det(A; — Ag) = (a + 1)(4e —
1) — b? est nul et, dans ce cas, la conique d’équation Qg — @1 = 0 est dégé-
nérée. Sinon on résout 1’équation de degré 3 et on trouve ¢ tel que la conique
d’équation 1@Q1 + (1 — t)Qo = 0 est dégénérée.

Dans tous les cas on a trouvé une conique dégénérée C' telle que C'NCy =
C1NCYy. En effet 1] suffit de vérifier que C' n’est pas Cy. Mais ¢’est clair puisque
C' est dégénérée et pas Cp (c’est une parabole!).

Il nous faut maintenant trouver les équations des deux droites qui com-
posent C' (ces droites pouvant étre confondues). On a donc une équation de
la forme

Q(x,y) = an12? + asoy® + ass + 2a122y + 2a132 + 2as3y = 0
et on veut trouver des scalaires (que 1’on sait exister) tels que
a112” + asny’ + ass + 2a122y + 2a13z + 2as3y = (az + By +7)('z+ B y+7) .
Remarquons que

3_@_3_@_0 ar+Py+v=0
oxr Oy dr+Fy++4 =0

et ce méme si les deux droites A (az + By+v =0) et A’ (¢'z+Fy+5 =0)
sont paralleles. Si tel n’est pas le cas on est juste en train de chercher le centre
de la conique, qui est ici le point d’intersection des deux droites qui forment
la conique.

Si % =0 et % = 0 n’est pas un systéme de Cramer, on a terminé
puisqu’alors la conique est formée de deux droites paralleles dont la direction
est donnée par le terme linéaire commun & ces deux équations. Les constantes
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~ et +' sont déterminée par leur produit et leur somme, i.e. par ass et par
das3 ou aiz (selon que o ou 3 est non nul), i.e. on les obtient en résolvant une
équation de degré deux.

Sinon on résout le systéme et on trouve le centre O = (cy, ¢2) de la conique.
On parametre alors les droites passant par ce point par leur pente ¢ et on
cherche & savoir si la droite est incluse dans la conique. Pour cela il suffit
qu'un point de la droite autre que le centre appartienne & la conique. On
prend par exemple le point (¢1 + 1,0 + ) (si ¢ est finie) et (e,c2 4+ 1) (si ¢
est infinie). I’appartenance de ce point & la conique est une équation de degré
au plus 2 en ¢. On a donc pu trouver deux droites A et A’ (éventuellement
confondues) telles que

Coﬁclz(CQQA)U(CoﬂA/).

Et ce en résolvant des équations de degré au plus 3.

Il reste & observer que l'intersection d’une droite avec une conique non
dégénérée est donnée par une équation de degré 2 et 1l nous suffit donc d’en
résoudre au plus deux encore pour trouver tous les points de Cy N C7.

Remarque : la conique d’équation Y2 4+ aX? 4+ bX + ¢ = 0 est dégénérée si
et seulement si b2 — 4ac = 0 et dans ce cas le trinéme du second degré en X
s’écrit a(X + d)? et équation du quatrieme degré se résout aisément.

Commentaires. On n’est pas tout a fait satisfait si on ne sait pas résoudre
les équations de degré 3. Il existe des méthodes diverses et variées, mais la
plus élégante que je connaisse (et qui a obtenu le prix Fermat junior) est la
suivante : on part de 1’équation générale

3+ 3ax? +3br+c=0
et on veut écrire le premier membre sous la forme
2+ 3ax® + 3bxr + ¢ = Ma 4+ u)® + plx +v)°

avec u, v, A et u des complexes quelconques. Ensuite on n’a plus qu’a extraire
des racines cubiques de A et p, et résoudre des systémes linéaires. On cherche
donc u, v, A et p. En développant on obtient :

=2+ p0® a =X ud + pot b= du? 4+ pv? = P+ .

On observe maintenant que cela veut exactement dire que (1, a, b, c) sont les
quatre premiers termes d’une suite qui est combinaison linéaire des suites
de termes généraux u” et v" respectivement. On s’intéresse donc aux suites
récurrentes linéaires d’ordre 2 dont le polyndme caractéristique est (# —u)(z—
v), autrement dit aux suites vérifiant

Tpya — (U+ V)Epy1 +uve, =0



FExercice 2. Résolution des équations de degré /4 41

pour tout entier naturel n.

On trouvera les coefficients A et p en étudiant les deux premiers termes
(i.e. 1 et a). La propriété de récurrence linéaire s’écrit sur les deux suivants
(i.e. b et ¢). Cette dernitre s’explicite ainsi

b—(u+v)a+uv =0 et c—(u+v)b+uva=0
a —1 u+tv (b
b —a uv T \e¢

n c— ab ; ac — b2
Uu+v=—— e Uy = ————
b—a? b—a?

ou encore

ie. (sib—a?#0)

Dans le cas favorable on obtient donc u et v en résolvant I’équation du second
degré
(b—a®)U? + (ab—c)U +ac—b*=0.

Dans autre cas on a immédiatement
22+ 3az? + 3bz +c= 2% + 3az® + 3% + ¢ = (x—i—a)?’—l—(c—a?’)

que D'on résout sans autre forme de proces.
Si b est distinct de a? il nous faut encore trouver A et p. Si u est distinct
de v, cela s’écrit
l=A4+pu a=Au+ puv .

Le déterminant de ce systeme est v — u et on trouve A et u en résolvant ce
systeme de Cramer.

Si au contraire u = v, les suites qui vérifient la relation de récurrence
linéaire sont de la forme (A + pn)u” et on doit done résoudre

1=2A a:(/\-l-ﬂ)U.

Si u n’est pas nul, on trouve A et p en résolvant ce systeme de Cramer. Notons
qu’alors le polynéme du troisitme degré initial se met sous la forme

23+ 3ax® + 3bxr + ¢ = (x +u)® + 3pu(z + u)? = (z +w)?(x + 3p 4+ u) .

et donc I’équation de départ a une racine double. D’une part cela se détecte
sur I’équation initiale par le résultant (ou par le discriminant de ’équation du
second degré en U), d’autre part ce cas est facile & traiter. En effet on trouve
les racines du polynéme dérivé en résolvant une équation du second degré et
cela donne une des racines de ’équation (dans ce cas). On cherche alors les
deux autres en résolvant une équation du second degré.

Il nous reste & traiter le cas olt u = 0 est racine double de I’équation en U,
i.e. ab = c et ac = b%. Si ¢ ou b est nul, les deux le sont et donc 0 est racine
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double de I’équation de départ, la troisitme étant —3a. Si be n’est pas nul, on
en déduit a?bc = b%c et donc b = a?. Ce cas ayant déja été étudié, on a fini
I’étude.

En résumé 1'idée de départ permet de trouver les racines dans le cas oll
I’équation est irréductible (i.e. n’a pas de racine double) et quand elle n’est
pas de la forme (z + a)® + @’ = 0. Ces derniers cas étant immédiats & traiter.
On a 'algorithme d’étude suivant :

1. Si b = a?, on résout directement et on a x = —a + /a3 — c.

2. Sib# a? et 4a3c — 3a?b? +4b3 + ¢? — 6abe = 0, I’équation a une racine au
moins double et son ensemble de solutions est, en notant les racines avec
leur multiplicité,

ab—c ab—c 3a® —dab + ¢
2(b—a?)’ 2(b—a?)’ b— a2

3. Dans les autres cas on résout I’équation en U
(b—a®)U? 4 (ab— ¢)U 4 ac — b* = 0

et, s1 u et v sont ses solutions,

uyv—a+vda—u
U — a4 Ja—u

oll on choisit les mémes déterminations des racines cubiques (il y en «
priori trois possibles a chaque fois) pour les termes du numérateur et

r =

pour ceux du dénominateur. On remarquera que le choix de nommer u
ou v les racines de 1’équation en U n’influe pas sur le résultat et qu’on a
en fait trois solutions méme s’il y a a priori neuf choix possibles pour les
deux déterminations de racines cubiques.

On pourra consulter Claude Mutafian, Equations algébriques et théorie de
Glalois, paru chez Vuibert.
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Fzxercice 3
Théorie de Galois élémentaire

Supposons que P(a) = 0 avec o = +2°/9 pour p et ¢ dans N*. Quitte &
considérer P(—X) au lieu de P(X) (qui est & coefficients entiers et dont le
terme constant est impair puisque c’est le méme que celui de P), on peut
supposer que « est positif.

Soit @ le polynéme & coefficients entiers tel que Q(X) = P(X?). Son terme
constant est Q(0) = P(0) et est donc impair ; comme 21/ est racine de @, il
suffit d’obtenir une contradiction dans le cas ot p = 1.

On suppose donc p = 1 et on a donc a? — 2 = 0. Effectuons la division
euclidienne, dans Z[X], de P par X? — 2 (ce qui est licite puisque c’est un
polynéme unitaire) :

P(X) = (X7 — 2)S(X) + R(X)

avec deg(R) < ¢q. On a encore R(«) = 0 et R(0) = P(0) 4+ 25(0) est impair.

On est donc ramené & obtenir une contradiction dans le cas ot p = 1 et
deg(P) < ¢.
On écnit alors 23;01 a;2"/7 = 0 avec les a; entiers, pour 0 < i < g¢,

et ag impair. Par multiplications successives par 21/¢ on obtient 2aq9—1 +
Z?:_OZ a;20+D/4 = ( ete. jusqu’a 22?:_11 a;20=0/9 4 gy20a=1)/e = 0. Au-
trement dit le vecteur X = (1,21/9,...2(a=1/9) est solution de I’équation
A'X =0 o1 A est la matrice

ag aq P aq_l
QClq_l ap s Ag—2
A=
2&1 2&2 s ap

Comme X n’est pas nul, il faut donc que le déterminant de A soit nul. Comme
tous les termes en dessous de la diagonale sont pairs, ce déterminant a la méme
parité que ag, ou encore que ap et il ne peut donc étre nul. Cette contradiction
assure que 21/7 n’est pas racine d’un tel polynéme.

Commentaires. En termes de théorie de Galois le polynéme minimal de
21/9 sur @ est X? — 2. (Pest-a-dire que tout polynéme de Q[X] dont 21/¢
est racine doit étre un multiple de X7 — 2. En particulier les polynémes 4
coefficients entiers sont de la forme (X? — 2) P(X) avec P dans Z[X] et leur
terme constant est donc —2P(0), i.e. est pair. A noter que si @ = 2°/9 avec
p < 0, il faut demander au coefficient dominant de P d’étre impair pour
obtenir une impossibilité. Ceci se déduit de ce qui précéde en considérant
X4s(P)p(1/X) € Z[X] dont le terme constant est justement le coefficient
dominant de P. L’imparité du terme constant n’apporte rien dans ce cas
comme le montre le cas de o = 1/2 et P(X) = 2X — 1. On pourra consulter
Jean-Calude Carrega, La théorie des corps, la régle et le compas, paru chez
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Hermann, Claude Mutafian, Equations algébriques et théorie de Galois, paru
chez Vuibert ou Ian Stewart, Galois theory, paru chez Chapman and Hall.
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Ezxercice 4
Théoréme de Fermat pour les polynémes

1. On note a, b et ¢ les degrés respectifs de A, B et C. Soit P le polynéme
AB' — A’B. On a également P = AC' — A’/C' = BC' — B'C. Soit Ay, By et
(1 des p.g.c.d. respectifs de A et A’, B et B, C et C’. On note ay, by et c;
leurs degrés respectifs.

D’apres les expressions de P, celui-ci est divisible par chacun de ces trois
p.g.c.d.; comme A, B et C sont premiers dans leur ensemble et C' = A + B,
A, B et C sont en fait premiers deux & deux (par exemple si @ divise A et B,
il divise aussi A+ B = (') et il en est donc de méme pour Ay, By et C. Il en
résulte que P est divisible par A B;Ch.

Remarquons que A; correspond aux racines multiples de A: si A(X) =
a[T:(X — o)™, on a Ay = [[;(X — a;)™~! et donc le nombre de racines de
A est exactement a — aj. Soit N le nombre total de racines de A, B et C.
Comme ils sont premiers entre eux deux & deux, N est la somme du nombre
de racines de chacun de ces polynémes. On a donc

N=a—a1+b—-b+ec—c1=a+b+c—deg(A1B1Ch)
et comme Ay By divise P, il en résulte
N>a+b+c—deg(P).

D’apres les expressions de P, on a deg(P) < min{a+b—1,b+c—1,c+a—1}
et donc
N > max{a+ 1,b+1,¢c+ 1} > max{a,b,c} .

2. Soit A, B et (' trois polynémes & coefficients complexes et D un p.g.c.d. de
A, Bet C.On pose Ag = A/D, By = B/D et Cy = C/D et ag, by et cqg les
degrés respectifs de ces polynémes. Dire que A, B et C' ne sont pas multiples
les uns des autres revient & dire que

max{ag, bo,co} > 1.

Supposons maintenant que ’on ait A™ + B" = C" avec max{ag, by, co} > 1
et n > 3. On a aussi Aj + By = Cf. On peut donc appliquer la question pré-
cédente aux trois polynémes Af, Bf et C, qui sont bien premiers entre eux
puisque Ag, By et (g le sont. Le nombre total de racines de Af, By et C est le
méme que pour n = 1 et est donc inférieur & deg(AgByCy). D’apres la ques-
tion précédente, on devrait avoir N > max{deg(A}),deg(By),deg(CF)} =
nmax{ap, by, co} et donc

N > 3max{a0, bo, Co} Z deg(AOBOCO) .

Ceci fournit une contradiction et on en déduit qu’une telle équation est im-
possible dés que n est supérieur & 3, pour des polynémes non proportionnels.
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Commentaires. On a en fait démontré une propriété connue sous le nom
de « conjecture a, b, c¢» (pour les polynoémes) et dont il est démontré qu’elle
entraine le « grand théoréme de Fermaty . Ce n’est pas la méthode par laquelle
il a été démontré et, dans le cas général, la « conjecture a, b, c¢» reste une
conjecture. On pourra se reporter aux commentaires de ’exercice 1 pour des
compléments ou consulter Hardy and Wright, Introduction to the theory of
numbers, paru chez Clarendon press.

Donnons, pour la bonne bouche, la résolution dans le cas n = 3 du théoreme
de Fermat telle que ’a donnée GauR (& la suite d’Euler). La méthode repose
sur I'idée de descente infinie due & Pierre de Fermat. On scinde I’étude en deux
étapes. On suppose d’abord que 3 4+ 3> = 23 avec z, y et z premiers entre
eux, quitte & diviser par leur pged. Si un nombre premier p divise deux de ces
trois quantités, il divise leurs cubes et aussi la somme ou la différence de leurs
cubes, donc le cube du troisieme et donc aussi le troisieme. Il en résulte qu’en
fait x, y et z sont premiers deux & deux.

La premiére étape consiste & montrer que 3 divise I'un des trois nombres
z,you z. On a en effet

(t+y)P =2+ +3eye+y) =2+ 42 3] et 22+ y® =22 =2 [3]

et donc
r+y==zI[3].

D’oti 2 = 2+ y+ 3n pour un certain entier n et aussi 2% = (x +y)® +9m pour
un certain entier m. Comme 23 = 23 + 33, il en résulte, modulo 9,

Sey(e +y) = (x +y)* — (2®+4°) =0 [9]

et donc

wy(z +y) =0 [3]

ce qui n’est rien d’autre que

zyz =0 [3]

puisque z est congru & = + y modulo 3. C’est-a-dire que 3 divise le produit
zyz et donc, d’apreés le lemme de Gauf, I'un des facteurs.

La seconde étape est une descente infinie, c’est-a-dire qu’a tout triplet
solution on va associer un triplet « plus petit» qui est aussi solution. C’est
évidemment impossible de le faire indéfiniment et c¢’est donc qu’il n’y a pas
de solutions. Pour formaliser cela on va se placer dans

A=Z[p)={a+bp/ (a,b) € Z°} |
pour p = e*7/3 une racine primitive troisitme de I'unité. Ce sont les points
du pavage du plan par des triangles équilatéraux (voir I’exercice 14).

C’est un anneau euclidien (voir les exercices 1 et 13) et on y trouve donc
une décomposition en facteurs premiers unique (aux unités prés) comme dans
Z. On introduit la norme dans cet anneau, donnée par
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N(z) = |z)* = a® — ab + b* .

Les unités (i.e. les éléments inversibles de ’anneau) sont les éléments de norme
1, i.e. les racines sixieémes de I'unité (1, —p?, p, —1, p® et —p). Si z = zy dans
A, alors N(z) = N(z)N(y) et, en particulier, si N(z) est premier dans N, alors
z est premier dans A. Par exemple, pour p=1—p,ona N(p) =14+1+1=3
et donc p est premier.

Rappelons que 1+ p + p? = 0 et remarquons que

pP=1-2p+p"==3p.
Il en résulte que la décomposition en facteurs premiers de 3 est donnée par
3=(—p")p".

(—p? est une unité et p est 'unique nombre premier qui divise 3.)

Si maintenant = a 4 bp, a + b est un entier et donc il existe n parmi 0, 1
ou —1 tel que a+b soit congru & n modulo 3. Il en résulte que 3 divise a+b—n
(dans Z) et donc p divise a+b—n dans A. Aussi a+bp—n=a+b—n—1bp
est divisible par p dans A.

Supposons que z — 1 soit divisible par p, alors

B 1= (e =)= p)—p*) = (e = Dlx— 1+ p)(z— 1+ (1+ p)p)

et donc, st x — 1 = yp pour y dans A, on a

2= 1=p’yly+ D+ 1+p) =p>yy+ Dy +2—p) .

Le méme raisonnement que précédemment montre que p divise I'un des nom-
bres y, y+lour y+2—p=1y—1—p(l+pp?). Et donc p* divise 23 — 1. Si
x + 1 est divisible par p, alors —z — 1 aussi et donc (—2)® — 1 = —23 — 1 est
divisible par p*, i.e. 23 4+ 1 est divisible par p*.

On cherche donc & résoudre z3 4 ¢ = 23 ou, ce qui revient au méme mais
est plus symétrique, 23+ y® + 2% = 0 (en changeant 2 en son opposé). On s’est
placé dans le cas ol ces nombres sont premiers entre eux deux a deux dans Z
et oll I'un (exactement) est divisible par 3. Or, si ces nombres sont premiers
entre eux deux & deux, on peut écrire des relations de Bézout entre eux avec
des coefficients entiers. A fortior: ces coefficients sont dans A et on a donc une
relation de Bézout dans A, ce qui force ces nombres & étre premiers entre eux
dans A. Et si I’'un d’eux est divisible par 3, il ’est par p dans A. Il nous suffit
donc de démontrer que ’équation

x3+y3+z3:0

n’a pas de solutions dans A avec z, y et z premiers entre eux deux & deux et
I'un d’eux divisible par p.

En fait dans 7Z toutes les unités sont des cubes, mais ce n’est pas vrai dans
A, on va donc plutot démontrer que 1’équation
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ez + €2y3 +e323=0

n’a pas de solutions dans A avec les ¢; des unités de A et toujours =, y et z
premiers entre eux deux & deux et 'un d’eux divisible par p.

Pour cela choisissons un triplet solution pour lequel N(zyz) est minimal
(et donc non nul puisque les nombres sont premiers entre eux). On suppose
que c’est z qui est divisible par p et, quitte & changer y en —y et €3 en —es,
que ¥ — y n’est pas divisible par p (on a vu que z et y sont congrus 4 +1
modulo p chacun et donc z est congru & £y modulo p; on se ramene ici au cas
olt z est congru & —y). Or donc, & un multiple de p* pres, €123 + e2y® vaut

:l:(El - 62) .

Comme il vaut aussi —e323, il est donc divisible par p3. Or la norme de 1’élé-
ment que 'on vient de considérer est majorée par

N(£(e1 — €2)) = |e1 — 2> < (lea] + |e2])* = 4

et donc ne peut étre divisible par p3 (qui est de norme 27) que s’il est nul. 11
en résulte ¢5 = ¢; et done, quitte & diviser toutes les unités intervenant par
€1, ON Se ramene & €; = €3 = 1.

On en déduit aussi que €323 est divisible par p* et donc z est divisible par
p? (dans le cas des entiers, on le savait déja, puisque z était divisible par 3) et
23 Dest par p°. Soit n la puissance de p dans la décomposition de z en facteurs
premiers, on a donc n > 2 et 23 est divisible par p37.

On écnit

2+ = (e +y) (& + py)(x + p7y) -

Comme

(z+y)—(z4py) =py  (v4y)—(x+p"y) = py(l+p) (x+py)—(x+p"y) = pyp

si p divise I'un des trois termes = + y, = + py, = + p?y, il divise les trois et si
p? divise 'un, il ne divise pas les autres (car il ne divise ni y qui est premier
4 z donc & p, ni p qui est une unité, ni 1 4+ p = —p? qui est aussi une unité).
Comme p3” divise 23 + y3, on en déduit que exactement I'un des termes est
divisible par p3"~? et les autres exactement par p. Quitte & changer y en yp
ou yp? (ce qui ne change pas y?), on peut supposer que c’est = + y qui est
divisible par p3*=2 (avec n > 2). Posons

c+y=p2’  x+py=py x+py=p,
Alors
y =2 =py et —py =

et donc si un nombre premier (dans A) divise ¢’ et z’, il divise z et y. Ceci
prouve que ¥ et z’ sont premiers entre eux. De méme
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-y =y et y —pr' ==

et donc z’ et y' sont premiers entre eux. On montre aussi que x’ et 2z’ sont
premiers entre eux. Comme leur produit est un cube, ¢’est que chacun est un
cube (& des unités pres). On a done

I _ 13 /13 I 13
r =X Yy =Y 2 = €37

pour des unités €/ et X, Y et 7 des nombres dans A premiers entre eux deux
4 deux et avec X divisible par p. Or

(L+p+p)e+1+p"+ 0"y
(L+p+p*)e+1+p"+p)y
= 0

P <€/1X3 +ehpY3 + egpzZ?’)

et donc
X7+ (4p)Y? + (e5p") 27 = 0.

Comme N (XY Z)? = N(2'y'z') = N(2°/p%), on a

N(XYZ) =

¥<N(z)§]\7(xyz).

Ceci contredit la minimalité de N(zyz) et achéve de prouver le théoreme de
Fermat pour n = 3.
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FEzercice 5
Une équation matricielle

Si X est solution de X? = A, alors XA = XX? = X% = X2X = AX et donc
X et A commutent. On peut donc les triangulariser dans une méme base.

On se place dans un sous-espace caractéristique £ de A. Autrement dit
on se place dans F = Ker(A — a.Id)™ pour a une valeur propre de A et m
suffisamment grand, par exemple m = n. Comme FE est stable par A et comme
X doit commuter & A, X doit laisser £ stable. Comme C" est somme directe
des sous-espaces caractéristiques de A, on obtiendra toutes les solutions de
I’équation X? = A en prenant une solution quelconque dans chaque F.

Les valeurs propres de X sont alors solutions de 2 = a. Pour résoudre
X? = A quand a est non nul, il faut donc se donner une décomposition de
E en deux sous-espaces (les sous-espaces caractéristiques de X) et chercher
dans chacun d’eux une solution n’ayant qu’une seule valeur propre. Quand a
est nul, il faut trouver X n’ayant que 0 comme valeur propre.

On se place donc dans un sous-espace caractéristique F' de X autrement
dit X —zIdp est nilpotente sur F' pour un certain z. Mais alors (pour a = z?)
A — aldp est également nilpotente ; en effet A — ald = (X — xId)(X + z1d),
donc, comme X — xld et X + #1d commutent,

(A—ald)” = (X —2ld)"™ (X + zId)™ =0

pour m assez grand, car X — x/d est nilpotente.

I est donc stable par A et A = a.Idp + N sur F avec N nilpotente. Donc
toute solution sur £ est donnée (si @ est non nul) par la somme de 2 solutions
sur deux sous-espaces F' et F' de E, stables par A et sur lesquels X n’a qu’une
valeur propre. On est donc ramené au probléme suivant : F' est un sous-espace
stable par A d’un sous-espace caractéristique de A et on cherche X sous la
forme X = z.Idp + N’ ot & est solution de 22 = a. Autrement dit on cherche
a résoudre une équation entre matrices nilpotentes :

22N + N = N .

Matriciellement, en se plagant dans la base de triangularisation de X, on peut
supposer N et N’ triangulaires.

Examinons le probleéme en petites dimensions. Notons p la dimension de F.
Pour p = 1 il n’y a pas de probleme puisque N et N’ sont nulles. Pour p = 2,
écrivons

{0 n ;{0 n / 2 {0 2an
(D) we(0n) e (0

Autrement dit si # # 0 (i.e. @ # 0), on a une seule solution & z fixé et si
a = x = 0 on n’a de solution que si A est diagonalisable et alors X est
quelconque n’ayant que 0 pour valeur propre.
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Pour p = 3, posons N = Ny + Ny et N' = N{ 4+ N/ ol les indices 1 et 2
correspondent aux coefficients de N et N’ d’indices (7, j) tels que j—i =1 ou
j —i =2 (surdiagonale et coefficient en haut & droite). On a 2N’ + (N)? =
20N+ 22N+ (N{)? et on doit donc résoudre 2¢N{ = Ny et 2o N5+ (N{)? =
N3. Si @ # 0 on a une fois encore unicité de Ny et donc aussi de NJ. Par
contre si z = 0, on doit avoir Ny = 0 et on résout alors (N])? = N5. Cette
équation a une infinité de solutions. En effet, matriciellement, on a:

0 0 n

No=|0 0 0

00 0
0 n 0 0 0 n'n"
N{=|0 0 n" et (N)*=10 0 O
0 0 0 00 0

En argumentant suivant les mémes lignes, on voit que, quand a est non nul
(et donc # non plus), il y a une unique solution en N’.

Par contre quand a = = 0, on cherche & résoudre (N')? = N avec N et
N’ nilpotentes. Remarquons que, dans un espace de dimension p, si N’ est
nilpotente alors (N')? = 0 (c’est par exemple le théoréme de Cayley-Hamilton,
mais ¢a se voit directement dans I’écriture matricielle). En appliquant cette
condition nécessaire, on voit que ’on a nécessairement

p—i—l]

NT=10 pourq:E[ 5

(C’est la condition N = 0 quand p = 2 mais ¢’est moins fort que la condition
N1 = 0 quand p = 3. Néanmoins dans 1’étude précédente on a imposé d’écrire
les matrices dans une base de triangularisation commune et il arrive que 1’on
puisse résoudre (N’)?> = N méme si N n’est pas nulle. Par exemple

2

0 0 0 0 01
001 ]=112020
0 0 0 0 0 0

Pour comprendre cela et expliciter mieux la condition, il faut étudier les blocs
de Jordan de A et X. Se donner un bloc de Jordan de X, c’est se donner un
vecteur u tel que X™u = 0, X™ tu # 0 et tel que le sous-espace engendré
par (u, Xu, ..., X™ 1u) admet un supplémentaire stable par X. Ce bloc de
Jordan de X (de taille m) donne naissance & deux blocs de Jordan de A, celui
engendré par u (de taille E[(m + 1)/2]) et celui engendré par Xu (de taille
E[m/2]). Ces formules sont valables pour tout m (méme m = 1). Réciproque-
ment si on se donne deux blocs de Jordan de A de tailles égales (disons k)
ou différant d’une unité (disons k et k + 1), on peut définir X sur la somme
de ces sous-espaces en envoyant le générateur du bloc le plus grand (s’il y en
a un, n’importe lequel des deux sinon) sur le générateur de I’autre bloc. Une
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remarque spéciale pour le cas ot les blocs sont de tailles 0 et 1: il est obtenu
pour k = 0 que 'on autorise donc si les blocs sont de tailles différentes; mais
que 'on exclut évidemment si les blocs sont de tailles égales. En définitive,
on obtient pour X un bloc de Jordan de taille la somme des deux blocs de A,
i.e. 2k ou 2k + 1 selon les cas.

Notons ng le nombre de blocs de Jordan de A de taille k& et N le nombre
de blocs de Jordan de taille supérieure (ou égale) a k. La condition s’explcite
ainsi: pour tout entier k supérieur & 1, si Ny11 est impair alors ny n’est pas
nul. Cela se démontre par récurrence sur [ le plus grand des k pour lequel
ng 7 0. S11 =1, A est nulle et on peut prendre X = 0, la condition est bien
vide. Montrons que si 'hypothése est vraie au rang [, elle I’est au rang [ + 1.
Les blocs de taille [ 4+ 1 sont nécessairement associés soit & des blocs de méme
taille, soit de taille l. Il y a un nombre pair de blocs de taille [+1 associés entre
eux et donc un nombre de méme parité que n;41 (ce qui est la méme chose
que Niy1 dans ce cas) de blocs associés & des blocs de taille {. En particulier
s1 Npy1 est impair, il est nécessaire que n; soit non nul. Si cette condition est
remplie, quel que soit le nombre de blocs de tailles [ + 1 associés entre eux, en
se placant dans I’espace stable supplémentaire des blocs de taille [+ 1 et leurs
assoclés, on est ramené au cas d’une matrice qui a des invariants nj, égaux &
ceux de A, sauf que n;_l_l est nul et n) a la méme parité que n; — nyyq, ie la
méme parité que N;. La condition est donc bien nécessaire, par hypothese de
récurrence.

Pour montrer qu’elle est suffisante, on associe autant de blocs de taillel+1
que possible, de fagon & en associer au plus un avec un bloc de taille I. Si
la condition nécessaire dépendant de la parité de Njyi est satisfaite, on est
ramené & une matrice A ayant comme invariants n) les mémes que ceux de
A, sauf que nj,; = 0 et ny = n; ou n; =n; — 1 (et dans ce dernier cas, n; est
non nul). Par hypotheése de récurrence on peut définir X sur ce sous-espace
stable (et ayant un supplémentaire stable) et donc partout.

Reprenons I’étude du cas p = 3, les blocs de Jordan sont de tailles 1, 2 ou
3 et la somme de ces tailles est p (i.e. 3). On a donc trois cas possibles: trois
blocs de taille 1 (i.e. A est nulle), deux blocs I'un de taille 2 et Iautre de taille
1, un seul bloc de taille 3. Seul ce dernier cas est exclu par notre condition et
¢’est celui qui correspond & N? non nul. Cela dit, attention, la condition que
I’on vient de trouver n’est pas la condition N? = 0 comme le montre le cas
p =6 et N ayant quatre blocs de Jordan, un de taille 3 et trois de taille 1.

Pour synthétiser un peu, on a démontré que si det(A4) est non nul, I’équation
a au moins une solution, mais si 0 est valeur propre de A, on a une condition
supplémentaire liée aux blocs de Jordan de A attachés & la valeur propre 0.
En particulier si A est diagonalisable, on a bien une solution (c¢’est d’ailleurs
immédiat sur la forme diagonale de A). Le nombre de solutions pourrait étre
détaillé en fonction des blocs de Jordan.
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Fxercice 6
Transcendance de ¢

1. On calcule plus généralement

+oo
I, = / e "xkde .
0

Pour k supérieur & 1, une intégration par partie montre que I = klx_;.
Comme Iy = 1, on en déduit I, = k! pour tout entier naturel k& (en convenant
0l=1).

Il en résulte que si P(X) = ag + a1 X + ...+ ax X*, alors

+o0 n—1 +o0 k n+m—1
/ e " L lP(l‘)dl‘ = / e " Lim=0 Wm¥ ' dx
0 (n—1)! 0 (n—1)!

ag(n— 1)1+ an!+ ... +ag(n+k—1)!
(n—1)!
agtan+...+agn+k—1)...n

ag [n] .

2. Soit Q(X) un polynéme & coefficients entiers tel que Q(e) = 0. Ecrivons
QX) = 22:0 aka; comme e est non nul, on peut supposer que ag est
non nul (quitte & diviser @ par une puissance suffisante de X) et on a donc

! ey
> o @xe® =0 et, a fortiori,

kzl:%%ek (/0+°° o 2"z —(nl)_” 1)' (z — )" dx) L,

pour tout entier n, avec ag non nul.
Soit k& un entier compris entre 0 et {; on calcule le £° terme:

e [T e N e -1 (2= D)
e/ e =) d

e — 1) (e 1)
(1) !

[
/+°° G R k=1 (g k=)
[

X

(1) v

yF R y+ k=1 (y+ k=D
k (”_1)

R S e e e R e
/0 (n— 1) dy

dy

+

Le second terme est un entier. Si £ = 0 c’est un entier congru a
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[~1(=2)... (=01 = (=)™ "

modulo n. Si k n’est pas nul, e"Yy"? ! est en facteur de y fois un autre poly-
néme et donc on trouve un entier nul modulo n.
Il en résulte

+oo n—1 nn
Zak/ L+ k) (H(kn_l)), SURS /PR

et donc c’est un entier non nul dés que n est premier & ag et & tous les nombres
inférieurs & [. Par exemple si n est un nombre premier supérieur & [ et |ag].
Bornons le premier terme, on a, pour k entre 0 et [, et y entre —k et 0,

eV <e et |y+ k) TNy k-1 (y+ k- 0n| <1Hn

et donc, en notant ag = maxo<k< |akl,

gt Ny +k-1" . (y+ k=)
(n—1)!

dy

Ak

est majoré par

ety (i+1)

(n—1)!
et tend donc vers 0 quand n tend vers I'infini. Choisissons donc n premier
supérieur Al et |ag| et tel que la quantité précédente soit strictement inférieure
a 1. La somme des deux termes devrait étre nulle et pourtant c’est la somme
d’un entier non nul (puisque non nul modulo n) et d’un réel de valeur absolue
inférieure & 1. Cette impossibilité prouve que ) ne saurait exister, i.e. e est
transcendant en ce sens qu’il n’est racine d’aucun polynéme & coefficients
entiers.

(1 + agl

Commentaires. On démontre la transcendance de 7 & partir de la relation
bien connue ¢!™ = —1. En effet le théoreme général qu’on peut démontrer
est que si z est un complexe non nul, alors z et e* ne peuvent étre simul-
tanément algébriques. On pourra consulter T. Schneider, Introduction auz
nombres transcendants, paru chez Gauthier-Villars, Serge Lang, Introduction
to transcendental numbers, paru chez Addison-Wesley ou encore A. Baker,
Transcendental number theory, paru chez Cambridge university press.

Donnons une démonstration de la transcendance de m moins générale mais
avec ’essentiel des idées directrices. On suppose donc que 7 est racine d’un
polynéme & coefficients rationnels. On peut méme prendre le polynéme & co-
efficients entiers, disons @. En considérant Q(X)Q(—X) qui est un polynome
pair, on peut se ramener au cas oil () est pair. Ecrivons

X) = Zn: g X2
i=0
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alors im est racine du polynéme & coefficients entiers

n

P(X) =) (-1)auX? .

i=0

(En fait les nombres algébriques forment un corps et ¢ est algébrique puisque
racine de X2 + 1, donc si 7 est algébrique, i aussi.)

Notons (l‘z’)lgigm les racines de P écrites avec multiplicités. Soit D un
pged de P et P’: c’est un polynéme & coefficients rationnels qui divise P dans
Ianneau Q[X] et tel que P/D a les mémes racines que P et n’a que des racines
simples. C’est a priori un polyndéme & coefficients rationnels, mais on peut le
multiplier par un entier pour obtenir un polynéme & coefficients entiers. On
peut donc supposer que P n’a que des racines simples.

On veut construire des polynémes Py & coefficients entiers dont les racines
sont les sommes de k x; distincts. Pour & = 1, on prend bien sir P, = P.
Pour k entre 1 et m, notons [ 'ensemble des ensembles & k éléments formés
d’entiers entre 1 et m et, pour I dans Iy,

y;k) = Z g .
i€l
Pour obtenir Py, il suffit de prendre le produit [];c; (X — ygk)) a condition
que ce polyndéme soit & coefficients entiers. D’aprés les formules de Newton,
il faut donc montrer que les fonctions symétriques élémentaires des ygk) sont
des entiers.

Soit Fj la jo7¢ fonction symétrique élémentaire des y}k), c’est aussi une
fonction symétrique des z; puisque, si on permute les x;, disons z,(;) pour o
une permutation de ’ensemble des m premiers entiers, on permute les éléments
de I, par I = o(I). Comme les fonctions symétriques élémentaires des z; sont
des entiers, F; est donc un polynéme & coefficients entiers en ces entiers, i.e.
un entier.

Tout comme pour P, on peut choisir Pi sans multiplicités. Considérons
maintenant

0=(e*+1)(e"+1)...("" 4+ 1),
on peut ’écrire
O=ap+e¥r +...+e¥r

ol on a en fait regroupé toutes les sommes de & 2; distincts qui sont nulles
sous la dénomination ag et ol les y; sont les sommes non nulles. Remarquons
que deux y; peuvent parfaitement étre égaux, il n’y a que les sommes nulles
que l'on a regroupées. Par définition ag est un entier strictement positif. Les
y; sont évidemment tous racines de P; P, ... P, et sont donc racines d'un
polynéme & coefficients entiers. On peut, comme toujours, supposer ce poly-
noéme sans racine multiple et on peut aussi (quitte & diviser par une puissance
suffisamment élevée de X)) supposer que 0 n’en est pas racine. Notons R un
tel polynéme.
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Ecrivons

R(X) = ijXj avec bpb, £ 0
j=0

et introduisons, pour p premier, les fonctions polynémiales sur R

Ry(t) = "= 1 (R(1))"

et
Fy(t) = fot) + fL(t) + ...+ fgrp+p—1>(t) .

En particulier R, est & coefficients entiers. Et RZ(,k)(O) est égal & son k°7¢
coefficient multiplié par k!. Pour & < p— 1, c’est donc nul. Pour k = p—1 on
trouve directement (p — 1)!R(0)? = (p — 1)!b5. Pour k > p — 1 on trouve donc
un multiple entier de p!. Il en résulte

£y = BhpT et pour k£ p—1, £(0) =0 [p]

et
F,(0) = bbb~ = bobl ™! [p]

On veut maintenant évaluer F), en y;. Puisque y; est racine d’ordre p de R,

et fp,ona fzgk)(yi) =0si k < p. Pour k > p, notons c; les coefficients de R,,
on a

rpt+p—1—k R]()k+j)(0)

. B .
RF(X) = > 1 X
7=0
rp+p—1—Fk .
L _ (k+3)lektj
BOE) = ), X
7=0
rp+p—1-k ) )
RP(X) = Y MO en X
7=0
retpol-k g . .
D D e R
7=0
rp+p—1-k . .
X)) = pp+1) . kbPTICL ey XP
7=0

et donc il existe un polynéme Sy, i & coefficients entiers tel que

£ = pbrm S,
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et donc aussi un polynéme S, & coefficients entiers tel que

p—1
Iy = Zfzgk) +pb:p_15p ‘
k=0

Il en résulte

Fyyi) = pbi? =" Sp (i) -
Remarquons que S i est de degré rp+p— 1 —k et donc que S, est de degré
inférieur ou égal & rp — 1. Il en résulte que > ._, Sp(y;) est un polynome &
coefficients entiers en les fonctions symétriques élémentaires des y;, i.e. en les
bi/b,, de degré total inférieur & rp — 1. En particulier b77=1 577 S, (y;) est
entier. D’olt

> Folu) =0

et

r

S (Fp(wi) + e F(0)) = —aobobl ™" [p] -

i=1
On en conclut que c’est un entier non nul modulo p si p est supérieur a
max(ag, |bol, |br])-
Or on a

(7" Fp(t) = e~ (=Fp(t) + Fy(t)) = —fo(t)e™"

et donc

t 1
e Fy(t) — Fy(0) = —/ e " fp(u)du = —t/ e fy (ut)du
0 0
ou encore .
Fy(t) — ' F,(0) = —t/ A= (tu)du .
0
Il en résulte, en notant Y = sup; |y,

r

Y (Fylyi) — €' Fp(0))

i=1

brp—l
<rYe¥ —/———YP7l sup |R@)P
N (p—1)! tE[—Y;Y]| )

et donc cette quantité tend vers 0 quand p tend vers U'infini. Mais on vient de
voir que c’est un entier non nul modulo p pour tout p premier assez grand, et
donc un entier non nul pour tout p premier assez grand. Cette contradiction
nous assure que 7 est transcendant.
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Exercice 7
Racines carrées de —1 dans

1. Tout d’abord si n et m sont deux entiers naturels non nuls, on a v,(nm) =
vp(n) 4+ vp(m) par application directe de la définition de v,. La méme pro-
priété reste vraie pour n et m entiers relatifs puisque la valeur absolue est
multiplicative.

Sir = q1/q2 = q|/q%5 est un rationnel non nul, alors ¢1¢5 = ¢29] est un
entier relatif non nul et donc

vp(91) + vp(95) = vp(9145) = vp(q241) = vp(g2) + vp(a1) -
D’ou
vp(g1) = vplg2) = vp (1) — vplgs) -
2. Comme p* = e”198(P) est toujours strictement positif, il est clair que
Ny(r)=0&r=0.

Sirire = 0, I'un des deux est nul et I'égalité N,(rirq) = Np(r1)Np(r2) est
claire. Sinon, écrivons 1 = ¢q1/q2 et 1o = ¢} /¢% avec q1, q2, ¢} et ¢4 entiers
relatifs non nuls. On a

vp(rire) = vp(q147) — vp(g295)
= vlq)+ vp(qll) —Up(g2) — vp(qlz)
= vp(r) + vp(r2)
et donc
Np(rirz) = Np(r1)Np(r2) -

Par définition de vy, si n est un entier (relatif) non nul, on an = p'»(Mm avec
m premier & p. En écrivant » = q1/¢2, on obtient

R Y | B 1
pvp(‘h)q/z q/2

avec ¢} et ¢4 des entiers (relatifs) premiers & p. Ecrivons donc ry et ro sous
cette forme:

= |S\

N~

r+re = pvp(rl)g_l + pvp(h)
2

et notons & = min{v,(r1),v,(r2)}. On a

/

L PP TE g g 4 prr )=k gl g
9245

rE+re=p

Comme qz¢4 est premier & p (par le lemme de Gauf$, puisque g2 et ¢4 le sont),
on a vp(r1+72) > k. En fait on a méme égalité si vp(r1) # v,(r2) puisque dans
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ce cas 'un des deux termes du numérateur est divisible par p et pas 'autre.
En tout cas N,(r1 + r2) < p=% = max{N,(r1), Np(ra)} < Np(r1) + Np(ra).

Remarque : cette valeur absolue est connue sous le nom de valeur absolue
p-adique. La propriété que nous venons de montrer, plus forte que I’'inégalité
triangulaire, est dite ultramétrique. Elle exprime le fait que si deux boules se
rencontrent, alors I'une des deux est incluse dans 'autre! Enfin cette valeur
absolue n’est pas archimédienne et se distingue donc encore une fois de la
valeur absolue usuelle.

3. Pour n et m deux entiers supérieurs & 1, on a ap4m — an = am 107 et donc
Us(antm — an) = n, soit encore Nz(apim — an) = 5. Il en résulte que la
suite (ap)n>1 est bien de Cauchy.

4. De plus on a 3a, + 1 = 10" et donc a, + 1/3 = 10" /3. Il en résulte

1
N5 (Cln + g) = 5—n

et donc la suite (an),>1 converge vers —1/3.

5. Pour n arbitrairement grand, on cherche un rationnel r tel que N,(r* + 1)
soit inférieur a p=".

On a vu que N, est ultramétrique. En conséquence si Np(r2 +1) < 1,
alors on doit avoir N, (r?) =1 car sinon N,(r* + 1) = max{N,(r?), N,(1)} =
max{N,(r?),1} > 1. Comme N, est multiplicative, on doit avoir N,(r) = 1.

Autrement dit on doit avoir » = ¢q1/¢2 avec ¢; et gs premiers & p. On a
alors

Np(r? + 1) = Ny(47 + 43) /Ny (43) = Np(ai + 43)

et donc, pour n arbitrairement grand, on cherche ¢ et g2 tels que v, (¢ +4¢3) >
n ou encore tels que

ai+q3=0[p".
Comme ¢ est premier & p, il 'est & p™ et on peut trouver une relation de
Bézout entre eux: ags + bp™ = 1 avec a et b entiers. On a alors

(ag)? + 1= (aq1)* + (ag2)* = a*(¢f +¢3) =0 [p"] .
Et on est donc ramené a trouver un entier ¢ premier & p tel que
¢ +1=0[)p"].

Le probleme est donc de trouver une suite (an)nzl d’entiers tels que ai—l—l =
0 [p"].

Supposons d’abord le probléme résolu pour n = 1 et cherchons as. Re-
marquons que a3 + 1 = 0 [p?] entraine en particulier a3 + 1 = 0 [p] et donc
a? = a? [p]. Quitte & changer as en —as, on peut donc choisir as = a; [p].
Autrement dit on cherche as sous la forme a; + zp.
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On a
(ay +2p)? + 1= (a +1) + 2a12p + 2%p* = (af + 1) + 2a12p [p?]
et, puisque a? + 1 est un entier divisible par p, on cherche donc z tel que

2
1
2a1x + o +

=0 [p].

Ceci est évidemment possible si p est impair car —2a; est premier & p (car 2
et ay le sont) et admet alors un inverse modulo p (¢’est la relation de Bézout),
disons y et on choisit @ = y(af 4+ 1)/p ou encore as = a; + y(aj + 1).

En fait le méme calcul convient pour calculer a,41 en fonction de a,. On
peut encore choisir a,+1 = a, [p"] et on trouve

Ap41 = On + y(ai + 1) )

oll y est I'inverse de —2a,, modulo p (autrement dit on a une relation de Bézout
entre p et —2a, de la forme —2a,y + up = 1 avec u et y entiers). Finalement
on voit que si p est impair et si on peut trouver a; tel que a? +1 = 0 [p] alors
on peut trouver une suite de rationnels (an)nzl telle que ai tende vers —1
pour N,.

Dans le cas p = 2, on voit que le probléme a2+ 1 = 0 [4] n’a pas de solution
car les carrés modulo 4 sont 0 et 1.

Il nous reste donc & voir quand on peut résoudre 2+ 1 = 0 [p] pour p
premier impair. Remarquons que le petit théoreme de Fermat (ou le théoreme
de Wilson) entraine que

1= P11 = (lﬂ)(p—l)/? = (_1)(17—1)/2 [p]

pour tout x solution de 1’équation. En conséquence I’équation n’a pas de
solution quand (p — 1)/2 est impair, ou encore lorsque p est congru & —1
modulo 4.

Si au contraire p est congru & 1 modulo 4, nous allons montrer que I’équation
a une solution (en fait 2!). L’équation #? = 1 [p] a au plus deux solutions
modulo p, d’aprés le lemme de Gaufl, puisque

1= (x—D(x+1)[p].

Ces solutions sont donc 1 et —1 modulo p.

Maintenant, pour tout entier # premier & p, on a ’~! = 1 [p] et donc
(P=1/2 egt de carré 1 modulo p, et est par conséquent égal soit & 1, soit
a —1 modulo p. Si a est tel que aP~D/2 = 1 [p], on peut écrire la division
euclidienne de X=1/2 — 1 par X — a dans Z[X]

XE=D/2 1 = Q(X)(X —a)+b

oll b est un entier et @) est un polyndéme unitaire de degré (p—3)/2. En faisant
X = a dans cette égalité, il vient p|b et donc
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X=1/2 _ 1 = Q(X)(X —a) [p]

en ce sens que la congruence est vraie pour toute valeur entiere de X. En
particulier si aj,az,...,ap_1y/2 sont (p — 1)/2 entiers non congrus (deux a
deux) entre eux modulo p et tels que leur puissance (p— 1)/2-éme est congrue
a 1 modulo p, alors

(p—1)/2
x-02_q= (X — a;) [p]

i=1

et le lemme de GauR assure que si un entier vérifie 2(P=1/2 = 1 [p], alors il
est congru & I'un des a;. En conséquence ’équation z(?~1/? = 1 [p] admet au
plus (p — 1)/2 solutions modulo p. Il en est en fait de méme pour ’équation
xP=1/2 = _1 [p] et elles ont par conséquent chacune exactement (p — 1)/2
solutions modulo p.

Il nous suffisait d’en avoir une pour trouver une réponse a notre probléme

puisque si z vérifie =1/ = —1 [p] alors y = zP~V/* vérifie y* = —1 [p]
et on peut vérifier que —y est alors I'unique autre solution modulo p & la
congruence z% = —1 [p].

En résumé on peut trouver une suite de rationnels dont le carré tend vers
—1 pour N, si et seulement si p est congru & 1 modulo 4. Il est & noter que
cette suite peut étre prise de Cauchy puisque nous ’avons construite vérifiant
Unt1 = an [p"] et done Ny (an4x —an) < p~7 pour tout couple d’entiers (n, k).

6. 11 en résulte en particulier que @@ n’est pas complet pour N, quand p est
congru & 1 modulo 4 puisqu’aucun rationnel n’est de carré —1. Si p est impair,
la méme méthode permet de construire une suite d’entiers dont le carré tend

vers 1 — p. On commence avec a3 = 1 et as = 1+ p(p — 1)/2, puis on a
ant1 = an + y(a2 + p— 1) olt y est linverse de —2a,, modulo p. Enfin si
p = 2 on doit choisir une équation de degré supérieur si on veut pouvoir

appliquer la méthode précédente. On vérifie que la suite définie par a; = 1 et
pt1 = af’l + ay,, + 3 est telle que af’l tend vers —3 pour Ns. Pour finir @ n’est
complet pour aucune de ces valeurs absolues et, comme dans le cas de R et
de la valeur absolue usuelle, cela donne lieu a la construction du complété de
@ pour chaque valeur absolue N, : Q.

Commentaires. On peut montrer que les seules valeurs absolues non triviales
sur @ sont celles que 'on a construites et celle que 'on connait bien, & un
facteur exponentiel prés. Autrement dit les seules valeurs absolues sur Q) sont
|z|*, pour 0 < s < 1 et a=?») pour @ > 1 ainsi que la valeur absolue
constamment égale & 1 (pour x non nul).

La méthode de résolution d’une équation dans Q, par approximations suc-
cessives est connue sous le nom de «lemme de Hensel».

Pour énoncer ce lemme, nous aurons besoin de quelques notations supplé-
mentaires. Introduisons Z, I’ensemble des entiers p-adiques, ¢’est par défini-
tion l’ensemble des & dans @, tels que N,(x) < 1. On peut montrer que ce
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n’est rien d’autre que I’adhérence de Z dans @, pour la topologie induite par
N,. Autrement dit tout entier p-adique est limite d’une suite d’entiers (la
limite étant prise au sens de N, ). Remarquons que tout entier peut se déve-
lopper en base p sous la forme ag 4+ a1p+ ... a,p" avec les a; compris entre 0
et p— 1. Or toute série de la forme

+oo

> anp”

n=0

converge pour N, puisqu'un paquet de Cauchy vérifie

l
N, (Z p) < max{N, (a,p")} < p~* |

n=k
Il en résulte que Z, n’est rien d’autre que I’ensemble des éléments de la forme

+ oo

> anp”

n=0

pour des coefficients a,, tous compris entre 0 et p — 1. On peut aussi décrire
Qp de cette facon, ce sont les éléments de la forme

+ oo

> anp”

n=ng

pour un certain ng dans Z (dépendant de x) et des a, tous compris entre 0
et p—1.

L’ensemble Z, est un anneau (dont le corps des fractions est () et on
peut considérer ’anneau des polynémes & coefficients dans Z,, noté Z,[X]. St
P(X)=ap+ a1 X + ...+ a, X" est un tel polynéme, on notera sa norme au
sens de Gauld

1P lgause = max Ny a)

Cette norme est multiplicative, en ce sens que, si P et @) sont deux polynoémes,
on a

1P@llgauss = [1Plgauss||@l]gauss -

Soit maintenant /7, 1’ensemble des polynémes sur Z, de degré strictement
inférieur & n (si on prenait @, au lieu de Z, ce serait un espace vectoriel de
dimension n, ici on obtient I’analogue sur un anneau, i.e. un module). Si P et
@ sont de degré n et m respectivement, on a une application

¢ . E,xE, — Engm
(R,S) +— PS+QR.

Si on rapporte les F, & la base canonique (1, X,..., X"~1) on note R(P, Q)
le déterminant de I’application #. C’est au signe prés ce que ’on appelle le
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résultant des deux polynémes. Ce scalaire n’est en fait nul que si P et () ont
un facteur en commun.

On prend maintenant P, ) et R dans Z,[X] et on suppose que QR est
presque égal & P au sens suivant

— deg(P) = deg(Q) + deg(R)
— deg(P — QR) < deg(P) (autrement dit le coefficient dominant de QR est
le méme que celui de P)

— Il existe 0 < € < 1 tel que ||P — QR||gauss < €Np (R(Q, R))z.

Alors on peut factoriser P par des polynémes proches de ) et R en ce sens
que

- P=QR

— deg(Q) = deg(Q) et deg(Q — Q) < deg(Q)
— deg(R) = deg(R) et deg(R — R) < deg(R)
- ||Q - QHgauss S ( (Q’ ))
o ||R_ R||9auss S p ( (Q’ R))

Ce lemme n’est rien d’autre que le théoreme des fonctions implicites (en plu-
sieurs variables) appliqué & la fonction

ST)—=(Q+S)(R+T)-P

(on aura Q=Q+Set R=R+ T) et le résultant est tout simplement le
jacobien de cette transformation.

Ce lemme se spécialise en le lemme de Newton (qui est I’analogue p-adique
de la méthode de Newton de résolution des équations numériques, ou méthode
des tangentes). Si P prend une valeur suffisamment petite en «, alors on peut
trouver une racine de P proche de . De facon plus précise, soit P un polynéme
& coefficients dans Z,, et o dans Z, tel que

2
Ny (P(a)) < N, (P'(a))
avec 0 < € < 1, alors il existe @ dans Z, tel que
P(B)=0 et Ny(a—pB)<eN, (P(a)) .

Pour d’autres résultats sur les nombres p-adiques, on peut regarder ’exer-
cice 17. De nombreux livres existent sur ce sujet trés riche. Pour commencer
on peut lire Yvette Amice, Les nombres p-adiques, paru aux Presses Univer-
sitaires de France. On peut aussi consulter des livres plus spécialisés: Borevic
et Safarevié¢, Théorie des nombres, paru chez Gauthier-Villars, Serre, Corps
locauz, paru chez Hermann ou encore Weil, Basic number theory, paru chez
Springer-Verlag.
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FEzxercice 8
Zéros de certaines séries de Fourier

Soit I = [a; @ + 27] un intervalle de longueur 27 fixé. Si f a 2n zéros sur cet
intervalle; ce sera encore vrai sur n’importe quel autre intervalle de longueur
27, par 2m-périodicité. On peut supposer que f n’est pas identiquement nulle
(sinon le résultat est immédiat) et donc aussi que I a été choisi de sorte que
fla) # 0.

On va montrer qu’alors f change au moins 2n fois de signe sur I. Par
continuité de f les points ol elle change de signe sont nécessairement des
zéros, le contraire n’étant pas forcément vrai. Remarquons également que, f
étant périodique, elle change nécessairement de signe un nombre pair de fois
entre a et a + 27 (puisque f(a) et f(a + 27) = f(a) sont de méme signe).
Aussi s1 f ne change pas 2n fois de signe, elle ne change au plus que 2n — 2
fois de signe.

Vu les hypotheses faites sur f, elle est somme de sa série de Fourier et est
orthogonale (au sens que I'intégrale sur I de fg est nulle) & tout polynome
trigonométrique de la forme

n—1

g(z) = ap + Z (ay cos(kx) + by sin(kz))

pour des réels ai et b quelconques. L’idée est de montrer que 'on peut
toujours trouver un polyndéme trigonométrique non nul de cette forme qui
change de signe en 2m points donnés & "avance dans I, pourvu que m soit
inférieur & n — 1 (la parité de 2m est nécessaire toujours par 2w-périodicité de
9)-
Si tel est le cas et si f ne changeait pas 2n fois de signe sur 7, on pourrait
trouver un polynéme trigonométrique g comme précédemment qui change de
signe en tout point ot f change de signe. Alors la fonction fg serait continue,
ne changerait pas de signe sur I et y aurait pourtant une intégrale nulle. Cette
contradiction montre que f change au moins 2n fois de signe sur [ et y a donc
au moins 2n zéros.

Donnons-nous 2m points distincts de I disons z1, #a, ..., X2, (dont au
plus un est une des bornes) et écrivons le systeme en (ag Jo<k<m et (bg)i1<k<m

g(z;) = ao + Z (ag cos(kz;) + by sin(kz;)) =0 V1<j<2m.
k=1

Posons ¢ = (ar — ibg)/2 et e_j;, = ¢ pour 1 <k < m et ¢y = ag. On a alors
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m
co + E (Ckezkx_i_c_ke—zkx)
k=1

g9(z)

m

— E Ckezkx
k=—m

2m

— e—imx E Ck_meikx ]

k=0
Posons z; = exp(iz;) et P le polynéme & coefficients complexes

2m

P(X) = crmX¥,

k=0

on a ) )
g(x) — e—zmxp(ezx)

et donc le systeme précédent est équivalent &
P(z;)=0 V1<j<2m.

Remarquons que z; = 2, si et seulement si x; —x; € 27Z 1.e. ; = x puisque
I est de longueur 27 et qu’au plus I'un des #; est une des bornes. 1l est donc
nécessaire que P soit de la forme

PX)=cJ[(xX-2),

j=1

la constante ¢ étant déterminée par le fait que le coefficient dominant de P
est nécessairement conjugué i son terme constant, i.e.

2m
c = CHZ]
j=1

ou encore

Cela étant possible puisque les z; sont des nombres complexes de module 1.
Ecrivons le développement de P :

2m
P(X) =) op_mX”
k=0

On a a,, = a_,, et il faut montrer que a et a_g sont bien conjugués pour
tout k. Pour cela il suffit de remarquer que si
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2m
Q(X) = Zam—ka 5
k=0
alors (en tenant compte de zj_l = 7; car ce sont des complexes de module 1)

2m 2m
Q(z) = Zam_sz = Zak_mz]?m_k = zjsz(zj) =0.
k=0 k=0

@ est donc un polynoéme de degré au plus 2m admettant les mémes racines
que celles de P et qui a le méme coefficient dominant que celui de P, on a
donc Q = P et donc a_g = @i pour tout 0 < k < m.

Un polynéme trigonométrique g s’annulant en les z; existe donc bien. Il
reste & voir qu’il change de signe en chacun des points. Or ¢ s’annule en z si
et seulement si P s’annule en € et, de plus,

g/(l‘) — e—imx (_imp(eix) 4 ieixp/(eix))

(la quantité est en fait réelle). Donc g(x) = g¢'(x) = 0 si et seulement si
P(e'®) = P'(e®) = 0.

Les z; sont les seules racines de P par construction et aucun n’est racine
de P’ car tous les z; sont distincts deux & deux et exposant de X — z; dans
P est donc exactement 1, exprimant que z; n’est pas racine double de P. Il
en résulte que les zéros de g sur I sont exactement les x; et qu’en ces points
g" est non nulle. L’équivalent de g au voisinage de z; est donc (z — z;)g¢'(2;)
(d’apres la formule de Taylor-Young par exemple) et g change de signe en z;.
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Fxzercice 9
Sur l'inégalité arithmético-géométrique

1. Dans le cas ot x = a, on a

+oo u

1 /+°° ut+1-—1
- = -  du
2 Jo (u+1)3

1 [t 1 1
= 3 7~ 5 | du
z? Jy (u+1) (u+1)
1 1
= —(1-=
= (1-3)
1

22

Pour calculer (z,a) dans le cas z distinct de a, il faut décomposer I'in-
tégrand en éléments simples. Comme le degré du numérateur est strictement
inférieur & celui du dénominateur, la partie entieére de la fraction rationnelle
est nulle et on peut donc écrire

u o 8 ~y

(u+1)(z + au)? u—|—1+x—|—au+ (z + au)?

avec «a, 3 et v des réels. Les termes correspondants aux exposants maximaux
de chacun des éléments simples sont immédiats a calculer :

U 1
0= — —
(rtau)|-_, (z—a)?
et
o u oz
1= u—+1 u:_x/a_a:—a'

Pour calculer § on a plusieurs possibilités. On peut diviser suivant les puis-
sances croissantes de (z + au) ou bien identifier etc. Le plus simple est sans
doute d’utiliser la formule de Taylor. En effet, on a

— :'y—i—ﬁ(r—i—au)—l—O((r—l—au)z)

et donc af est la dérivée de u/(u+ 1) en —x/a. D’oll

1 a?
i eyl I e

a

et
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(e —ap

On peut maintenant calculer une primitive de I'intégrand

8=

[ ermerar® = /<‘<x—a>i<u+1>+<x—a>;zx+au>)d“
+/(<x—a><i+au>2)d“

1 x -+ au z(lx —a
(x —a)? (10g : _a(i‘—l—au)))

u41
d’ou (la fraction rationnelle dans le logarithme est toujours positive pour u
dans RY puisque a et x sont strictement positifs)

I(z,a) = ﬁ (log(a) — log(x) +

On peut réerire ce calcul, sans distinguer de cas, sous la forme

x—a) _ alog(a/z) +z—a .

a a(z — a)?

log(a) 177 + (z — a)?I(x,a) .

xr a

D’out
log (g) = log(4) - ZZZ;pi log(:)
= (ZZZ;M) log(4) — ZZ:M log(x)

= gpi (% + (s — A)zl(xi,A))

_ (Zilip) A3 (piw) - . 270,
- y +;pl(% — A (x;, A)
= % + pizi — A (2, A)

i=1

Comme I(xz, a) est I'intégrale d’une fonction strictement positive, c’est une
quantité strictement positive. Il en résulte que le terme de droite dans ’égalité
précédente est toujours positif (donc A > @) et qu’il n’est nul que si tous les
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z; sont égaux & A. En résumé A est toujours supérieur & G et ne lui est égal
que si tous les réels z; sont égaux entre eux.

2. Remarquons que A’ = 1 — A puisque

A/IZn:pi(l—l‘i)I (Zn:pz) —AII—A
i=1 i=1

et donc y; — A" = A — 2;. Pour comparer A/G & A'/G', on compare leurs
logarithmes :

log (g) “log (g) - Zp« AV (e, A) — (5 — A (i, A)

Zpi(l’i — A (I, A) — I(1 — 21,1 — A)) |

Or, en notant f, o(u) l'intégrand de I(z, a),

fea(w) = fimei-a(u) = (u+ D)z +auw)? (u+1)(1—az+(1—a)u)?
u (1—z+(1—a)u)?—(zr+au)?

u+1l (z4aw)?(l—z+ (1 —a)u)?
v (14wl =224+ (1—2a)u)

u+t1(z+auw)?2(1—2+ (1 —a)u)?
u[(1=2a)u+ (1 —22)]

(x4 au)?(1 —z + (1 — a)u)?

et Pintégrand est donc positif dés que @ et a sont inférieurs & 1/2. Or donc si
tous les x; sont inférieurs & 1/2, il en est de méme de leur moyenne arithmé-
tique et ’expression précédente montre que A/G est supérieur & A’/G'. De
plus il n’y a égalité que si tous les &; sont égaux.

Commentaires. Euler a démontré de facon élémentaire et élégante I'inégalité
entre moyennes arithmétique et géométrique non pondérées. Pour 2 réels, c’est
I'inégalité de Cauchy-Schwartz ou une identité remarquable. On en déduit
I'inégalité pour 27 réels par récurrence. On 'applique pour n quelconque en
complétant par 27 — n réels tous égaux a la moyenne arithmétique des n
premiers : la moyenne arithmétique ne change pas et on obtient

n
HxiATn—n < AZm
i=1

d’olt
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Mais on peut aussi aller plus loin et introduire la moyenne d’ordre r

r P\ L7
Mo(re, . ) = (u) .

La moyenne géométrique correspond & r = 0, 'arithmétique & » = 1, la norme
euclidienne est obtenue pour r = 2, la moyenne harmonique correspond &
r = —1 etc. Par utilisation de la convexité de x", on prouve que, les n réels
étant fixés, M, est une fonction croissante de r et elle est méme strictement
croissante deés que les n réels ne sont pas identiques.
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FEzercice 10
Dimension de Hausdorff d’un compact de R”

1. Pour 0 < r < 1 la fonction de R dans R 4 qui & d associe 7% est décroissante,
donc ¢ est décroissante.
Supposons que, pour un certain dy, on ait g(dp) < 4o00. Pour d supérieur

adgona

)= St < (S ) s

iel i€l
et donc
. d_dD .

BLIGD S B S0,
Il en résulte g(d) = 0 puisque 'infimum de f(dy,U) a une limite finie quand
¢ tend vers 0 et 97 tend vers 0, puisque d — dy > 0.

Donc si g est finie en un point, elle est nulle aprés. Montrons que ¢ est finie
pour d = n. On munit R” de la norme du sup pour laquelle les « boules» sont
des cubes. Dans ce cas r” représente tout simplement le volume euclidien du
cube de coté r. Donc f(d,U) est le volume total du recouvrement. Si K est
un compact, il est borné et donc inclus dans un cube, disons de c6té a. En
découpant ce gros cube en k" cubes (ouverts) de cotés légérement supérieurs
3 a/k, par exemple de coté (1 4+ 1/k)*/"a/k, on arrive & recouvrir le cube (et
done K) de sorte que f(n,U) = (1 + 1/k)a™ et comme r(U) tend vers 0, cela
prouve que g(n) < a” < 4o0.

De plus, pour des normes équivalentes, les boules respectives sont incluses
les unes dans les autres & condition de multiplier le rayon par une constante.
Soit B(x,r) les boules ouvertes pour la premiére norme et B’(xz,r) celles pour
la seconde norme. Il existe deux réels strictement positifs a et 3 tels que, pour
tout point x et tout rayon r,

B(z,ar) C B'(z,r) C B(z, 3r) .

Par conséquent, si on note g et ¢’ les fonctions correspondant & chacune des
normes, on a a’g(d) < ¢'(d) < B%g(d) et donc g et g’ sont nulles, finies non
nulles ou infinies simultanément.

Il résulte de cette étude qu’il existe un unique dy tel que

1. Pour tout d strictement inférieur a dy, g(d) = +o0.
2. Pour tout d strictement supérieur a dg, g(d) = 0.
3.0na0<dy<n.

Il est & noter que la valeur de g(dp) n’est pas déterminée et peut étre nulle
ou infinie.

2. On se place toujours dans R™ muni de la norme du sup. Avec le raisonnement
précédent on peut recouvrir un carré de c6té a par k? cubes de coté (1 +
1/k)?a/k. 11 en résulte que g(2) < a? est finie. Donc dy < 2. On a remarqué
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que la valeur de dy est indépendante de la norme choisie mais il est aussi
invariant si on change K par une isométrie (pour une norme quelconque, par
exemple par une rotation, qui est une isométrie pour la norme euclidienne).
On peut donc supposer que le carré a ses cOtés paralleles aux deux premiers
axes de coordonnées. Dans ce cas I'intersection d'un cube de c6té b (qui a
aussi un diametre b pour la norme du sup) avec le carré est un compact inclus
dans le carré dont le diametre est inférieur & b et est donc inclus dans un carré
de c6té b. Pour la norme euclidienne ce carré a une surface b2 et il faut donc
au moins a?/b? tels carrés si on veut recouvrir totalement le carré initial (la
surface euclidienne d’une réunion est inférieure & la somme des surfaces de
chacun des ensembles qui la composent). On a done
f(d,U)>a®%% s #(U)<b.

Et done, si d < 2, on a g(d) = +o00. D’olt dy = 2.

Le méme raisonnement montre que dyp = 1 pour un segment.

Passons a 1’étude de I’ensemble de Cantor. On admettra ici que ’ensemble
de Cantor est compact. Pour le démontrer il suffit de pratiquer une extraction
diagonale de suites convergentes & partir d’une suite de points de cet ensemble,
suite de points qui est donc une «suite de suites» .

On a vu qu’en fait dy est indépendant de n puisqu’une boule euclidienne
de R™ coupe R™ suivant une boule de R™ (ou I’ensemble vide). On va donc
supposer n = 1 pour simplifier les notations. On se donne un point z de
K défini par une suite (ap)nen. Les points définis par des suites dont les p
premiers termes coincident avec x sont & une distance majorée par

00 3—p—1
o 23T =2—F =370,
n=p+1 1 -3

Si on prend le recouvrement donné par les segments de longueur 377 et dont
les extrémités inférieures sont les points dont les p premiers termes sont arbi-
traires et les suivants tous nuls, on a f(d,U) = 2°37% 1l en résulte

log 2

do < .
"= log3

Il faut maintenant écrire une condition de recouvrement. Notons ny le
nombre d’intervalles I de U dont les longueurs »(I) vérifient 3= < <
37%. On va montrer qu’il est nécessaire que

+oo
> m2b > 1
k=0

(on remarquera que c’est en fait une somme finie).
Pour p entier, notons I, ’ensemble des points de la forme
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P

Z a3~ "

n=1

ou de la forme

P +oo P
D a3+ Y 23T =374 a,37".
n=1

n=1 n=p+1
I
1y % % |
0 u3 2/3 1
IR L
0 19 2/9 U3 2/3 79 89 1

Ce sont 2P*! points de K tels que la plus petite distance entre deux d’entre
eux est 37F. Donc un intervalle de longueur inférieure & 377 recouvre au plus
2 de ces points.

De plus entre deux points de [,_; il y a soit deux autres points de I,, soit
aucun et donc en tout au plus 4 points de [,. Donc entre deux points de [,_
il y a au plus 28t points de I,. Comme un intervalle de longueur inférieure
A 3P contient au plus deux points de Ip—_k, il contient au plus 2k+1 points
de I,. Prenons un p tel que r(I) > 37?~! pour tout I dans U. On a alors

ortl  —  (ard 1,
= Card (UjeUIﬂ Ip)
< Z Card (IN1,)

IeU

P
Z Z Card (IN1,)
k=0 U

= Ie
3k—p=lgp(I)<3k—r

Z 9k+1

ey
3k—p-lcp(I)<3k—r

14
k+1
Z”P—kQ *

k=0

P
k=0

IN

NE

=
I
=)

IN

IN

D’ot I’assertion.
Notons ¢ le plus petit indice tel que n, soit non nul. Avec le calcul précédent,
on déduit, pour d inférieur a log?2/log3,
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+ oo
fd,U) > an3_(k+1)d

k=0
1%

> = Z nkQ_k exp(k+1)(log2—dlog3)
2 k=0
1 [&

> 5 (Z nkQ_k) exp(q+1)(log2—dlog3)

k=0
> %exp(q+1)(log2—dlog3).

Comme ¢ doit tendre vers I'infini quand € tend vers 0, on en déduit que g(d) est
infini dés que d est strictement inférieur & log2/log3. D’oli dy = log?2/ log3.

Commentaires. Le nombre dy s’appelle la dimension de Hausdorff du com-
pact K. On a pu voir que quand le compact a un d-volume pour un entier
d (d = 0 désigne les ensembles finis, d = 1 ceux qui ont une longueur finie
non nulle, d = 2 ceux qui ont une surface finie non nulle etc.) alors dy = d.
La dimension de Hausdorff généralise donc la notion intuitive de dimension
en géométrie euclidienne. D’ailleurs le nombre ¢ qui intervient dans f(d,U)
n’est rien d’autre que le d-volume de la boule de rayon r (& une constante
multiplicative pres).

(C’est une notion importante pour I’étude des fractales. L’ensemble de Can-
tor fournit un exemple de mesure nulle (en ce sens qu’il peut étre recouvert
par des intervalles de sorte que la somme de leurs longueurs soit arbitraire-
ment petite) qui n’est pas de dimension de Hausdorff nulle. Cet ensemble est
au cceur de ’étude des ensembles de Julia et de Mandelbrot. En effet, appe-
lons ensemble de Julia (rempli) ensemble des z tels que la suite donnée par
Zo =z et zpqy1 = zg + ¢ reste bornée. L’ensemble de Mandelbrot est simple-
ment ’ensemble des ¢ pour lesquels cet ensemble de Julia contient 0 (0 est le
point o1 la dérivée de z — 2% +¢ s’annule, i.e. le point critique de application
itérée). Alors soit ¢ appartient & I’ensemble de Mandelbrot et alors I’ensemble
de Julia est connexe, soit il ne lui appartient pas et alors I’ensemble de Julia
est homéomorphe & un ensemble de Cantor. Un dernier mot & ce sujet, c’est
un fait non évident que ’ensemble de Mandelbrot est en fait connexe.
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Un autre exemple de dimension de Hausdorff non entiére est donné par
I’étoile de Koch qui s’obtient en rajoutant & 'infini des triangles équilatéraux
sur les cotés d’un triangle équilatéral. Sa dimension est 2log(2)/ log(3).

A




76 Chapitre 8. Solutions des 29 petits problémes

FEzercice 11
Ensembles semi-algébriques

Ftudions d’abord le cas de R2 Dans ce cas on définit
E={(zx,y) ER*|z>0ety>0}.

On veut alors montrer qu’il n’existe pas de polynéme P en deux variables tel
que
E={(x,y) €R?*| P(x,y) >0} .

Supposons donc le contraire. Comme P(x,y) est strictement positif sur F
il est encore positif ou nul quand x ou y s’annule et comme il ne peut plus
étre strictement positif (car (x, y) n’appartient pas a F), il doit donc étre nul.
Ecrivons alors P comme polynéme en y & coefficients des polynémes en z :

P(z,y) = Po(z) +yPr(x) + ...+ y" Pu(x) .
Pour y =0 et z > 0 on a donc
P(z,y) = Py(x) =0.

Il en résulte Py = 0 et donc y divise P.
De méme x divise P et on peut écrire

P(z,y) = 2"y Q(a,y) ,

avec k et [ strictement positifs et ) divisible ni par z, ni par y. Autrement dit
Q(z,0) n’est pas identiquement nul en z et Q(0,y) n’est pas identiquement
nul en y.

Soit donc zg strictement positif tel que Q(xp,0) = ¢o est non nul. On a
alors, au voisinage de y = 0,

P(zo,y) ~ qozfy .

Comme (zg,y) est dans E si et seulement si y est strictement positif, il en
résulte que | doit étre impair.

De méme on démontre que & doit étre impair. Comme alors k + [ est pair,
on voit que le probléme va se montrer en (0, 0). Ecrivons

P(z,y) = 2"y (Qo(z) + yQ1(z) + .. .+ ¥ Qm(2))

oll )y n’est donc pas identiquement nul. Soit p le plus petit indice tel que le
coefficient @, soit non nul et ¢ le degré de Qg . On a, pour a > ¢,

P(t,1%) = " (apt? + O(t" 1Y) + O(t?)) ~ a,tFtrtel

De plus (¢,t%) appartient & F si et seulement si ¢ est strictement positif (&
cause de la premiere coordonnée, cela est indépendant de a).
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Il en résulte que a, doit étre strictement positif et surtout que k+p+al doit
toujours &tre impair, quelque soit Ientier a supérieur a ¢ choisi. Par imparité
de I, cela est bien entendu impossible puisque

k+p+(a+)l=(k+p+al)+l

est de parité opposée a celle de k+p+al. Ceci fournit la contradiction cherchée.

Pour le cas de dimension supérieure, il faut faire plus attention car rien
n’empéche un des polynémes d’étre encore strictement positif en dehors de
E, tant qu’au moins I'un d’eux ne ’est plus. Aussi on ne peut plus démontrer
que x, y et z divisent tous les polynémes, mais seulement que chacun de ces
mondmes divise I'un des polynémes. Mais on peut tout de méme généraliser
I’approche de la fin de la démonstration en étudiant P(¢%,¢° ¢¢). Comme on
a deux polynémes et trois parametres, on peut espérer bien choisir les para-
metres de sorte que les deux polynémes soient équivalents en 0 & un mondéme
pair, ce qui sera bien siir une contradiction & condition que ’'un des trois pa-
ramétres soit impair (de sorte que (%, ¢¢) appartienne & E si et seulement
si ¢ est strictement positif).

On veut obtenir un équivalent. Il faut donc prendre a, b et ¢ suffisamment
différents pour que les contributions se découplent. Par exemple b bien plus
grand que ¢ et a encore plus grand. Ecrivons

P(x,y,z) = Zaiyjykxiyjzk et Qz,y,z) = Zbiyjykxiyjzk :
i,k N
On introduit successivement
ip = mln{z | 3(], k’) aiyjyk 75 0} et iQ = mln{z | 3(], k’) bi,j,k 75 0} ;
jp=min{j | Ik a;p ;1 # 0} et jo =min{j | 3k big jx # 0}
puis
k’P = Hlln{k’ | Aip jp.k 75 0} et k’Q = Hlln{k’ | biQJka 75 0} .

Posons 8 = max(jp, jg) et v = max(kp, kqg).

Prenons un triplet (i, j, k) tel que a; ; 5 soit non nul et supposons que b > ~c
et a > Bb+ e, on a alors deux cas possibles: soit i > ip, soit i = ip. Dans le
premier cas, on a

ai+bj+ck—(aip+bjp+ckp) = a(i—ip)+b(j—jp)+c(k—kp) > a—bf—cy > 0.

Dans le second cas, on peut encore distinguer deux sous-cas: soit j > jp, soit
j = jp. Dans le premier sous-cas, on a

ai—I—bj—I—ck—(aip—l—bjp—l—ckp):b(j—jp)+c(k—kp)2b—6'y>0.

Et dans le deuxieéme
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ai+bj + ck — (aip + bjp + ckp) = c(k— kp) >0
avec égalité si et seulement s1 k = kp. Il en résulte que
P(ta, tb, tc) ~ dip ip kptaip+bjp+ckip

dés que b > yc et a > Bb + vye.
La méme démonstration prouve que

Q(ta,tb,tc) ~ b thaiQ+ij+ckQ

ig.Ja,
dés que b > yc et a > Bb + vye.

Il nous suffit donc de trouver un triplet d’entiers (strictement positifs)
(a,b, ) tel que

a, b et ¢ ne sont pas tous pairs,
aip + bjp + ckp est pair,

aig + bjg + ckg est pair,
a>bB+cyethb>en.

H 0 DN —

La quatrigme condition n’a rien & voir avec les trois premidres et n’est
pas génante. En effet si (a,b,¢) vérifie les trois premiéres conditions, alors
(a4 2(b+ 2cy)5 + 2¢v, b+ 2¢y, ) vérifie les quatre. On est donc ramené & un
probléme de parité et on peut se placer modulo 2. On cherche donc un triplet
(z,y,z) d’entiers modulo 2 (i.e. d’éléments de 7 /27) tels que

(x,y,2) #(0,0,0)

Apz 4+ ppy+vpz =0
et
Agx + poy+vgz =20

ol les coefficients Ap etc. sont les réductions modulo 2 des indices ip etc.

Ce probleme admet évidemment une solution puisque c’est un systéme de
rang au plus 2 en trois variables.

Si on n’est pas convaincu par cet argument d’algebre linéaire, on peut aussi
donner une démonstration & la main. 5i¢p et ¢g sont simultanément pairs, on
prend a impair et les autres pairs. De méme pour un autre couple d’indices.
On peut donc supposer que deux indices ne sont pas simultanément pairs pour
P et (). 51 maintenant ¢p et jp sont pairs, alors ig et jg sont impairs et on
peut prendre a et b impairs mais ¢ pair. De méme s1 P ou () fournit deux
indices pairs. On peut donc supposer que P et ¢ ont au plus un indice pair
chacun et que ce n’est pas le méme. S’ils ont effectivement chacun un indice
pair, on prend alors a, b et ¢ impairs. Si aucun d’eux n’a d’indice pair, on
prend a et b impair, mais ¢ pair. Enfin si seul ¢p est pair, on prend a pair et
b et ¢ impair.

Commentaires. On peut évidemment généraliser cette démonstration & la
dimension quelconque. Dans R” I’ensemble

E={(z1,...,2y) ER" | Viz; >0}
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ne peut se représenter avec n— 1 inéquations polynomiales (en les n variables).

Ceci est un résultat de géométrie algébrique réelle. On peut en déduire
une certaine notion de dimension d’un ensemble semi-algébrique (ensemble
défini par des inéquations polynomiales) qui généralise la notion de dimension
d’ensemble algébrique (ensemble défini par des équations polynomiales).

On pourra aussi se reporter a ’exercice 21 pour d’autres résultats sur les
polynomes & coefficients réels (en une variable cette fois). Pour une introduc-
tion & la géométrie algébrique on pourra consulter Daniel Perrin, Géométrie
algébrique, paru chez Interéditions ou Robin Hartshorne, Algebraic geometry,
paru chez Springer.
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FEzercice 12
Coordonnées de Pliicker des plans de R*

1. Comme la famille (u,v) est une base de F, elle est de rang 2 et donc la
matrice dont les colonnes sont u et v est également de rang 2. En particulier
un de ses mineurs 2 par 2 n’est pas nul. Autrement dit A(FZ;b) est non nulle.

2. On note b = (u,v) et &' = (v,v'). Comme ce sont deux bases de F on
peut écrire u’ et v’ en fonction de u et v: v = au + fv et v/ = yu + v
et ad — By = detp(d’) # 0. Par multilinéarité du déterminant, on a donc

u;v‘; — 31}2 = dety (V') (ujv; — u;v;). Dot

A(E;b) = dety (V) A(E, ) .

3. On se donne une matrice A = A(F;b) avec b = (u,v) et on cherche les
plans F' munis d’une base b tels que A(F;b’) = A. Remarquons que z €
E < (u,v,z) est de rang 2 ou encore tous les mineurs (trois par trois) de la
matrice 4 par 3 dont les colonnes sont u, v et « sont nuls. Autrement dit, on
a aijTy + ajp; + agiz; = 0 pour tout triplet (7,7, k) d’entiers deux & deux
distincts compris entre 1 et 4. Maintenant si @ € I, x vérifie ces équations
puisque A = A(F, V) et que (v',v', z) est de rang 2, donc F C E. Comme ce
sont deux plans, on a donc F' = F.

4. Si A = A(F;b), A est antisymétrique par construction et on a vu qu’elle
est non nulle.
Calculons Az pour un vecteur quelconque de R* de coordonnées z;. La
1*™¢ coordonnée de Az est donc
4 4 .
Z Ai; L5 = Z €Ty '
j=1 j=1

u;
= 4 4
‘ Zj:l ZTjugj Zj:l Ljvj

Ui v
uj vy

et est donc nulle dés que (pour le produit scalaire euclidien usuel de R?%), on
azu==zv=0.

On peut encore remarquer que si (u,v) est une base orthonormée de E,
alors, d’apres le calcul de Ax déja effectué, on a Au= —v et Av = u.

Le noyau de A est donc de dimension au moins 2, ou encore le rang de A
est au plus 2. En particulier son déterminant est nul.

Pour la réciproque, il nous faut tout d’abord analyser un peu les matrices
antisymétriques. Tout d’abord si & est un vecteur propre non nul de A pour
la valeur propre A, alors

‘Az = te(Ax) = Mea = \|z||?

et
frAr = (fzA)e = —("2' A)r = = (Ax)e = " (Ax)e = =)\||z||* .
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Il en résulte que A est nul. Donc les seules valeurs propres de A sont nulles
(les autres racines du polynéme minimal de A sont imaginaires pures, avec
le méme calcul). Comme toute racine non réelle apparait de pair avec sa
complexe conjuguée, le nombre de racines non réelles est pair.

Comme on est en dimension 4, 0 est donc racine de multiplicité 0, 2 ou 4.

Soit maintenant F' le sous-espace caractéristique pour A associé a 0, au-
trement dit le sous-espace des & tels qu’il existe un entier n tel que A%z = 0.
C’est évidemment un sous-espace vectoriel de R* qui est stable par A. Comme
A? = —TAA est symétrique réelle, elle est diagonalisable. Sur F ses valeurs
propres sont forcément nulles et donc, pour tout  dans F, on a A%x = 0.

Soit « dans F et G I'espace vectoriel engendré par x et Az. Comme A%z = 0,
G est stable par A. Si (G est de dimension 1, & est vecteur propre pour A et
donc Az = 0. Sinon soit B une base orthonormée de (G, on peut la compléter
en une base orthonormée de R*. Si P est la matrice de changement de base
associée, 'application linéaire u associée & A admet pour matrice dans la
nouvelle base

A = P7'AP ="PAP
et donc

A =tPIAP = — A"
Autrement dit A’ est antisymétrique. Comme G est stable par A, il en résulte
que la matrice de u restreinte & GG est la matrice 2 par 2 extraite de A’ et
correspondant & B. C’est donc aussi une matrice antisymétrique. Ses deux
coefficients diagonaux sont donc nuls et, sur ’antidiagonale, on a deux coeffi-
cients opposés, disons @ et —a. Le déterminant de cette matrice est done a”.
Mais, comme u? = 0 sur &, son déterminant est nul. On obtient donc a = 0 et
aussi v = 0 sur (. En résumé, on a montré que le sous-espace caractéristique
de A associé & ( est aussi son sous-espace propre, i.e. le noyau de A.

En particulier, si 0 est de multiplicité 4, alors A est nulle. Si donc A est de
déterminant nul sans étre nulle, la multiplicité de 0 est 2 et le noyau de A est
aussi de dimension 2.

Donnons-nous maintenant une matrice A antisymétrique de rang 2. Soit NV
son noyau et £ 'orthogonal de N. Montrons que E est stable par A. En effet
si y appartient & F, pour tout # dans N on a

z.(Ay) ="rAy = —"(Az)y =0

et donc Ay est orthogonal & tout vecteur de N, 1.e. Ay appartient & E. Soit
une base orthonormée de R* obtenue grace & une base orthonormée b de E
complétée par une base orthonormée de N. Dans cette base, I’endomorphisme
u associé & A admet encore une matrice antisymétrique (comme on vient de
le démontrer) et donc forcément de la forme

0 —a 0
A=

o O Q
o O o
o oo o

0
0
0
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avec a non nul (car A et donc A’ ne sont pas nulles). Si P est la matrice de
changement de base telle que

A'='PAP

alors

"PA(E;b)P
est aussi une matrice antisymétrique non nulle préservant F et s’annulant sur
son orthogonal N, et donc admet la méme forme. En particulier il existe un
scalaire A, non nul, tel que

"PA(E; b)P = A’

et donc

A(E;b) = XA .
En changeant la base b, on multiplie A(E;b) par le déterminant d’une base
par rapport a ’autre. Si on multiplie par exemple le premier vecteur de la base
par A en laissant ’autre inchangé, ce déterminant est bien entendu A. Donc il
existe b’ une base de E (avec b’ non nécessairement orthonormée maintenant)
telle que

A(E;V)=A.
En conclusion ’ensemble des matrices A(F; b) est bien I’ensemble des matrices
antisymétriques de déterminant nul mais non nulles.

Commentaires. La matrice & coefficients complexes H = iA est en fait
hermitienne, en ce sens qu’elle est égale & sa transconjuguée (la conjuguée
complexe de sa transposée). Ces matrices, dans R* ou dans un R" général,
jouissent des mémes propriétés que les matrices symétriques réelles (ce sont
celles qui définissent des produits hermitiens sur les espaces vectoriels com-
plexes, les analogues des produits scalaires sur les espaces vectoriels réels). En
particulier elles sont diagonalisables et toutes leurs valeurs propres sont réelles.
La démonstration est d’ailleurs identique & celle pour les matrices symétriques
réelles.

Il en résulte que A est diagonalisable sur C et a ses valeurs propres dans IR.
En utilisant cela on peut montrer que A se ramene, dans une base orthonormée
bien choisie, & une matrice de la forme

0

A

Az

Ap

pour des matrices Ag de la forme

0 —ag
ar 0 ’
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FEzercice 13
Polygones a sommets entiers

Si A et B sont des points entiers la droite qui les joint a une pente rationnelle
(ou infinie) et donc toute droite perpendiculaire & (AB) a une pente également
rationnelle (ou infinie), car égale & I'opposé de I'inverse de la précédente. En
particulier la médiatrice de (A, B) passe par un point & coordonnées ration-
nelles (le milieu de (A, B)) et posséde donc une équation dont les coefficients
sont rationnels:

yA+yB)

(yB —ya) (y— 5 M) :

- nme (22

Le centre du polygone étant sur toutes les médiatrices de couples de sommets,
il est sur celles des sommets entiers. Si A, B et ' sont trois sommets entiers,
(AB) et (AC) ne peuvent étre parallzles et donc les médiatrices D et D
de (A, B) et (A,C) ne le sont pas non plus. Elles se coupent donc en un
unique point: le centre du polygone régulier. On peut choisir des équations
cartésiennes de D et D' de telle sorte que leurs coefficients soient rationnels.
Le point d’intersection est alors calculé grace aux formules de Cramer et est
donc & coordonnées rationnelles.

Si on transforme la figure de départ par une homothétie de rapport entier,
tous les points entiers le restent. On est donc ramené & un polygone ayant
les mémes propriétés que celui de 1’énoncé et dont le centre est entier. En
effectuant une translation de vecteur entier on conserve les points entiers et
on peut donc supposer que le centre est 'origine.

Soit alors G = Z[i] = {a+ib / (a,b) € Z?}. On vérifie aisément que c’est un
sous-anneau de C. En particulier, il est intégre. Soit maintenant (z,y) € G?
avec y non nul. On veut trouver (¢,r) € G? tel que

r=qy+r et Ir| < |yl -
On peut récrire ’équation sous la forme

x r
=g+ - et Z

) ) )
Considérons alors le complexe z = x/y = 21 + iza, avec z1 et zy réels; il est
situé dans un carré d’éléments de GG, & savoir celui formé par les points F(z1)+
iB(z2), E(z1) +i(1+ E(22)), 1 + E(z1) + iE(22) et 14+ E(z1) +i(1 + E(z2)).
Un de ces quatre points au moins est & une distance de z inférieure & 1/4/2
puisque ¢’est la moitié de la longueur d’une diagonale du carré.

"l
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Autrement dit on peut trouver ¢; et go entiers tels que |21 — ¢1] < 1/2 et
|22 — qa2] < 1/2 et alors |z — (g1 + ig2)|> < 1/2. On pose alors ¢ = q1 + igs et
r = & — qy, qui est bien un élément de G puisque c’est un anneau, et on a
r/y = «/y — ¢ qui est bien un complexe de module strictement inférieur & 1.

On définit la notion de divisibilité dans GG comme dans Z : pour z et y dans
G, z divise y §'1l existe d dans G tel que y = dz. 1l est clair que les éléments
inversibles de G, i.e. les x non nuls tels que z et ~! sont dans G, divisent
n’importe quel élément de . Les éléments de (G ayant des modules dont le
carré est un entier, ces inversibles doivent étre de module 1; ce sont donc %1
et i. Pour la méme raison, si « € G, x est divisible par =« et +7z. On appelle
donc «nombres indécomposablesy» de G les p de (G qui ne sont pas inversibles
et qui ne sont divisibles que par leurs huit diviseurs triviaux. Notons Z et P
les ensembles des inversibles et des nombres indécomposables respectivement.
Nous voulons montrer ’existence d’une décomposition essentiellement unique
en nombres indécomposables, & savoir

Vee G\{0},Je€Z,ImeN,I(p1,...,pn) €P" l‘IEHpZ'
i=1

et siz = €[], piet @ =€ [[;_, p} sont deux décompositions de  en facteurs
indécomposables, alors il existe une permutation ¢ des n premiers entiers et
des inversibles (¢1,...,¢,) € I7 tels que pl .\ = €p;. A noter que I'unicité
de n a été affirmée des le départ et qu’on obtient les inversibles en prenant
n = 0. Si on prenait des représentants des nombres indécomposables (i.e. un
seul parmi p, —p, ip et —ip), on aurait également unicité des p; et de e.

Par définition méme des nombres indécomposables, soit un nombre est
indécomposable, soit il s’écrit comme produit de deux éléments de G non
inversibles. Etant non inversibles leurs modules sont strictement supérieurs
a 1 et par voie de conséquence inférieurs strictement & celui du nombre de
départ. On en déduit facilement ’existence d’une décomposition en nombres
indécomposables : notons N(z) = |z|? pour # € G. Par définition de GG, on a
N(#) € N. Nous pouvons donc effectuer une récurrence sur N(z). On formule
donc I’hypothese

JeeZ,In €N, Ap1,...,pa) EP"

(He) Vo eG\{0} N<x>é’f:‘{x:en’7_1pi.

Aurang 1, on obtient & inversible et on a bien une décomposition sous la forme
z = z. On montre ensuite que ’hypothése aux rangs inférieurs & m entraine
celle au rang m: si N(z) = m, soit x est indécomposable et on a directement
une décomposition sous la forme x = =z, soit x n’est pas indécomposable,
auquel cas il s’écrit # = dy avec d et y non inversibles. Mais alors N(d) > 1 et
N(y) > 1 et comme N(d)N(y) = N(dy) = N(z), on en déduit N(d) < N(z)
et N(y) < N(z). On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a la fois &
d et y et en multipliant les décompositions respectives de d et y, on en obtient
une pour .
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Passons a 'unicité.

On commence par montrer que si « et y n’ont pas de diviseurs en commun
autres que les inversibles, alors il existe u et v dans G tels que uz + vy = 1.
Montrons-le une fois encore par récurrence sur N(z). Si N(x) = 0, c’est que
z = 0 et donc que y est inversible. On prend donc u quelconque et v = y~ 1.
Si maintenant N(z) = n, on écrit y = gz + r avec N(r) < N(z). Si d divise r
et x, 1l divise aussi gz + r, c’est-a-dire y et alors il divise a la fois # et y, c¢’est
donc un inversible. Par hypotheése de récurrence il existe donc u et v dans G
tels que ur + ve = 1. Mais alors uy + (v — ug)z = 1 et u et v — qu sont dans
G. On a méme équivalence car s1 uz + vy = 1 avec u, v, ¢ et y dans G et si1 d
divise & la fois x et y, il divise aussi uz + vy et donc 1. Donc N(d) < 1 et d
est un inversible.

On déduit de cette relation de Bézout le lemme de GauR: si p est indécom-
posable et si p divise un produit zy d’éléments de G alors p divise soit z, soit
y. En effet on montre I'implication contraposée: si p ne divise ni z, ni y, il n’a
pas de diviseur non inversible en commun ni avec x, ni avec y, par définition
des nombres indécomposables. On a donc deux relations de Bézout :

ur +vp =1 et Wy+uvp=1

avec u, v, u' et v’ dans G. Mais alors uu'zy + p(v'vy + wv'z + vv'p) = 1 et
donc zy et p n’ont pas de diviseur non inversible en commun.

Pour finir on déduit du lemme de GauB 'unicité de la décomposition
en facteurs indécomposables. Par récurrence sur n, une expression du type
x = e[[/_, pi n'est égale & une autre expression y = ¢ [[\L, p} que si n =
m et il existe une permutation ¢ des n premiers entiers et des inversibles
(e1,...,€n) €I™ tels que p’a(i) = ¢;p;. Sin =0, alors x est inversible et donc
N(z) = 1. Mais alors N(y) = [[/~, N(p}) = 1 et donc m = 0. Si maintenant
la propriété est vraie pour les rangs inférieurs & n, comme p,, divise z, il divise
y et donc, d’aprés le lemme de GauB, il divise 'un des p; ou €. Ce dernier
étant inversible, p, ne peut le diviser. Donc p, divise p) pour un certain k.
Ce dernier étant indécomposable, il existe un inversible €, tel que pj, = eypn
et on a donc EH?:_ll pi = e, H;n:u#k p}. Par hypothése de récurrence on
en déduit m = n et le fait que les (p;)i<n—1 et les (p})izx sont égaux a une
permutation prés des indices et & multiplication prés par des inversibles. Ceci
acheve de démontrer la propriété par récurrence.

On peut enfin passer aux choses sérieuses! Si a et 3 sont les affixes des
deux sommets entiers consécutifs, on a § = ae*?™/" puisque le polygone est
centré en lorigine. Autrement dit on obtient un sommet consécutif & un autre
en appliquant & ce dernier une rotation de centre O et d’angle £27/n. On
en déduit a” = £”. Si maintenant p est un diviseur indécomposable de «a, il
divise aussi a”, donc 8" et donc, d’aprés le lemme de Gauf, aussi 3. Kt méme
si p¥ divise a, p*” divise o” et donc 7. Par unicité de la décomposition en
facteurs indécomposables, p* divise donc 8. Et réciproquement. Autrement
dit, aux inversibles pres, a et 3 ont les mémes décompositions en facteurs
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indécomposables. Il en résulte qu’il existe un inversible ¢ tel que 8 = ea.
En comparant avec Pexpression précédente, on en déduit que e™/™ est un
inversible de G. C’est donc que n égale 1, 2 ou 4. Comme n > 3 c’est donc

que n = 4 et donc qu’on a affaire & un carré.

Commentaires. L’existence d’une décomposition est une simple conséquence
de la définition de nombre indécomposable (ou premier). C’est 'unicité qui
nécessite une propriété supplémentaire. Par exemple dans

ZIiV3] = {a + V3 / (a,b) € 2%}

onadd=22= (14 Z\/g)(l — Z\/g) et pourtant 2, 1 + iv/3 et 1 — i/3 sont
indécomposables et ne sont pas multiples 'un de 'autre. Pour le voir, on
introduit encore la «norme» sur Z[iv/3], N (2) = |2|? = a®+3b°. Les inversibles
sont les éléments de norme 1, donc sont réduits & 1 et —1. De plus si z
n’est pas indécomposable, z = zy et N(z) = N(2)N(y), donc il existe un
diviseur de z de norme inférieure & /N (2) = |z|. Iei N(2) = N(1+iV/3) =4
et N(z) < V4 = 2 entraine N(z) = 0 ou N(z) = 1 puisque 2 ne peut
s’écrire sous la forme a® + 3b%. Dans le premier cas x est nul et ne divise
personne, dans le second z est un inversible. Donc 2, 1 4+ iv/3 et 1 — iv/3
sont indécomposables. Les seuls inversibles étant &1, il est clair que ces trois
nombres ne sont pas multiples les uns des autres. Les anneaux qui possédent
une « division euclidienne» sont appelés anneaux euclidiens. On a démontré
dans cet exercice que tout anneau euclidien est factoriel, c’est-a-dire que la
propriété d’existence et d’unicité de la décomposition en facteurs premiers y
est vrale. En fait tout anneau euclidien A est principal, ¢’est-a-dire que ses
seuls idéaux (i.e. les I inclus dans A tels que pour tout (z,y) dans I* et tout
a dans A, on a  — y et ax dans I) sont de la forme

aA={ax [z € A} .

Et tout anneau principal est factoriel. L’anneau (' est appelé anneau des
entiers de Gauf.

On trouvera d’autres applications des anneaux euclidiens dans ’exercice 1.
Cette théorie, fondamentale, est développée dans tous les cours de base d’al-
gebre. On peut consulter Lang, Algébre, paru chez Addison-Wesley, Jacobson,
Basic algebra, paru chez Freeman ou encore le Cours d’algébre de Daniel Per-
rin, paru aux presses de 'ENSJF.
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Exercice 14
Pavages par des losanges

On envoie ey sur (1,0), ez sur (—1/2,\/3/2) et ez sur (—1/2,—\/3/2). On a

donc la projection
p R3 — R?
(,y2) = (E22,80-2)

Le noyau de cette projection est manifestement la droite d’équation z = y = z.

2. Montrons par récurrence sur ¢ (0 < < k) que A; est défini de fagon unique.
C’est clair pour ¢ = 0 puisque I'on a imposé A = Ag. Si A; est défini (avec
i < k), lepoint A;41 doit donc vérifier d(A;, Aiv1) = 1, p(Aig1) = Niyq1. Cette
derniere condition équivaut & p(Aiy1) — p(A;) = Nip1 — N;. Finalement, en
posant u; = AjA;4q, les deux conditions sont équivalentes &

|[us]| =1 et p(u;) = NiNjqq .

Le vecteur NjNj41 est par hypothese I'un des «vecteurs de base» du pavage
triangulaire, autrement dit c’est (cos(afl),sin(af)) pour un entier a compris
entre 0 et 5, avec ## = w/3.

Comme u; doit avoir ses coordonnées entiéres (puisque A; et A;41 doivent
appartenir & Z3) et étre de norme 1, c’est au signe prés un des vecteurs de la
base canonique. Il y a donc 6 possibilités et chacun d’eux se projette sur I'un
des 6 vecteurs de base du pavage triangulaire. Pour @ variant de 0 & 5 (dans
les notations précédentes), 'unique antécédent est respectivement ey, —es, ea,
—eq, €3 et —es.

Remarquons que les vecteurs u; ne dépendent que des NV; et pas de Ag. En
particulier leur somme, qui est aussi AgAg, est indépendante du choix de A.
Et il en est donc de méme pour d. (M, N).

Par contre on peut aller de 'origine & (1,0) soit directement (ug = e et
dy = 1), soit en passant par (1/2,4/3/2) (ug = —e3, ug = —es et dy = —2)
et donc d (M, N) dépend de . Par contre, comme le noyau de la projection
est Z(e1+ e + e3), tous les dy (M, N) possibles sont congrus entre eux (deux
4 deux) modulo 3.
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3. Remarquons que la condition de fermeture (Ay = A,) est exactement la
condition d’indépendance du sens de parcours pour dj7, ou encore d’indépen-
dance de My pour §, ou encore d’antisymétrie pour 4.

Remarquons également qu’une aréte d’un triangle intérieur & I appartient
4 au plus deux triangles et qu’elle est sur le bord (i.e. appartient & IT) si et
seulement si elle n’appartient qu’a un seul triangle.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. On va le faire par
récurrence sur le nombre de losanges qui interviennent. Si m = 1 la condition
de fermeture est claire puisque

MoM; = —M2M3 = AgA1 = —AsA3

et
MiMz = —MsMy = AjA; = —A3A4
et donc s
AoAs =) AjAiq1 =0
i=0
1.e. A4 = Ao.

Remarquons que si un chemin v liant M & N vérifie d, (M, N) < 2, alors
tout chemin 4 qui lie M & N et qui monte toujours vérifie d..(M,N) >
dy (M, N) puisque ces deux quantités sont congrues modulo 3. Dans un lo-
sange, entre deux sommets A et B, il y a au plus deux arétes et donc, pour
tout chemin «le plus court » tracé sur les cotés du losange les lant, la dis-
tance suivant v est (en valeur absolue) inférieure & 2. D’aprés la condition de
fermeture dj est indépendant du sens de parcours et donc, pour un losange
élémentaire

dir(A, B)| < 2.

La condition de majoration est donc vérifiée, d’apreés la remarque précédente.

Montrons maintenant que si un contour fermé I/ est pavable par m + 1
losanges, les deux conditions sont encore vérifiées, pour peu que cela soit vrai
pour un nombre strictement inférieur de losanges.

Isolons un des losanges de sorte qu’en ’6tant on obtienne encore un contour
fermé II' (i.e. un losange sur le bord). Comme une aréte ne peut appartenir
a plus de deux losanges, si une aréte du m + 1°7*¢ losange appartient & un
losange pavant II’, elle n’appartient qu’a un seul de ces losanges et donc elle
se trouve sur le bord de I7’, i.e. elle appartient au contour II’. On peut donc
ranger les cotés du m—+ 17 losange en deux groupes: ceux qui appartiennent
au contour II’ et ceux qui appartiennent au contour 7. En passant de I’ &
11, le vecteur AgA, se voit retrancher la somme des vecteurs associés aux
arétes sur II' et rajouter la somme des vecteurs associés aux arétes sur II. De
plus si une aréte était sur le contour II’ son orientation est opposée sur II’
et sur le losange rajouté. En conséquence le vecteur AgA, se voit rajouter
la somme des vecteurs associés aux arétes du losange (avec une orientation
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fixée). Cette somme est nulle. Donc si A, = Ag sur II', il en est de méme sur

o

Soit maintenant v un chemin joignant deux points de /7, disons M et N.

On suppose qu’il monte toujours et qu’il est tracé a 'intérieur de I7. Quitte
4 le remplacer par un chemin de moindre longueur, on peut supposer qu’il ne
passe jamais deux fois par un méme point du réseau.

On peut le découper en morceaux (Vi)OSiSq tous tracés soit & l'intérieur
de I’ soit & l'intérieur du losange rajouté. Les points de jonctions étant &
I’intersection de ces deux intérieurs, ce sont des points de IT’. Remarquons
que le losange rajouté contient au moins un point qui n’est pas sur II’ (du
moins on peut le choisir ainsi, par exemple en prenant un losange contenant
un point ¢ extrémal » de IT) et donc au moins deux arétes qui ne sont pas
tracées sur I1’. Il en résulte qu’il y a au plus un point de II’ qui n’appartient
pas a IIl.

Appelons N; et N;iq1 les extrémités (ordonnées) de ;. Si ces deux points
sont également sur I, la distance de N; & N;;q1 suivant II est aussi celle
suivant le losange (si 4; est tracé sur le losange) ou celle suivant 17’ (si +;
est tracé a lintérieur de I7'). En effet ces distances sont indépendantes du
sens de parcours et il existe un chemin tracé sur /I soit griace a des arétes du
losange, soit grace & des arétes de IT’ et qui joint N; & N;y1. En conséquence,
par hypothése de récurrence (appliquée & I’ et au losange), on a

dir(Ni, Nig1) < dy(Ni, Niga) -

Il y au plus un point N; qui n’est pas sur II (avec 0 < j < ¢ puisque Np = M
et Ngy1 = N sont sur IT) et donc au plus deux chemins (y;_1 et ;) pour
lesquels le raisonnement précédent ne s’applique pas. Supposons que ’on soit
dans ce cas défavorable. Pour simplifier on va supposer que 7y;_1 est tracé
dans le losange et v; dans II’ (lautre cas possible s’obtient en échangeant j
et j — 1 et en changeant quelques sens de parcours).

Comme le losange ne comporte (dans ce cas) qu’un seul point appartenant
a I mais pas & II’, on peut supposer que le découpage a été fait de sorte que
le chemin tracé dans le losange n’a qu’une seule aréte. On a donc

dy (Nj—1, Njt1) = dy(Nj—1, Nj) + dy(Nj, Nj1) = 14 dy(Nj, Njga) -

Pour évaluer la distance selon I, introduisons N’ un troisiéme point du
losange, ¢’est donc un point de /7 NI’ & une distance =1 de N;. Le triangle
N;_1N;N’ est donc un triangle élémentaire tracé & l'intérieur du losange.
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Comme l'aréte N;_1N; monte, les deux arétes N;_1 N’ et N'N; descendent.
On a donc

dir(Nj-1, Njt1) = dir(Nj-1, N') +dg(N', Nj11) = =1+ dp (N, Nj1) -

Comme I’ est pavable par des losanges, l’aréte N'N;, étant une aréte de
II', appartient & un losange de II’ et il existe donc un chemin de N’ & N;
tracé dans II’ et qui monte toujours. On peut choisir ce chemin de longueur
2 puisque l'aréte directe N'N; descend (et est donc de longueur —1). Si on
poursuit ce chemin par 7;, on obtient un chemin qui monte toujours, tracé
dans I’ et qui joint N & N;yq. Il en résulte

i (N', Njt1) < 24 dy(Nj, Njpa) -

Puisque N’ et N;41 sont aussi sur II, qu'il existe un chemin tracé sur II les
joignant et évitant le losange (i.e. tracé a la fois sur IT et sur II') et que la
distance sur IT ne dépend pas du sens de parcours choisi, on a aussi

dir(N', Njy1) <24 dy(Nj, Njga) -
Donc

dir(Nj-1,Njp1) = —14+dg(N',Nj1)
1+dy(Nj, Njy1)
dyy (Nj—1, Njt1) -

Il en résulte

dp(M,N) = Z di(Ni, Niy1) +dip(Nj—1, Njy1)
1#j,7—1
<Y dy(Niy Niga) + dy (N1, Nyt
1#j,7—1
< d(M,N).

Montrons la réciproque. Notons d(M, N) le minimum des d (M, N) pour v
tracé & 'intérieur de I et qui monte toujours. La fonction d vérifie I'inégalité
triangulaire puisqu’un chemin qui monte toujours et lie N & P mis au bout
d’un autre chemin qui monte toujours et lie M a N donne un chemin qui
monte toujours et lie M a P:

d(M,P) <d(M,N)+d(N,P).

L’hypothese faite sur J peut se traduire, pour tout couple (M, N) de points
de I, par
J(M,N)<d(M,N) .

Pour N un point intérieur au contour I/, introduisons sa « hauteur» relative
all et MO
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hMN) = 01r<ni<11 (dp (Mo, M;) +d(M;, N)) .
Montrons d’abord que h(M;) = d(My, M;) pour tout point M; du contour.
En effet
h(M;) < dg (Mo, M;) + d(M;, M;) = dig (Mg, M;) |

par définition de h. Et, par hypothése sur §, on a, pour tout point M; du
contour,

di (Mo, M;) = d (Mo, Mj) + §(M;, M;) < dig (Mo, M;) + d(M;, M;)

et donc

dip (Mo, M;) < h(M;) .

D’on le résultat.
Soit maintenant M et N deux points intérieurs & I ; pour tout point M;
du contour, on a

h(M) <dg (Mo, M;) + d(M;, M) < (dp (Mo, M;) + d(M;, N)) + d(N, M)
et donc, en passant au minimum sur M;,
h(M) <h(N)+d(N, M) .
Autrement dit, en posant pour tout point intérieur au contour,
J(N, M) =h(M)—h(N)

(ce qui est compatible avec la définition de & sur IT puisque h(M) y est égal
A dg(My, M)), on a
S(N, M) <d(N,M) .

Soit maintenant A; As Az un triangle élémentaire intérieur a /7. Comme toute
aréte est de longueur 1, on a d(4;, 4;) < 2 pour tout 1 <4,j < 3. Donc c’est
encore vral pour d(A4;, A;).

Remarquons également que h(M) est la distance suivant un certain chemin
qui lie My & M. Sa classe modulo 3 est donc indépendante du chemin choisi et,
de méme, §(N, M) a une classe modulo 3 égale & celle de n’importe quel chemin
joignant N & M. Aussi, dans un triangle, les classes modulo 3 des hauteurs des
sommets sont toutes distinctes. Soit donc A le sommet de hauteur minimale
h, B le second, de hauteur i/, et C' celui de plus grande hauteur, disons h”.
On a donc

h<h <h”=h+ " —h)<h+dAC)<h+2

et il en résulte A’ = h+ 1 et h” = h + 2. En particulier, dans tout triangle il
existe un unique couple de sommets (A, C') tels que §(A,C) = 2.

Remarquons que l'aréte AC' ne peut étre sur le contour I7. En effet on
aurait alors
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3(A,C) = dy (Mo, C) — dpp(My, A) = 1

puisque A et C' seraient deux points consécutifs du contour. En résumé, pour
tout triangle élémentaire & 'intérieur de I/, il existe une unique aréte AC
telle que 0(A, C') = 2 et cette aréte appartient & exactement deux triangles
élémentaires. Donc, si on retire cette aréte pour former un losange avec les
deux triangles qui ont cette aréte en commun, on obtient un pavage de 'inté-
rieur de II par des losanges.

Commentaires. Cette étude est tirée des travaux de John Conway. On
pourra la compléter par la lecture de William Thurston, On Conway tiling
groups, paru dans I’American Mathematical Monthly en 1990.
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FEzxercice 15
Porisme de Steiner

1. L’équation générale d’un cercle-droite est

(CD)apea : ala® +y*)+ 2bx +2cy +d =0

1 Gy

avec (a,b,¢) # (0,0,0) et, dans le cas a non nul, b +c? —ad > 0. En effet si a
est non nul on obtient tous les cercles pour b, ¢ et d quelconques soumis a la
derniere condition (qui exprime que le rayon est bien défini). Et si a est nul,
on obtient toutes les droites en faisant varier b, ¢ et d de sorte que (b, ¢) soit
distinct de (0,0). Remarquons que cette forme générale est indépendante du
repere orthonormé choisi.

2. On se place dans un repeére centré en A. Les cercles-droites sont donnés par
I’équation précédente et si M = (z,y) on a

k2x k2y
$2+y2’ $2+y2

e (M) = (

Notons ' et y' les coordonnées de ¢ (M). D’aprés la propriété sur les distances
de Dinversion, on a ((2')?+ (y')?).(2? 4+ y*) = k*. On a donc (pour M distinct
de A)

Me(CDapead < a(xz—i—yz)—i—be—l—QCy—l—d:O

x Y 1
2b 2 d =0
< a+ x2+y2+ Cx2_|_y2+ 22+ y?

b c d
& ot 2/ (@) + 0)) =0
& 1o(M) € (CD)gk2p ke kia

Il faut encore voir que (d, k?b, k?¢c) ne peut pas étre nul. En effet dans ce cas
on aurait @ non nul (car (a,b,c) est non nul) mais pas b + ¢ — ad > 0. Si d
n’est pas nul on doit également vérifier k?(b? + ¢?) — k%ad > 0. Si a est nul
alors (b, ¢) est non nul et la relation est clairement satisfaite. Si a est non nul
cela provient de la méme relation pour le cercle de départ.

3. Si le repére est centré en le centre d’inversion, le centre du cercle image
de (CD)4p,c,q admet pour coordonnées (—k?b/d, —k*c/d) (en supposant bien
sr d non nul afin d’avoir effectivement un cercle et non une droite). On voit
donc que k ne joue aucun roéle sur la concentricité éventuelle des 2 cercles
images. On voit aussi que le centre du cercle image est aligné avec le centre
du cercle de départ et le centre d’inversion puisqu’ils sont tous sur la droite
de vecteur directeur (b, ¢). Aussi pour qu’une inversion envoie deux cercles sur
des cercles concentriques, il est nécessaire que son centre d’inversion soit sur
la droite joignant les centres des deux cercles.
On veut donc trouver un repére ot € et C's ont pour équations
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x2+y2—|—2b1x—|—261y—|—d1 et JL‘Z—I—y2 + 2bsx + 2¢2y + ds

avec by/dy = by/ds et ¢1/d1 = ca2/ds. On se place dans un repeére arbitraire
tel que "axe des abscisses soit la droite qui joint les deux centres. Autrement
dit un repere dans lequel ¢; = ¢; = 0.

Par changement de repére (en gardant la contrainte sur I’axe des abscisses)
les coefficients des équations sont changés en

b;—b;+a et dii—)di—l—OzZ—I—QOzbi,

¢; restant évidemment nul. On cherche donc o tel que (avec des constantes by
et by données par le repére initial) :

b+« _ by +
Oz2—|—20zb1—|—d1 o Oz2—|—20zb2—|—d2

soit

Ozz(bz — bl) + a(d2 - dl) + bldz - bzdl =0.

Si by = by et dy = ds, les deux cercles sont identiques, ce qui était exclu. Si
by = by mais di # da, les deux cercles sont déja concentriques et une inversion
de centre leur centre commun convient (¢« = —b; = —b3). Si maintenant
by # bz (i.e. les deux cercles ne sont pas concentriques au départ), on a une
équation de degré deux, de discriminant

(dsy — d1)? — 4(by — by)(brdsy — bod,) -

Aprés un calcul un peu long et en utilisant d; = b7 — R? (ol R; est le rayon
du cercle Cy), on trouve pour ce discriminant I’expression

(b = b2)* = (R1 = R2)?) . (b1 — b2)” — (R1 + R2)?) .

La quantité |by — bo| n’est rien d’autre que la distance § entre les deux centres
des cercles. Pour qu’on puisse trouver « il faut et il suffit que le discriminant
soit positif, ¢’est-d-dire que § ne doit pas étre compris entre |R; — Ra| et
Ry 4+ Rs. Autrement dit il ne faut pas que les cercles soient sécants, ce qui est
bien I’hypothese faite.

4. La chaine est déterminée par le cercle Ciy qui est lui-méme déterminé par
un point de C' (vu comme le point de tangence entre Cy et (). On veut donc
voir que la condition de fermeture et la période éventuelle sont indépendantes
du point de C' choisi. Introduisons l'inversion qui envoie C' et C’ sur deux
cercles concentriques. La condition de tangence entre deux cercles (ou entre
une droite et un cercle) est trés simple: ¢’est dire qu’il n’y a qu’un seul point
d’intersection. L’inversion étant bijective, elle conserve la tangence puisqu’elle
conserve le cardinal de 'intersection. Comme elle préserve les cercles-droites,
elle envoie tout cercle de la chaine de cercles sur un cercle-droite tangent aux
images des deux cercles. Comme ils sont concentriques, une méme droite ne
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peut leur é&tre tangente (une droite est tangente & un cercle si la distance
du centre du cercle a la droite est exactement le rayon du cercle; donc si
le centre est le méme mais pas le rayon, une droite est tangente & au plus
I'un des cercles). Donc la chaine de cercles est envoyée sur une chaine de
cercles semblable. Néanmoins maintenant la figure obtenue est invariante par
rotation et les différentes chaines sont images les unes des autres par une
rotation. En particulier elles se referment et ont une période donnée de facon
indépendante du point de départ. Ce qui est vrai pour les images doit étre
vrai pour les antécédents (par bijectivité) et on aboutit bien & I'indépendance
désirée.

Remarque : c’est cette indépendance que ’on nomme « porismey» méme si le
terme n’est plus treés usité. On pourra consulter le probleme d’écrit donné dans
ce recueil pour un autre porisme, bien plus célebre, le porisme de Poncelet.



96 Chapitre 8. Solutions des 29 petits problémes

FEzercice 16
Densité des points rationnels d’une sphére

On s’intéresse d’abord a la dimension 2. On étudie donc un cercle dans le plan
euclidien habituel d’équation

x2—|—y2:n

pour un entier naturel non nul n. On veut évidemment utiliser la densité de
Q dans R ou de Q2 dans R? Cette derniere propriété est peu utile puisqu’on
veut se restreindre & un cercle qui est un fermé de R? et d’intérieur vide qui
plus est. (Si on avait eu affaire & un ouvert la propriété de densité se serait
transmise automatiquement et plus généralement si cela avait été un ensemble
inclus dans I’adhérence de son intérieur.)

On va commencer par n = 1. Le cercle est de dimension 1 (dans un sens
intuitif) et on devrait pouvoir utiliser la densité au niveau des abscisses cur-
vilignes. Néanmoins il y a ¢ priori une différence entre la rationalité du para-
metre et celle du point que ce parametre décrit. Par exemple si on utilise la
paramétrisation

M) = (2(2),y(t)) = (cos(t),sin(t)) pourt € [0;2x]

le fait que ¢ soit rationnel ne garantit pas que M () le soit (en fait cela garantit
plutét le contraire!) et trouver les ¢ tels que M (¢) est rationnel et prouver que
ces ¢ sont denses dans [0; 27[ semble également une tache ardue.

On a donc envie d’utiliser une autre paramétrisation comme celle par la
tangente de ’angle moitié

1—¢* 2
M(t): (H—tz’l_i_—tz) pOUI’tER

Cette paramétrisation a 'inconvénient de ne pas représenter le point (—1,0)
qui correspond en fait & ¢ infini. Mais par contre si ¢ est rationnel, les deux
coordonnées de M(t) le sont aussi. Comme ¢ — (z(t), y(t)) est continu, la
densité de Q dans R montre que les points de la forme M (¢) avec ¢ rationnel
sont denses dans lUimage de t — M(t). Cette derniere image étant en fait
dense dans le cercle, on en conclut que les M (t) avec ¢ rationnel sont denses
dans le cercle unité.

Quand on passe & n = 2, notre paramétrisation tombe & nouveau en défaut.
En effet on a alors

M(t) = 144271 4¢2

-t 22t
(\/5 \/_) pourt € R .

Et cette fois-ci pour ¢ rationnel, M (¢) n’est pas rationnel. Et si on essaie avec
V2t rationnel, alors 2 est rationnel et z(t) n’est pas rationnel. Il nous faut



FExercice 16. Densité des points rationnels d’une sphére 97

donc comprendre géométriquement la paramétrisation du cercle unité que 1’on
a étudiée précédemment.

La paramétrisation par cos et sin revient & se donner un angle en le point
O centre du cercle. Du point de vue de la rationnalité le centre ne nous est
pas d’une grande utilité. On passe alors en ’angle moitié. Cet angle moitié,
comme on le sait bien, est I’angle de la méme corde mais vue d’un point du
cercle.

La tangente de ’angle moitié représente donc la pente d’une droite passant
par un point du cercle. Si on met 'angle & 0 sur ’axe des z et qu’on prend
comme origine du plan le point (—1,0) (qui, lui, appartient au cercle), la pa-
ramétrisation par ’angle moitié n’est donc rien d’autre que la paramétrisation
des droites passant par origine par leur pente, sachant que chacune de ces
droites coupe le cercle en un point et un seul, hormis 'origine. Il faut exclure
de cela la tangente au cercle en 'origine qui se trouve étre la droite verticale,
i.e. de pente infinie. Vérifions cela: une droite D; passant par (—1,0) et de
pente ¢t admet pour points les

(=1 + ;04 tz) reR
et ce point est sur le cercle si et seulement si
(x—1)*+ (tz)* =1 ie. (*+1)x—2)z=0

et donc on a z = 0 ou = 2/(1 + ¢?). Ce deuxiéme point admet pour coor-

données
2 2t 1—¢* 2
—1,tx) = -1 = .
(2= 1,ta) <1+t2 ’1+t2) <1+t2’1+t2)

Ce qui ne fonctionne plus pour le cercle de rayon v/2 est donc que le point
(—\/5, 0) appartient bien au cercle mais n’est pas rationnel.

Montrons donc que, si M est un point rationnel du cercle, de coordonnées
(a,b), la droite de pente t recoupe en général le cercle en autre point et que
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ce point est rationnel deés que f ’est. En effet un point de cette droite a pour
coordonnées
(a+ax,b+tx) pour x € R

et il appartient au cercle (pour n général) si et seulement si
0 = (a+x)*+(b+te)?—n
= (a®* +b% —n) + 2(2a + 2tb) + 2*(1 +t?)
= x(xl—i—tz)—l—Q(a—l—tb)) .

On obtient donc un autre point du cercle pour # = —2(a+1tb)/(1+1?) et donc
on trouve un point M (t) en

(a—l—x,b_|_tx) _ (a(tZ _ 1) — 2tb b(l _tz) —Qat)

1412 ’ 1412

qui est bien rationnel dés que ¢ I’est. Soit M’ le point du cercle tel que (M M)
soit verticale (M = M’ si cette droite est la tangente au cercle en M). Alors,
hormis M’ tous les points du cercle sont obtenus par cette méthode (avec
t réel) puisque si N appartient au cercle et si ¢ est la pente (finie) de la
droite (M N), N est obtenu pour le parametre ¢. Autrement dit le cercle est
exactement ’ensemble des points M (¢) pour ¢ réel, auxquels on rajoute M’.
En fait M’ n’est rien d’autre que M (co) i.e. M’ = (a, —b) (il est évident que,
le cercle étant invariant par la symétrie d’axe (Ox), (a, —b) est I'unique point
du cercle qui a méme abscisse que M).

Pour finir on a donc démontré que si on pouvait trouver un point rationnel
M sur le cercle, alors les points rationnels du cercle sont denses dans le cercle.

Cette méthode se généralise instantanément & la dimension 3 en paramé-
trant les droites non pas par un parametre (la pente ¢), mais par deux para-
meétres. On note D, 'ensemble des points de la forme (a + 2, b+ tz, ¢ + uz)
pour z réel (et M = (a,b,c) un point rationnel de la sphére). Pour ¢ et u
rationnels le deuxiéme point d’intersection de D;, avec la sphére est aussi
rationnel. Et ces points sont denses parmi tous les points que ’on peut ob-
tenir en faisant varier ¢ et u dans R. Ces derniers sont tous les points de la
sphere sauf au plus un cercle ('intersection de la sphére avec le plan X = a,
cest-a-dire le cercle X = a et Y? + Z2 = b 4+ ¢? = n — a?) et donc ils sont
denses dans la sphere.

En résumé on a la propriété de densité si et seulement si la sphere de rayon
\/n contient un point rationnel.

Commentaires. On peut expliciter un peu plus cette derniére condition, mais
cela met en jeu de arithmétique. On va le faire dans le cas du cercle car cela
reste encore élémentaire. On se demande donc si n s’écrit n = a?4+b? avec a et
b rationnels. La premiere remarque est que cette condition est multiplicative.
(est loin d’étre évident mais cela découle de ’égalité cos® 4 sin? = 1 ou encore

(dans R?)
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[l P[[o]]* = Ju.vf* + | det(u, v) ]

puisque le cosinus de ’angle entre deux vecteurs est donné par le rapport
du produit scalaire et du produit des normes, tandis que le sinus est (au
signe pres, selon 'orientation choisie du plan) le rapport du déterminant et
du produit des normes. Si on prend des coordonnées cela donne

(a® 4+ b%).(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?

identité connue sous le nom d’identité de Lagrange. Et donc si n est somme
de deux carrés de rationnels (n = a? + b?) de méme que m (m = ¢? + d?),
alors nm a aussi cette propriété.

Prenons un n quelconque, on peut 1’écrire comme produit de nombres pre-
miers p; tous distincts et & des puissances r; entieres non nulles. Comme n
est somme de deux carrés si et seulement si n/p? a la méme propriété (pour
un entier p quelconque), on voit qu’on peut se ramener & r; = 1, i.e. n est
produit de nombres premiers tous distincts. Dans ce cas écrivons n = a? + b2
et multiplions par le dénominateur commun : on obtient

22 4o = nz?
avec z, y et z entiers premiers dans leur ensemble. Si un nombre premier p
divise n, il ne peut diviser ni x ni y. En effet, dans le cas contraire, p diviserait
3 la fois 22 ou y? et nz?. Donc il diviserait 22 et y? et donc z et y. Mais alors
p? diviserait 22 4+ y?, donc aussi nz?. Mais p? ne divise pas n et p ne peut
diviser z car sinon p diviserait x, y et z. Donc, si p divise n, on a 22 +y% = 0 [p]
avec z et y non nuls modulo p.

Comme x est non nul modulo p, il est inversible (puisque p est premier) et
on obtient

u? = —1 [p]

pour un certain entier u (avec zu = y [p]). Autrement dit —1 est un carré
modulo p.

Cherchons d’abord les p tels que —1 soit un carré modulo p. Nous suppo-
serons p impair puisque pour p = 2, —1 est aussi 1 et est manifestement un
carré. Le théoreme de Wilson (qui se trouve aussi étre le théoreme de Lagrange
dans ce cas) montre que, pour tout x non nul modulo p, on a

P =1p].
Si y est le carré de # on a (puisque p — 1 est pair)
y(P=1/2 — pr=1 =1 Ip] .

En conséquence tout carré qui n’est pas nul modulo p vérifie la congruence
ylr=1/2 =1 [p]. Réciproquement "anneau de congruence modulo p est un
corps puisque p est premier et donc une équation de degré (p—1)/2 a au plus
(p — 1)/2 solutions modulo p. Or on a x? = y? si et seulement si & = 4y [p]
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et donc les p — 1 entiers non nuls modulo p donnent naissance (par élévation
au carré) a (p — 1)/2 carrés distincts. Comme la congruence précédente avait
au plus (p — 1)/2 solutions et que les carrés en étaient solutions, c’est que les
solutions de cette congruence sont exactement les carrés (non nuls) modulo p.
Remarque: on a donc exactement (p 4+ 1)/2 carrés modulo p en comptant
la classe de 0.
Il résulte de cette discussion que —1 est un carré si et seulement si

(_1)(17—1)/2 =11p].

Et done, finalement, si et seulement si (p — 1)/2 est pair ou encore p = 1 [4].

On a donc montré que si n est somme de deux carrés de rationnels alors
les nombres premiers qui interviennent dans la décomposition de n avec un
exposant impair sont tous soit pairs, soit congrus & 1 modulo 4. Pour montrer
la réciproque il nous suffit, d’apres la propriété de multiplicativité, de montrer
que tout nombre premier p congru & 1 modulo 4 est bien somme de deux carrés.

Nous allons le montrer par récurrence sur le nombre premier p. Le premier
nombre concerné est b qui est bien somme de deux carrés de rationnels car
5=4+1.

Puisque —1 est un carré modulo p, il existe un entier x tel que 22 +1 = 0 [p]
et donc il existe aussi un entier y tel que 2?41 = py. Remarquons que ’on peut
choisir z tel que 0 < z < (p—1)/2et donconaz?+1< (p—1)2/4+1 < p?/4.
Donc on aura 0 < y < p/2. On décompose y en facteurs premiers y = [[, p;*
avec p; < y < p/2. On sait que py = 2 + 1 est somme de deux carrés de
nombres rationnels, il en est donc de méme pour py/q? pour tout entier ¢
non nul. On se raméne donc au cas ot tous les r; valent 1. Donc, d’aprés ce
qui précede, tous les p; sont soit pairs, soit congrus & 1 modulo 4 puisqu’ils
interviennent avec un exposant impair dans la décomposition de py qui est
somme de deux carrés de rationnels. Par hypotheése de récurrence chacun
des p; est donc somme de deux carrés de rationnels, et donc aussi y par
multiplicativité. Maintenant si y = a® + 6%, on a

1 1 a’ b2

5_ a? 4+ b2 (a2+b2)2 + (a2—|—b2)2

et donc 1/y est aussi somme de deux carrés de rationnels. Done, par multi-
plicativité py.1/y = p l'est aussi. Ce qui achéve de démontrer la propriété par
récurrence.

On trouvera d’autres développements liés & cette question des carrés mo-
dulo p dans les exercices 7 et 19. Et pour approfondir le tout on pourra
feuilleter Hardy and Wright, Introduction to the theory of numbers, paru chez
Clarendon press.
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FEzercice 17
Principe d’approxzimation forte

1. Tout d’abord si n et m sont deux entiers naturels non nuls, on a v,(nm) =
vp(n) 4+ vp(m) par application directe de la définition de v,. La méme pro-
priété reste vraie pour n et m entiers relatifs puisque la valeur absolue est
multiplicative.

Sir = q1/qs = q}/q¢5 un rationnel non nul, alors q145 = ¢2¢} est un entier
relatif non nul et donc

vp(91) + vp(2) = vp(9102) = vp(g201) = vp(g2) + vp(qh) -
D’ou
vp(q1) = vp(g2) = vp (1) — vp(ga) -
2. Comme p* = e”198(P) est toujours strictement positif, il est clair que
dp(r1,m) =0 r1=ry.

L’égalité dp(r1,72) = dp(r2,71) résulte immédiatement de v, (z) = vp(—2)
pour tout entier z.

Par définition de vy, si n est un entier (relatif) non nul, on a n = pr(Mm
avec m premier 4 p. En écrivant » = ¢1/¢=, on obtient

R Y | B 1
pvp(‘h)q/z q/2

avec ¢} et ¢} des entiers (relatifs) premiers & p. Ecrivons donc ra —r1 et r3—r9
sous cette forme:

/
rg—1r] = pvp(“_’"l)q_l + pvp(rf"—”)q_/l
q2 92

et notons k = min{v, (r2 — r1),vp(rs — 72)}. On a

G PPz kg gty pun(ra=ra)=kgr g
9245

rg—Ti=p

Comme qz¢4 est premier & p (par le lemme de Gauf$, puisque g2 et ¢4 le sont),
on a vp(rs — r1) > k. En fait on a méme égalité si v, (ro — r1) # vp(rs — r2)
puisque dans ce cas I’'un des deux termes du numérateur est divisible par p et
pas 'autre. En tout cas on a

dp(r1,73) < pF = max{d,(r1,72),dp(ro, 73)} < dp(r1,7r2) + dp(ra,7r3) .

Cette distance est connue sous le nom de distance p-adique. La propriété
que nous venons de montrer, plus forte que I'inégalité triangulaire, est dite
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ultramétrique. Elle exprime le fait que si deux boules se rencontrent, alors
I'une des deux est incluse dans 'autre !

3.8ir =0 ouslr = ry égalité d,(rri,rra) = Np(r)d,(ri,72) est claire.
Sinon, écrivons r = q1/qs et ro—1r1 = ¢ /¢4 avec q1, g2, ¢} et ¢4 entiers relatifs.

On a

vp(rre —rr) = vp(q141) — vp(g295)
vp(q1) + vp(qll) —Up(g2) — vp(qlz)
= v(r) +vp(ra —r1)

et donce dp(rre, 7r2) = Np(r)dp(r1, 72).

eme

4. Supposons le probleme résolu pour z = ¢;, le ¢ vecteur de la base

canonique de Q"*t! et soit z = Z?:o zze;. Pour 0 < ¢ < n choisissons r; tel

que
€

(n+ 1)M
avec M = max{|z;|, Np,(x;) / 0<i<mn, 1<j<n} etévaluons

d (A (Zn: xiri) ,l‘) = Zn: x;r; — x| + Zn: dy, (Zn: xir;, l‘j)
=0 =0 j=1 =0
= Zn: i, — Xp
=0
Z ij l‘j(?“j — 1) + Z €T
j=1

i#j

d(A(ri), i) <

_|_

lzo(ro — 1)+ > Ny, (woro) +

<
i=1
7wl 4 Ny, (5 = 1) + > Ny (7)
j=1 i
< M [ fro =114+ Ny, (o) | +
j=1
S OM | ril+ Npy(rj = 1)+ Nyo(xj)
j=1 i
< MY d(A(r), )
=0
< €.
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Il en résulte que A(Q) est dense dans Q™! pour la topologie induite par d.
Il nous reste donc & approcher les vecteurs de la base canonique.
Pour ¢ = 0, on prend 7y de la forme

. (pro.pn)”
To——k
(p1-..pn)F +1
et alors
o= 1] = —— et dy.(ro,0) = p*
0 = 1+(p1...pn)k p;i\T0, =pr; -

Donc, pour k suffisamment grand, on a bien d(A(rg), eg) arbitrairement petit.
n
Pour i > 0, écrivons une relation de Bézout entre p¥ et H p?, pour un
j=1

k fixé, soit

n
wpf +oe [ pi=1

J=1j#i
avec ug et vy entiers. Posons
1— upf
v
Tl (propa)™

pour & et m des entiers. Pour j # 0, le dénominateur de #; est premier & p;
et donc

Np,(ri) = Ny, (1 - ukpf) = Np; (vx H pf)
et done, si j # ¢, on a
dp,;(ri, 0) = Np, (ri) < Np, (p‘l;) = pj_k

et cecl est indépendant de m. Pour j = ¢, on a

dp,(ri,1) < dp,(ri, 1= wpf) + dp, (1 — ugpf, 1)
1
< Ny (1 —uppfyd,y, <—,1)+N, uppt
P( )P 1+(p1pn)m P( )
<

1
dy, | ———,1 —|—ka
? <1+(P1~~~Pn)m )
< Np,< (p1...pn) )+Pi_k

1+ (p1...pn)™
- —k
< ptApT
Enfin, pour j = 0, on a |r;| arbitrairement petit si on fait varier m, k étant fixé.

En conclusion en choisissant &, puis m, on a bien d(A(r;), ¢;) arbitrairement
petit.
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Remarque : dans la relation de Bézout on peut controler |ug| et |vg| et
obtenir |r;| < (p1...pn)*F~™.

Commentaires. L’exercice 7 sur les racines carrées de —1 dans (Q, traite
également de la distance p-adique. On pourra en consulter la bibliographie.
La valeur absolue p-adique permet de construire un complété de @@ , noté
Qp, tout comme on le fait pour R & partir de @ et de la valeur absolue
usuelle. De la sorte on a en fait obtenu toutes les valeurs absolues sur @ (&
un facteur exponentiel prés) et on peut mélanger tous les complétés de @ en
introduisant ’anneau des adéles de @ . On note Z, ’ensemble des éléments
de Qp tels que N,(x) < 1 et A l’anneau des adéles de (@ , produit restreint
des @@, relativement aux Z,. C’est-a-dire, par définition, qu'un adéle est un

élément
r = (zy) E}RXHQP
P

oll v est soit 'infini (2o € R) soit un nombre premier p (z, € Q). On dit
que v est une place de Q@ . Le produit est restreint en ce sens que 'on impose
que tous les x, soient en fait dans Z, sauf peut-étre pour un nombre fini de
p.

Cette condition est 1a4 pour assurer que A reste localement compact. Le
principe d’approximation forte est trés général et celui que 'on vient de dé-
montrer peut &tre reformulé en disant que R.QQ est dense dans A; le produit
R.Q) est tout simplement ’ensemble des éléments de A qui s’écrivent comme
produit d’un élément de R (i.e. z, = 1 pour tout nombre premier p) et d'un
élément de @ (i.e. #, = # est un méme rationnel pour toute place v).

Plus généralement si on se donne un ensemble fini S de places de Q et
G un groupe linéaire algébrique (comme le groupe linéaire GL(n), le groupe
spécial linéaire SL(n), le groupe orthogonal O(n) etc. ce sont des groupes de
matrices), on peut se demander si G(Ag).G(Q) est dense dans G(4) ot G(4)
est I’ensemble des matrices dans G & coefficients dans A, de méme pour G(Q)
et G(Ag), Ag désignant ’ensemble des éléments tels que #, = 1 pour v en
dehors de S.

Par exemple ce résultat est vrai pour G = SL(n) dés que S contient I'infini,
mais il est toujours faux pour G = GL(n). Pour un exposé sur les adeles on
pourra feuilleter André Weil, Basic number theory, paru chez Springer-Verlag.



Exercice 18. Autour du théoréeme de Weierstrafi-Stone 105

FEzercice 18
Autour du théoréme de Weierstraf3-Stone

Si I contient un entier, disons m, les fonctions polynomiales sur I & coefficients
entiers ne sont pas denses dans C°(I,R);en effet si P € Z[X],on a P(m) € Z
et 1l est donc impossible d’approcher uniformément une fonction qui n’est pas
entiere en m, par exemple la fonction constante égale & 1/2.

On étudie donc un intervalle / ne rencontrant pas Z. Par connexité de [,
cet intervalle est compris dans un intervalle Jm, m + 1[, pour m € Z.

On commence par envoyer I dans [a, 1/2] avec 0 < a < 1/2 par une fonction
polynomiale & coefficients entiers et ainsi se ramener au cas I = [a, 1/2]. Pour
cela il suffit de prendre

P(l‘):——?

1 ( 2m+1
r—
2

)2:2(x—m)(m—|—1—x).

Le maximum de ce trindme est atteint en m+ 1/2 et vaut 1/2; son minimum
est atteint en m et m+ 1 et on a P(m) = P(m+ 1) = 0. Il en résulte

P (i +10) = [0 5]

Comme P est continu et [ est compact, J = P(I) doit étre compact et donc

1
J=P() = [a;b] avec0<a§b§§.

Soit I' = [a, 1/2], on va itérer une fonction polynomiale @ ayant 1/2 comme
unique point fixe sur I’ et préservant I’. Si on demande que |Q”| soit minoré
par une quantité strictement positive, la méthode de Newton assure qu’il y a
convergence uniforme de Qo Qo ...o Q) vers I'unique point fixe de @), & savoir
1/2.

En particulier si @ est un trindme du second degré, ’assertion sur Q" est
immédiate car Q" est constant. Si on rajoute # < Q(z) < 1/2 sur 10;1/2],
alors I’ sera préservé et 1/2 'unique point fixe.

On peut prendre

1 1\°
Q) =a+ (1 —22)x = ——2(1‘——) :
2 2
De la premigre expression on déduit Q(z) > @ sur ]0,1/2[ et @Q(1/2) = 1/2.
De la seconde on déduit Q(z) < 1/2 sur [0,1/2].
Par conséquent Q°" = Qo) o...o @) converge uniformément vers 1/2 sur
I’ et aussi, a fortiori, sur J; donc Q°" o P converge uniformément vers 1/2
sur I, par uniforme continuité de P.
On note (Py)nen une suite de fonctions polynomiales & coefficients entiers
convergeant uniformément sur I vers la fonction constante égale & 1/2. Soit
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p € Zet ¢ € N, lasuite (p(Pn)?)nen est une suite de fonctions polynomiales &
coefficients entiers sur I convergeant uniformément vers p/2¢ par continuité de
la fonction 2 — pz? en 1/2. Si ¢ est un réel quelconque, on peut construire une
suite (pr/2% )gen, avec py € Z et g5 € N, convergeant vers t. Alors py( Py, )%
converge uniformément vers ¢ sur I, pour ng choisi par exemple tel que

1 1
Py =< —
V=30 S+ )

ott [|f|| désigne la norme sup,¢; |f(x)| pour f € C(I,IR). En effet on a alors

1 1
P[5 etaone Imal<1,
D’ol
gk _ P 21 PEl ot o
'y o ~ Nk 9 . ngk qu_l
1 -1 1
< Pnk_§ '<||P”k||qk ++2<1k——1)
1 1
< pnk_5 .(1—1—...—1—2%—_1)
1
< 2‘ P, - §H
HPkqu | 2|px] || Pry — .
Nk qu - Ttk 2
et donc, pour k£ > 0, on a
qk __ p_k i
Hpkpnk 2% || — 9k

On a donc réussi & approcher uniformément toutes les fonctions constantes
sur [.

Soit maintenant f une fonction continue quelconque sur I et P, une suite
de fonctions polynomiales & coefficients réels convergeant uniformément vers
fosur T (ce qui est possible d’aprés ’énoncé). On écrit P, sous sa forme
canonique P, = Zf:"o aiynXi. Soit maintenant des polynoémes & coefficients
entiers (); ,, tels que

1
in — Qinl|| <
Qe =il < S S Tl

(ot m désigne toujours I’entier tel que I Clm;m 4+ 1) et

kn

Ro(X) =) Qin(X)X".

i=0
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R est bien un polynéme & coefficients entiers et on a

[[Bn = fII < [Bn = Pall + 1120 = £l

kn
< D 1Qni — anlLIX N+ 1P = £l
=0
1
< —+|lf =Pl
n

Il en résulte que R, converge uniformément vers f sur I. Autrement dit ’en-
semble des fonctions polynomiales & coefficients entiers sur I est dense dans
C(I,R) pour la norme de la convergence uniforme.

Remarque : on peut se demander ce qu’il se passe si on demande aux fonc-
tions continues d’étre & valeurs entieres sur les entiers puisque cela semble
étre 'unique obstruction & la densité quand I est quelconque. C’est un fait
particulierement subtil et ardu que, si la longueur de 'intervalle est inférieure
a4, c’est vral, mais que c¢’est faux sinon.

Commentaires. Rappelons le théoreme de WeierstraBR-Stone dans sa géné-
ralité. On se donne X un espace topologique compact (on pourra se contenter
des compacts de R™ si I’on veut), C(X,R) Iespace vectoriel des fonctions
continues sur X, A une sous-algébre de C(X,R). On suppose que

1. A contient les fonctions constantes.
2. A sépare les points de X, i.e. pour tout couple (x,y) de points de X, on
peut trouver f dans A telle que f(z) # f(y).

Alors A est dense dans C(X,R) pour la norme de la convergence uniforme,
ie.
Vg e C(X,R) VeeR} 3JfeA sg§|f(x)—g(x)|§€.
xr
On peut évidemment prendre pour A D’algébre des polynémes sur un intervalle
compact X de R.

On va en fait montrer qu’on peut approcher le sup ou 'inf de deux fonctions
de A. Pour cela, il nous suffira d’approcher la valeur absolue d’une fonction de
A et, comme |{| = V12, il nous faut juste approcher la fonction racine carrée
par des polynémes.

On vérifie aisément que la suite de polyndémes sans terme constant, définie
par la relation de récurrence sur n (sur I = [0;1])

- PO == 0
= Posi(t) = Pa(t) = 5(t = Pa(t)?)
est une suite croissante et converge uniformément vers son unique limite pos-
sible: v/t (pour ¢ dans [0;1]).

On peut donc approcher uniformément [¢| par des polyndmes sur [—1;1],
puisqu’il suffit de considérer ¢t — P, (%) qui est bien un polynéme en ¢.
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Par homothétie et translation de la variable, on peut approcher [¢] sur tout
intervalle compact de R et donc, a fortiori, sur tout compact de R.

Soit maintenant f dans A, alors f(X) est un compact de R. On peut donc
trouver (), une suite de polynémes approchant uniformément |¢| sur f(X).
Alors pour tout f dans A, @, o f est une somme de produits de fonctions
dans A (car A contient les constantes) et donc appartient & A (car A est une
algebre). Comme @, o f converge uniformément vers |f| sur X, on a donc
prouvé que ’adhérence de A contient |f|. Si f et g sont deux fonctions dans
A, on a

swp(f,9) = 5(fg+1f =) et nf(f) = 5o~ 1S~ o)

(ol1 ces égalités entre fonctions sont par définition des égalités en tout point
de X). Comme A contient f+g¢, f—g et 1/2, il en résulte que "adhérence de
A contient le sup et 'inf de deux fonctions de A et donc aussi de ’adhérence
de A. Elle contient aussi le sup et I'inf d’un nombre fini de fonctions de
I’adhérence de A, par récurrence.

Remarquons également que si A sépare les points, alors pour tout couple
(z,y) de points distincts de X et tout couple de scalaires («, ), on peut
trouver f dans A telle que f(z) = o et f(y) = (. En effet soit g séparant »
et y, alors

9—g(x)
9(y) — (=)
appartient & A (car A est une algebre et contient les constantes) et a la bonne
propriété.

Soit maintenant € un réel strictement positif et f une fonction continue sur
X. On veut trouver g dans A (ou dans son adhérence) tel que |f(z) —g(z)| < €
pour tout x dans X.

Pour z dans X fixé, on note, pour y dans X, g, , une fonction dans A telle

que guy(2) = f(2) et goy(y) = f(y). Soit, pour y dans X,

Uy={2€ X | goylz) > f(z) —€}.

f=a+(f—a)

Comme g, , et f sont continues, Uy est ouvert. Comme y lui appartient par
hypothese, X est inclus dans la réunion des ouverts U,. Par compacité de X,

on peut donc trouver un ensemble fini de y, disons y1, y2, ..., yn, tels que
n
X = U Uy,
i=1

En conséquence
9o =Sup(goys, - - Jo,y,)

appartient & I’adhérence de A et vérifie

Vz€e X ditel que z €Uy, et 9o (2) > goy,(2) > f(2) — €.
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On a donc fabriqué un ensemble de fonctions g, telles que
go(x) < fle)+¢ et VzeX gg(z)> f(z)—c.
On note maintenant
Vo ={2 € X | g2(2) < f(2) + ¢}

On a encore V,, ouvert et # € V,;. Par conséquent X est réunion d’un nombre
fin1 de ces ouverts, disons pour 1, ..., ;. Par conséquent

9= inf(gxu s agxm}

vérifie
Vze X g(z) < f(z) + ¢

et comme un inf de fonctions toutes supérieures & f — ¢ ’est encore on a méme
Vze X fl2) —e<g(z) < f(z)+ ¢

ce qui est bien ce que I’on voulait démontrer puisque g appartient & I’adhérence

de A et donc
dhe A |[f=hl[Z|If = gll + |lg = Al] < 2e.

On pourra consulter Jean Dieudonné, Calcul infinitésimal, paru chez Her-
mann, Walter Rudin, Real and complex analysis, paru chez McGraw-Hill ou
Kolmogorov et Fomine, Eléments de la théorie des fonctions et de Uanalyse
fonctionnelle, paru chez MIR.
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Fzxercice 19
Autour du théoréme de Dirichlet

1. P ne prend les valeurs 0 et £1 qu’un nombre fini de fois. Il existe donc un
entier n tel que P(n) # 0 et P(n) # =+1. Si p est un diviseur premier de P(n),
c’est aussi un diviseur de P par définition. Ainsi P a au moins un diviseur.
Montrons, par récurrence sur ’entier strictement positif r, que P possede
au moins r diviseurs; autrement dit que P possede une infinité de diviseurs.
Si p1,p2, ..., pr sont des diviseurs de P et si{ est un entier tel que b = P(l)
est non nul, on considere le polynéme () défini par

1
QX) = EP(1+5P1P2~~P7~X) :

D’apres la formule de Taylor (qui est exacte pour les polynoémes!), on a

deg(P)

(k)
ey =1+ Y Tl i
k=1 :

et @ est donc un polyndme & coefficients entiers (puisque la quantité P (1) /!
est en fait un entier). De plus on a

Q(n) =1 [pi]

pour tout entier n et tout indice ¢ (1 < ¢ < r). En particulier Q(n) n’est pas
nul.

Comme @ n’est pas constant, il existe un entier n tel que Q(n) # £1. Donc
il existe q premier divisant @(n) et comme ¢ ne peut pas diviser & la fois Q(n)
et Q(n)—1, ¢ est distinct de p1, pa, ..., pr. On a donc bien trouvé un nouveau
diviseur de @) et donc, a fortiori, de P.

2. Toute racine n®"° de 'unité z est primitive pour un d avec 1 < d < n par
définition de la notion de racine primitive. De plus si n = bd + r est la division
euclidienne de n par d, on a 2" = z"(24)=% = 1 et donc r = 0, ou encore d|n.
Autrement dit toute racine n®”¢ de 'unité est primitive pour un unique d
divisant n. En termes de polynémes ceci se traduit par

X" —1=J]oax).
dln

Montrons maintenant par récurrence sur ’entier strictement positif n que @,,
est un polynéme unitaire & coefficients entiers.

On a®; = X — 1 qui a bien ces propriétés.

Supposons maintenant la propriété vraie pour tous les @5 avec k < n;
en particulier elle est vraie pour @4 avec d|n et d # n. Comme ce sont des
polynémes unitaires leur produit est unitaire :
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[I @ux)e7(x]

dln d#n

est un polynéme unitaire. On peut donc effectuer la division euclidienne de
X" — 1 par B dans Z[X]:

X" — 1= B(X)Q(X) + R(X) .

Mais cette division est également valable dans C[X]. Comme on avait déja
une division euclidienne dans C[X], & savoir

X" —1= B(X)®,(X),

il en résulte R = 0 et Q) = @,,. Par conséquent &,, est & coefficients entiers. Il
est évidemment unitaire de par sa définition. Et on a donc montré la propriété
par récurrence sur n.

3. Soit A et B des polynoémes a coefficients entiers tels que B divise A, i.e.
A = BQ@ pour un certain polynéme ) & coefficients entiers. Si maintenant
x est un entier quelconque et si n est un entier divisant B(xz), alors, comme
Q(z) est entier, n divise aussi B(z)Q(x) = A(z). En termes de congruences,
si B(x) =0 [n], alors A(z) =0 [n].

On applique ce résultat 2 A = X™ — 1, B=@,,, xt = aet n =peton
en tire @™ — 1 = 0 [p]. Or si p divisait @, on aurait ™ = 0 [p], ce qui est
impossible puisque 0 Z 1 [p].

Soit maintenant k le plus petit entier strictement positif tel que a* = 1 [p]
(autrement dit k est l'ordre multiplicatif de ¢ modulo p). Supposons que k
soit strictement plus petit que m. Comme p divise & la fois a® — 1 et @, (a),
p? divise le produit, i.e.

(a* = 1)®,,(a) =0 [p7] .
Soit m = bk + r la division euclidienne de m par k; on a
a" =a" (d") =a™ =1 [p]

et donc r est nul, i.e. k divise m. En conséquence (X* — 1)@, divise X™ — 1,
le quotient étant égal au produit, pour d divisant m et strictement compris
entre k et m, des @4. En appliquant la remarque du début, on en déduit

m_1=0 [p?.

Remarquons maintenant que, pour tout polynéme P, tout entier z et tout
entier n supérieur ou égal & 2, on a

P(z+n)= P(z) [n] .

En particulier @,,(a + p) = Py (a )E Jet (a+p)f—1=a"—-1=0][p];il
en résulte une fois encore (a+p)™ —1 = 0 [p?]. Par différence avec le résultat
précédent, on obtient
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(a4p)™ —a™ = pma™~ ' =0 [p?] .

Mais alors p divise ma™'. Comme p ne divise pas m, le lemme de GauR
assure que p divise a et nous venons de voir que ¢’est impossible. Donc m est
bien 'ordre de a modulo p.

4. D’apres le petit théorgme de Fermat (ou le théoréme de Wilson, au choix),
comme p ne divise pas a,
a7 t=11[p].

Comme m est le plus petit entier tel que @™ = 1 [p], il en résulte (comme
précédemment) que m divise p — 1 et donc que p— 1 = 0 [m] ou encore

p=17[m].

Il reste donc & remarquer que, m étant fixé, @,,; a une infinité de diviseurs,
donc une infinité de diviseurs premiers & m et il existe donc une infinité de
nombres premiers p ne divisant pas m tels qu’il existe a vérifiant @, (a) = 0 [p].
D’apres ce qui précéde on aura alors p = 1 [m]. En résumé il y a une infinité
de nombres premiers dans la progression arithmétique de raison m et de base

1.

Remarque : on n’utilise pas le fait que @,,(a) est non nul et que @ est positif
(qui font partie de la définition de la notion de diviseur). Cela dit, parmi les
entlers seuls 1 et —1 sont des racines de 'unité et donc seuls @; et ¢, ont
des racines entieres. Dans le cas m = 2, on peut toujours choisir ¢ = —1
(on a @3(X) = X 4+ 1). Ici 2 est évidemment I'ordre de —1 modulo p pour
tout p strictement supérieur a 2 et la démonstration (donnée par la solution)
du fait que @, a une infinité de diviseurs est la démonstration classique du
fait que I’ensemble des nombres premiers est infini (en prenant { = 0, on a

b=P0)=1et Q(X)=p1...p, X +1).

Commentaires. ¢, s’appelle le n¢™¢ polynoéme cyclotomique.

Ce théoreme admet une généralisation (dite «grand théoréme de Dirichlety
ou «théoreme de la progression arithmétiquen) qui affirme que le résultat est
encore vrai si on remplace 1 par n’importe quel entier premier & m: pour
tout entier m non nul et tout entier a premier & m, il existe une infinité de
nombres premiers congrus 2 a modulo m. A noter que si @ n’est pas premier
4 m, p = a [m] implique que pged(a, m) divise p et donc il y a au plus un
nombre premier qui vérifie p = a [m].

Le lecteur intéressé pourra consulter le cours de Jean-Pierre Serre, Cours
d’arithmétique, paru aux Presses Universitaires de France, pour une démons-
tration du grand théoréme de Dirichlet. Cette démonstration n’est pas élé-
mentaire et fait appel 4 la notion de fonction L (de Dirichlet) qui est une
généralisation de la fonction ¢ de Riemann:

L(s,x) = Z X:sl) .
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X est ici un caractéere modulaire, ¢’est-a-dire une application de Z dans C
multiplicative et non nulle uniquement sur ’ensemble des nombres premiers
a4 un certain entier m dépendant de y. Autrement dit, il existe un entier m
tel que, pour tout (a,b) dans Z2,

x(ab) = x(a)x(b)

x(a) =0 < pged(a,m) £ 1.

Par exemple, soit p un nombre premier, on peut définir un caractere modulaire
x ainsi: x(a) vaut 0, 1 ou —1 selon que, modulo p, a est nul, a est un carré
non nul, ¢ n’est pas un carré.

La démonstration du grand théoréme de Dirichlet passe par le fait que
L(s,x) est un complexe non nul si x n’est pas identiquement égal & 1 et,
dans ce dernier cas, L(s, x) n’est rien d’autre que la fonction ¢ de Riemann
et admet donc un poéle en s = 1 (puisque la série harmonique diverge).

On trouvera d’autres exemples de caractéres dans I’exercice 28 sur les ca-
ractéres de l'algebre C(K,R) des fonctions continues d’un compact dans .
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FEzercice 20
Racines carrées continiment différentiables

Par le théoreme de composition, comme x — /z est de classe C°° sur RY, 9
est de classe C'? en tout point ol f ne s’annule pas.
Soit maintenant & un zéro de f. La formule de Taylor-Young s’écrit

Fo 1) = AP + () +o(h?)

et donc la positivité de f montre que f'(z) = 0 et f”(2) > 0. Remarquons
que cela était évident a prior: puisque 0 est un minimum absolu de la fonction
positive f. On en déduit, par la formule de Taylor-Lagrange,
h2
fle+h)= 7f"(x—|—9hh) avec 0 < fp < 1.

D’ou

gt —g@)  VHa+h) 1] e

h h V3 h

et donc (en notant gy, et g, les dérivées a gauche et a droite de g)

@ =T g =T

Donc g est dérivable en z si et seulement si f’(x) est nul. De plus dans ce cas
onag'(xz)=0.

Supposons maintenant que f/ s’annule en tous les zéros de f. On a donc
aussi la nullité de ¢’ en tous ces zéros. Soit x I'un d’eux, introduisons les
intervalles centrés en «, I, = [¢ — r; & + r]. Pour y dans I, et h dans [—7; 7],
on a

2

B2 h
0< fly+h) = f(y)+hf’(y)+7f”(y+9hh) < f(y)+hf'(y)+7tseujp |F ()] .

Ce trindme en h est minimal en

W
subser,, [ (t)]

D’aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée & f/, pour tout y dans
I, ona

W)= 17 (y) = F/(@)] < vsup [f7(6)] < v sup [F(1)] .

tel, telay

Donc le minimum du trindme est atteint sur [—r;7]. Sa positivité est donc
équivalente (puisque son terme dominant est positif) & la négativité de son
discriminant :
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F(y)* < 2f(y) sup |F(t)] .

tela,

Comme g est dérivable et g = f, on a

129(y)g" (W) = |F ()| < Wf(y) sup |f"(t)| = g(y), /2 sup [f(1)] .

tela, telay

Si g(y) est non nul (c’est-a-dire si f(y) est non nul), on a done

l9'(y)] < 5

Et si g(y) est nul, g(y) est un minimum de g et on a ¢’(y) = 0. Il en résulte

lim ¢'(y) = 0 = ¢'(=)
y—=x
puisque, quand y tend vers x, on peut prendre r arbitrairement petit et alors
le sup sur Is, tend (par continuité de f'') vers f”(x) i.e. vers 0.
En résumé g est de classe C'' sur R si et seulement si f/ s’annule en tous
les zéros de f.
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FEzercice 21
Polynoémes hyperboliques

1. Soit 6 = % I’application linéaire de R[X] dans lui-méme qui & un polynéme
P associe son polynéme dérivé. Par définition de R, on a R = Q(d)[P] ol
Q(d) désigne le polyndme d’opérateur Y - a;0°. En conséquence, comme @)
est scindé, on a

n n

Q(X) = ay H(X — o) et donc Q(d) = an H((5 — o;1d)

i=1 i=1

ol le produit désigne dans un cas le produit des polynémes et dans "autre
cas la composition des applications linéaires. Si I’application linéaire § — acld
préserve les polynémes hyperboliques, il en sera de méme pour un produit de
telles applications et donc pour Q(6) puisque les homothéties aussi préservent
I’hyperbolicité.

On est donc ramené au cas ot Q(X) = X — a et on étudie le polynome
Q(d)[P] = P' — aP ol P est un polynéme hyperbolique de degré k et o est
un réel quelconque. Le cas ol k est inférieur & 1 étant immédiat, car tout
polynéme de degré inférieur ou égal & 1 est hyperbolique, nous supposons &
supérieur a 2.

Etudions tout d’abord le cas olt P est simplement scindé, i.e. quand ses
racines sont simples. Notons ces racines x1,...,o; avec £y < &s... < T .
D’apres le théoreme de Rolle, P’ possede une racine y; dans chacun des inter-
valles Ja;, #;41[ pour 1 < i < k—1. Ce sont donc exactement les k — 1 racines
de P’ (qui est de degré k—1). Comme les racines y; sont simples; P’ y change
de signe. De plus P’ est de signe constant sur Jy;, y;+1[ puisqu’il ne s’y annule
pas. 1l en résulte que la suite des valeurs de P’ en les z; est alternée. 1l en
est donc de méme pour les valeurs de P’ — o P en les x; puisque ce sont les
mémes! Le théoreme des valeurs intermédiaires nous assure donc de I'exis-
tence de k — 1 racines réelles pour le polynome P’ — aP. Ce polyndme étant &
coefficients réels, il a un nombre pair de racines complexes, puisqu’elles sont
conjuguées deux & deux, et ne peut donc n’en avoir qu’une seule. C’est donc
qu’il est hyperbolique.

Revenons au cas général. On note (#;)1<;<; les racines (ordonnées) de P
et (m;)i1<i<i leurs multiplicités respectives. L’hypothese P hyperbolique se
traduit par 22:1 m; = k. Le raisonnement précédent se généralise aisément :
P’ posséde | — 1 racines, (y;i)i<i<i—1 comprises chacune dans un intervalle
Jas, 2;41] et les 2; pour lesquels m; est strictement supérieur & 1 sont également
racines de P’ avec la multiplicité m; —1. Ceci nous donne 22:1 (m;—1)+l-1=
k — 1 racines et on en conclut encore que les y; sont racines simples. En
particulier P’y change de signe. Analysons ce qu’il se passe en x;. Puisque c’est
une racine de P de multiplicité m;, on a P(x) ~ A;(z — x;)™* au voisinage de
z;. On a alors P’—aP ~ P’ au voisinage de z;. On peut donc trouver des réels

xf"etxi_desortequexl_<x1<x1"<y1<x2_<x2<...<yl—1<xl_<

K3
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2 < xf et tels que |P'(zE)| > |aP(zF)|. Comme P’ ne change qu’une seule
fois de signe dans l'intervalle |z;, z;4+1[ (c’est en y;), on a P’(xj')P’(xi__l_l) <0
et donc (P’ — aP)(z])(P' — aP)(z;,,) < 0.1l en résulte que P’ — a P admet
+
x

au moins une racine dans U'intervalle |27, 27, | [. Ceci nous fournit [ —1 racines

pour P’ — aP . On a également Zi’:1(mi — 1) = k — [ racines fournies par les
z; et on a donc au moins k — 1 racines réelles pour P’ — aP. De méme que
précédemment on en conclut que P’ — aP est hyperbolique.

2. Afin d’exprimer R en termes de P, Q) et 4, il convient d’étudier le phénomene
pour des monémes. Si P(X) = X* et Q(X) = X", on a R(X) = n*X". Pour
k=1, 0n adonc R(X) = X3(Q) et, pour k général, on a R(X) = (X3)*(Q)
ol XJ est 'application linéaire qui & un polyndéme P associe le polyndme
XP'(X). 1l en résulte que si P est un polynéme quelconque, on a R(X) =
P(X3)(Q). On est donc ramené & étudier le cas ol P est de degré 1 par le
méme argument que précédemment.

On étudie donc le polynéme X@'(X) — a@Q(X) pour  un polynéme de
degré n et a un réel non compris entre 0 et n. Pour ne pas étre géné par
le X devant @', on va appliquer la méthode précédente non pas en étudiant
le signe au voisinage des racines de (), mais au voisinage de celles de @Q’.
N’ayant plus que n — 1 intervalles, on devra trouver une autre racine avant
de pouvoir conclure. Comme précédemment, on étudie d’abord le cas ol
est simplement scindé. Dans ce cas ) admet n racines simples et change donc
de signe en les #;, en particulier les Q(y;) forment une suite alternée de réels.
En conséquence, comme « est non nul, X@Q' — a@ prend des valeurs de signes
alternés en les y;. Ceci fournit donc n — 2 racines pour X@Q' — Q.

En yp—1, XQ' —a@ est du signe de —aQ(yn—1). Comme @ change de signe
en x, pour étre du signe de a, (le coefficient dominant de @), XQ' — aQ
est donc du signe de aa, en y,_1. Le coefficient dominant de X@Q' — aQ
étant (n — a)ay, en infini XQ' — Q) est du signe de (n — a)a,. Comme
adn(n—a)a, = a(n —a)a est négatif par hypothése sur a, on a bien trouvé
un changement de signe entre y,_1 et I'infini, donc une racine, différente des
n — 2 autres. On a donc au moins n — 1 racines réelles pour X @' — @ qui est
donc bien hyperbolique.

Etudions maintenant le cas général. Les mémes arguments que précédem-
ment permettent d’écrire

{ { -1

QX)) =an [T(x—a)™ et Q(X)=nan [[(X =)™ TT(X )

i=1 i=1 i=1

oll les y; sont des réels respectivement compris entre z; et z;411 et ol les m;
sont des entiers supérieurs (ou égaux) a 1. On a donc

R(X) = XQ(X)-aQ(X)

G, H(X — xi)m’_l (nX l:I(X —yi) — aH(X — xl))

i=1
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Notons R; le polynéme Ry(X) = nX Hi;i(X —Y) — O‘Hi’ﬂ(X — ). 1l
prend des valeurs alternées en les y; et admet donc [ — 2 racines réelles, une
dans chaque intervalle Jy;, y;+1[. En g1 il est du signe de a et son coefficient
dominant est n — «. Par hypothése sur «, cela entraine que R; a au moins
[ — 1 racines réelles. Etant de degré [, il est donc hyperbolique. Il en résulte
immédiatement que R est hyperbolique.

Remarque : si P admet une racine dans [0 ; n] le résultat est mis en défaut.
Par exemple si Q(X) = X2 —1let P(X)= X —1,0na R(X)=X?+1 qui
n’est pas hyperbolique.

Commentaires. Cette étude des polyndmes hyperboliques est importante
dans divers cadres comme la géométrie algébrique réelle ou celle des opérateurs
différentiels. Les ensembles algébriques sont ceux qui sont définis comme zéros
communs de polynémes. Si la situation est relativement claire sur C puisque
tout polynéme y est scindé, ce n’est plus le cas sur R et cela donne lieu &
de nombreux développements. De plus la structure de corps ordonné sur R,
contrairement & C, permet de se poser encore d’autres questions, par exemple
de positivité. L’exercice 11 en est un exemple.

Les polynémes a coefficients réels ont encore bien d’autres propriétés et
I’étude de leurs racines peut utiliser de nombreux outils non disponibles sur
C comme le théoreme de Rolle par exemple. On peut s’en rendre compte
avec lexercice 25 et les commentaires faisant suite a Iexercice 24. A titre
d’exercice supplémentaire on pourra s’amuser & démontrer que les fonctions
usuelles obtenues par composition, multiplication et addition de polynémes,
d’exponentielles ou de logarithmes (en particulier on autorise les exponen-
tielles d’exponentielles et les logarithmes itérés) n’ont qu’un nombre fini de
zéros qu’on peut controler en fonction des degrés des polynémes et du nombre
total de fonctions intervenant.
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FEzercice 22
Sur les surfaces minimales

1. Rappelons que H (qui est symétrique réelle de dimension 2) est définie
positive si et seulement si 7 et rt — s% sont strictement positifs, autrement
dit si son premier coefficient et son déterminant sont strictement positifs. En
effet le produit des valeurs propres vaut le déterminant rt — s? et elles sont
donc toutes les deux non nulles et de méme signe si et seulement si rt — 57 est
strictement positif. En particulier il est nécessaire que r et ¢ soient de méme
signe. Comme la somme des valeurs propres vaut la trace de H, & savoir r +1,
elle est donc du signe commun & r et . Et comme les valeurs propres sont de
méme signe, cela prouve que ce signe est celui de 7.

Comme h = det(H) = rt — s? est toujours égal & 1, il faut montrer que
I’on peut se ramener au cas oll 7 est strictement positif. En fait r est une
fonction continue et elle ne peut s’annuler car sinon h = —s? serait négatif et
a fortiori différent de 1. Donc r garde un signe constant (ce qui prouve que
H est en fait soit toujours définie positive, soit toujours définie négative). Si
r est strictement positif, on ne touche & rien. Sinon la fonction —f convient
évidemment car H est changée en son opposée et donc h reste égal & 1.

Remarque: en fait pour une matrice symétrique réelle A = (a;;)1<i j<n,
si on note d; le déterminant de la matrice (symétrique réelle) extraite de A
formée de ses ¢ premiéres lignes et colonnes, alors A est définie positive si et
seulement si tous les d; (1 < i < n) sont strictement positifs.

2. Soit & = (x1,22) et y = (y1,y2) fixés (et distincts); pour ¢ réel on pose
Iy =te + (1 —t)y et on définit une fonction ¢ de R dans R par

P(t) = (x —y).(9(z:) — 9(y)) -
La dérivée de t — 0; f(#;) est donnée par
te O F(Ze) (21 — 1) + 0% F(Ze) (22 — ¥2)
et donc
V(1) = 4 () (o — )
d’oti (puisque d? f est définie positive),
Y(t) >0 pour t > 0.

Comme ¢(t) admet (# —y).(9(y) — 9(y)) = 0 comme limite en 0, il en résulte
que (t) est positive sur Ry. Pour t = 1, on obtient ’assertion cherchée.

3. 0n a

1(Id + g)(x) — (Id + g)(v)]]?

llz = ylI” + llg(x) — g(v)II?

+2(x — y).(9(x) — g(y))
llz = ylI” + llg(x) — g(v)II?

v
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donc Id + ¢ dilate les distances. En particulier ¢’est une application injective.
Pour montrer qu’elle est surjective, on va montrer que son image est & la
fois ouverte et fermée dans R?. Par connexité de R? on en déduira que c’est
donc tout R? (puisque son image n’est pas vide).
L’image est fermée: c’est une conséquence de I'inégalité précédente. Soit
une suite de Cauchy (Id+ g)(z,) d’éléments de I'image de Id + g convergeant
vers un point y. Comme

ll2m — 2o || < [|(Id 4 g)(xm) — (Id + g)(2n)]]

la suite (z,) est aussi de Cauchy. Elle converge donc vers un point z et, par
continuité de Id+g, on a y = (Id+g)(x), i.e. y appartient & I'image de Id+g.

Pour montrer que I'image est ouverte, par le théoréme d’inversion locale,
il suffit de démontrer qu’en tout point la différentielle de Id + g est bijective.
On a

d(Id+ g)(z) :h— h+dg(z)(h).
Comme
(h+dg(x)(h)) .= = |[B]]* + d*f(z).h* > [|R]]*

cette quantité est strictement positive pour kA non nul et, en particulier A +
dg(x)(h) n’est nul pour aucun h non nul, i.e. la différentielle de I'd + ¢ est
injective. Comme c’est une application linéaire de IR? dans lui-méme, elle est
donc bijective.

4. Comme H est symétrique, 1l en est de méme pour Id+ H et Id— H. Comme
H est définie positive, il en est de méme pour Id+ H qui est donc en particulier
inversible. Son inverse étant évidemment symétrique et le produit de deux
matrices symétriques qui commutent I’étant aussi, S est bien symétrique.
Diagonalisons H. Il existe P orthogonale, A et y (dépendants de ) telle

que
H=P ( A D ) p!
0 p
avec Ayt = det(H) = 1. On a alors
1=2 0 1=2 0
S=P 1+XA - P—l - P 1+XA o1 P—l )
0 ﬁ 0 A—1

Les coefficients de la matrice diagonale étant dans | — 1;1[, de méme que
ceux de P et P~1 = P (puisque ce sont des matrices orthogonales), S a des
coefficients bornés (disons de valeur absolue inférieure & 2).

4. La trace étant invariante par changement de base, on a

6. 0On a
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d(Id — g)(z) = Id — dg()
et
d((Id+9)™") (@) = (Id +dg ((Id + 9)*(2))) ™

Notons ¢ la fonction (Id—g)o(Id+g)~t. Comme d(y501)(x) = dipa(¢1(z))o
di1(z), on en déduit

dip(z) = d((Id—g)o(Id+g)"")(x)
= d(Id—yg) [Id—l—g 1(x]od(([d—|—g)_1)(x)
= (1d—dg) [(Id+g)""(@)] o ((Id+ dg) [(1d + g)"(2)]) "
= (Id—dg)o(Id+dg)” 1[(Id—|—g)_1(x)]
= So(ld+g) ()

7. Comme S est symétrique, v» = (Id — g) o (Id + g)~* est bien le gradient
d’une fonction ¢ de classe C?. Comme f est en fait de classe C, il en est de
méme de ¢.
On a
Ap = 079+ 0390 = 019y + Doty = 1r(S) =0 .

8. Les coefficients de S sont donnés par des dérivées partielles de ¢. Comme
¢ est de laplacien nul, il en est de méme de ses dérivées partielles parce
que ordre dans lequel on prend les différentiations n’importe pas, d’apres le
lemme de Schwarz) :

Ad1p = 81,6 + 0700 = O (A¢)=0.

Donc les coefficients de S sont des fonctions bornées de laplacien nul.
Il en résulte que S est constante. Comme S(Jd + H) = Id— H, on a

([d—i—S)H:[d—S.

A-1
0 L+ 53

1 2 0
Id—l—S:P( +1+A 0 )P—1:P<1+ 2 )P—1
0 A+1

et donc Id 4+ S est inversible (car A est non nul en tant que valeur propre de
) et
= (Id— S)(Id+ S)™*

Aussi H est constante et, par intégration, f est un polynéme de degré inférieur
a deux.

Commentaires. Ce résultat permet de démontrer un fameux théoreme de
Bernstein, & savoir que si une surface de R3 de la forme z = z(z,y) est
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minimale (i.e. sa courbure moyenne est numme), alors c’est nécessairement
un plan.

Une fonction de laplacien nul est dite harmonique. Les fonctions harmo-
niques jouent un trés grand réle en analyse et en géométrie. Si f est une
fonction holomorphe (développable en série entiere sur C) alors, en tant que
fonction sur R? ~ C, f est harmonique.

Le fait que les fonctions harmoniques bornées sont constantes est le théo-
reme de Liouville. On peut I'obtenir par exemple en exprimant le laplacien en
coordonnées polaires. Soit f(z,y) = ¢g(r,#). On a

_19% 10 ([ 9y
Af—rzawﬁa(’“%) :

On développe ¢(r, ) en série de Fourier. Ses coefficients dépendront donc
de r. Posons

1 27 .
en(r) = %/0 e g(r,0)do .

D’aprés 'expression du laplacien, en intégrant

1 27 .
— e~ Ag(r, 0)do
27T 0
on trouve
n? (r) + 10 Jen (r)
——eplr —-——|r .
r? r or or
Et donc

r% (rﬁcgir)) =n’cy(r)

ou, autrement dit, ¢, est fonction propre pour 'opérateur

0 0
r—or_—

dr  or’
Les fonctions propres de
0
"o
sont les fonctions r®, avec la valeur propre a. En particulier les fonctions "
et r~" sont fonctions propres de

0 0
r—or—
or  Or
pour la valeur propre n?. Comme on a affaire & une équation différentielle
linéaire du deuxieéme ordre, c¢’est donc que, pour n > 0,

en(r) = anr™ + bpr™"
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Pour n = 0, I’équation s’intégre directement et on trouve
co = ag + bglog(r) .

On utilise maintenant la formule de Parseval-Bessel

1 2T . +o0
o ], lg(r,0)|* do = Z lea(P)]? .

Le fait que cette quantité soit bornée, en particulier quand r tend vers 'infini
ou vers 0, montre que a, = b, =0s1in >0 et by =0.
En écrivant que g est somme de sa série de Fourier, on en déduit que

g(r,0) = co(r) = ag

est constante.
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FEzxercice 23
Le théoréme de Brouwer en dimension 2

1. Chacun des U; est inclus dans A par définition. Il faut donc montrer que
tout point de A appartient & 'un des U;, c’est-a-dire que pour tout P dans
A il existe un indice 7 tel que z;(P) > #;(f(P)). Supposons le contraire, on
aurait alors z;(P) < #;(f(P)) pour tout indice ¢. D’on

1= ai(P) <> w(f(P) =1

i=1 i=1

et on devrait donc avoir égalité dans les trois inégalités précédentes. Mais
alors P = f(P) puisque leurs coordonnées barycentriques sont les mémes.
Ceci est une contradiction avec I’hypothese que f n’a pas de point fixe. Dot
I’assertion.

2. 51 A appartient au segment [A; 4;], soit Ay le dernier sommet du triangle.
Puisque A est barycentre de A; et A;, on a z,(A) = 0 et donc A ne peut pas
appartenir & Uy. C’est donc qu’il appartient soit & U; soit & U;.

3. Si un ¢6té (dans C') a un sommet de couleur rouge et Iautre de couleur
noire, ¢’est que c’est un coté inclus dans [4; A5]. Remarquons qu’on a un c¢oté
bicolore si et seulement si deux sommets successifs sont de couleurs différentes

(nair) g A 1
(noi r)/./ 7
(noir) 5~
, 7
» (rouge)
(noir) 7
7 ’
» (rouge)
(noin) ,, 4
(noir) o 4
7
7
P A (rouge)
4
A 2(rouge)

et donc la parité du nombre de ces cétés est la méme que la parité du nombre
de changements de couleurs entre A; et As. Cette derniére est impaire puisque
Aj et As sont de couleurs différentes.

4. Soit C(A?) I'ensemble formé des trois cotés de AP et Bic la fonction qui
associe 1 aux cotés bicolores noir/rouge et 0 aux autres. On considére

B= i > Bie(d) .
i=1§eC(An)

Soit § un c6té d’un petit triangle; s’il n’est pas sur les cotés de (A3 Az As), il
appartient & exactement deux triangles A}. Il contribue donc & B par 0 ou
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par 2 selon qu’il est bicolore noir/rouge ou pas. Les autres cotés sont, on vient
de le voir, en nombre impair. Il en résulte que B est impair.
Remarquons maintenant que la somme Eéecmn) Bic(d) est nulle si A?

n’est pas soit tricolore, soit bicolore noir/rouge. Dans le premier cas il contri-
bue par 1 & la somme et dans le second cas par 2. Si aucun triangle n’était
tricolore B serait donc pair et ceci assure I’existence d’un triangle tricolore.

4. On note, pour tout n, M, le centre d’un triangle équilatéral tricolore.
Comme A est compact et que M, appartient & A, on peut extraire une sous-
suite convergente de la suite M, et sa limite appartiendra &4 A. On note P,
cette suite et P sa limite.

Remarquons que la distance du centre d'un A? & un de ses sommets est
égale & 1/n fois la distance du centre de (A3 Az As) & 'un des A; (puisque les
triangles A? sont homothétiques au grand triangle par un rapport d’homo-
thétie 1/n). Cette distance tend donc vers 0. Il en résulte que P est également
la limite des sommets du triangle dont P, est le centre. Notons N,,, R, et B,
les sommets de ce triangle qui sont coloriés respectivement en noir, rouge et
blanc. On a donc

lim N, = lim R, = lim B, =P .

n—r 00 n—r 00 n—r 00
De plus les coordonnées barycentriques (tout comme les projections dans un
repere) sont des fonctions continues du point et done, si f est continue, on a

(Vn e N* ai(Nn) > @i(f(Nn))) = (2i(P) = 2:(f(P))) -

Cela est vérifié pour ¢ = 1 puisque N, est colorié en noir. Il en résulte z1(P) >
z1(f(P)). En raisonnant avec les points rouge et blanc on en déduit aussi
z2(P) > x2(f(P)) et x3(P) > x3(f(P)). Comme la somme des »; vaut 1,
cela entraine qu’on a en fait égalité dans toutes ces inégalités et donc P =
F(P). Cette ultime contradiction montre qu’une telle fonction n’existe pas.
Autrement dit toute fonction continue de A dans lui-méme a nécessairement
au moins un point fixe.

On construit facilement un homéomorphisme ¢ (i.e. une bijection biconti-
nue) de A sur n’importe quel disque. Si g est une fonction continue du disque
dans lui-méme, f = ¢ogo ¢! est une fonction continue de A dans lui-méme
et admet donc un point fixe, disons P. Et alors ¢(P) est un point fixe de g.

Construisons ’homéomorphisme. Comme tous les triangles équilatéraux
sont homéomorphes entre eux (par une similitude) de méme que les disques
(par une homothétie-translation), il suffit de montrer le résultat en choisissant
un triangle équilatéral et un disque. On prend le disque unité (z+y? = 1) et
le triangle de sommet les « racines cubiques de I'unité», i.e. les points (1, 0),
(=1/2,v/3/2) et (=1/2,—+/3/2). Ces deux figures sont centrées en l’origine
et on les déforme en envoyant chaque c6té du triangle (qui est une corde du
cercle) sur I'arc de cercle qui lui correspond.

On écrit les choses en polaires. La figure étant invariante par rotation
d’angle 27/3, on explicite la bijection sur 0 < § < 27/3. Le point de la
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corde correspondant & I’angle  correspond & r = sin(n/6)/sin(57/6 — 6), i.e.
r = 1/2sin(bn/6 — @), puisque, dans le triangle OAM, on a

Aussi, sur la demi-droite donnée par ’angle 8, on fait une homothétie de
rapport 2sin(br/6 — #), autrement dit la bijection est donnée par

1o (zan (2 0Y 0

sur les points du tiers de triangle correspondant 4 0 < 6 < 27/3 et prolongée
par 27/3 périodicité. Cette application est clairement un homéomorphisme de

bijection réciproque
r
= | ——————,0
() (25111(%”— ) )

puisque sin(57/6 — 0) ne s’annule pas sur [0; 27/3].

Remarque : ce théoréme est équivalent au théoréme des trois fermés a savoir
que si on recouvre un triangle avec trois fermés, alors ces trois fermés ont au
moins un point d’intersection.

Commentaires. La méthode de démonstration se généralise sans encombre
et on démontre que toute application continue d’un simplexe de dimension n
(i.e. I’'enveloppe convexe de n + 1 points affinement indépendants dans ’es-
pace affine de dimension n) dans lui-méme admet un point fixe. Il en est donc
de méme quand on remplace le simplexe par un ensemble qui lui est homéo-
morphe, 1.e. tel qu’il existe une bijection bicontinue entre les deux ensembles.
Par exemple une sphere.
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Exercice 2/
Matrices de Householder

1. On va exprimer que M est définie positive en tenant compte de la décom-
position par blocs. Soit donc un vecteur Z quelconque de C”, écrit par blocs
(I,n—1),on a:

Mz =z Z") ( ‘i ‘z/v ) ( ZZ, ) =d|z|*+2V*Z2'+:2"V+2 " NZ'
et, en posant b = V*7’ (c’est un complexe égal au produit hermitien de V' par
7' et en particulier b = b* = Z""V) et ¢ = Z'"NZ' (c’est aussi un complexe),
ona Z*MZ =d|z|* + (bz + bz) +c.

Quand Z’' = 0, cette expression vaut d|z|?; en conséquence si M est définie
positive, on doit avoir d > 0. Alors on peut écrire le trinéme en z sous sa

forme canonique
dlz+ b Z+ E w +
ra)\"ta) a7

d(b

> de— |b]?

zZ+ d + 7 .
Pour que cette expression soit strictement positive pour tout Z non nul, en
particulier quand Z’ est non nul et que z = —b/d, on doit avoir de — |b|? > 0.
Réciproquement si d et de—|b|? sont strictement positifs dés que Z’ est non nul,
alors Z* M Z est strictement positif si Z’ est non nul (car d > 0 et de—[b|* > 0)
et aussi si 7' est nul mais pas z (car d > 0). Pour finir M est définie positive
si et seulement si d > 0 et

dlz|? + (b2 +b2) + ¢

O<de—|b)?=dZ2""NZ' = 2""V.V*Z2' = Z"(dN —VV*)Z'
des que Z' est non nul. Autrement dit M est définie positive si et seulement
sid>0et dN —VV™ est définie positive.

2. C’est une récurrence immédiate, en tenant compte du fait qu’une matrice
scalaire est définie positive si et seulement si ce scalaire est strictement positif.

3. On effectue des opérations élémentaires sur les colonnes de M et on obtient :
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det(M) = det(M)
_ dy Vl*
- i My
_ g dy d VY
! Vi diNy
_ g dy 0
B 1 Vi diNy— WV
_ a-nldi 0
= 4 Vi M

A2 det (M) .

On obtient immédiatement par récurrence la formule recherchée puisque le
n apparait en tant que dimension de M : en fait det(My) = dz_”k det(Mg41)
ol ng est la dimension de My, i.e. n+1— k.

Remarque : pour n = 2, on a en fait det(M;) = det(Mz) = da. Si dj; est
nul, on a My = =V, V. En particulier V;, peut étre vu comme un vecteur
(colonne) de C*~*  autrement dit V! est une forme linéaire sur Cr=F 11 existe
donc au moins un vecteur non nul dans son noyau, disons X. C’est-a-dire qu’il
existe X € C*F tel que Vi X = 0. Mais alors M1 X = =V Vi X =0 et
done det(Mg41) = 0. Pour finir, si I'un des dj, est nul, le déterminant de M
est nul et sinon on a la formule donnée par 1’énoncé.

Commentaires. De facon sous-jacente, ce sont les matrices de Householder
qui apparaissent dans cet énoncé. Ce sont des matrices de symétrie orthogonale
(pour le produit hermitien canonique de C") par rapport & un hyperplan P,
donc de la forme, pour un vecteur colonne v,

vv*

H(v)=1Id—2

v*y

oll v est un vecteur non nul orthogonal & P. On remarquera que vv™ est une
matrice carrée d’ordre n alors que v*v est un scalaire (c’est le carré de la norme
hermitienne de v). Les matrices I (v) ont I'intéressante propriété d’étre a la
fois hermitiennes et unitaires.

On peut se servir de ces matrices pour triangulariser une matrice quel-
conque (& coefficients complexes bien entendu) et obtenir une décomposition
de la forme UT ot U est unitaire et T triangulaire & diagonale positive. Si
la matrice est réelle et triangularisable, on obtient une décomposition de la
forme OT avec O orthogonale. La méthode de triangularisation est celle de la
démonstration de D’exercice: on fait une récurrence sur k& en choisissant v de
la sorte que s’annule ce qui est en dessous de la diagonale sur la £°7*¢ colonne.
Elle a avantage sur la méthode du pivot de Gaull d’étre plus stable, méme
si elle prend en moyenne un tiers de temps en plus.
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La méme méthode permet de passer d’une matrice symétrique quelconque a
une matrice tridiagonale (seuls les coefficients sur, au-dessus ou au-dessous de
la diagonale peuvent étre non nuls). Cela donne naissance & une trés intéres-
sante méthode de recherche des valeurs propres, dite de Givens-Householder.
Soit

by
c1 by e

B = C2

Cn—1
Cn—1 bn

On peut supposer tous les ¢; non nuls, sinon la matrice B se découpe en blocs.
On note By la matrice extraite de B en ne retenant que les k& premiéres lignes
et colonnes.

Définissons par récurrence les polynémes suivants :

- FPp=1
~ P(X) = b — X
— Py(X) = (by — X)Pyu_1(X) — ¢ _ Py_2(X) pour k > 2.

On a alors

Py (X) = det(Br — XId) est le polyndme caractéristique de By

Tous les P, tendent vers +o00 en —oo

Si z est une racine de Py, alors Pi_1(z)FPyt1(z) <0

Py a k racines réelles toutes distinctes, séparant celles de P41 ou encore,
entre deux racines de Py41, il y a toujours une unique racine de P.

H~ o N —

Ces résultats se démontrent de fagon élémentaire par récurrence. Ces proprié-
tés permettent de localiser les valeurs propres (i.e. les racines de P, ) de facon
trés simple. En effet, pour un réel #, on définit s (z) comme le signe de Py ()
si ce nombre est non nul et, 8’il est nul, alors P;_1(x) est non nul et si(x) est
son signe.

On note Nj(z) le nombre de changements de signe dans la séquence

so(),s1(x), ... sp(x) .

Alors Nj(x) est égal au nombre de racines de Py qui sont inférieures & x. Ce
résultat est connu sous le nom de théoreme de Sturm. Sa démonstration est
aussi tout a fait élémentaire.

Par contre il est trés rapide de calculer des signes par ordinateur (plus
rapide en tout cas que de calculer des valeurs exactes) et une dichotomie
permet de localiser les endroits oli Nj a des sauts, 1.e. les racines de Pj.



130 Chapitre 8. Solutions des 29 petits problémes

FEzxercice 25
Déterminants de Vandermonde lacunaires

1. On raisonne par récurrence sur k. L hypothese de récurrence est la suivante
(pour k > 1) : tout polyndme P ayant exactement & mondmes non nuls admet
au plus 2k — 1 racines sur R réparties en au plus & — 1 dans R} et dans R*
respectivement.

Pour k = 1, P(X) = aX™ admet une seule racine en zéro si n > 1 et n’a
aucune racine sinon.

Supposons ’hypothése vraie au rang k et écrivons P sous la forme de
mondmes de degrés croissants :

k
P(X):ZaiX"’ avec ng<ng <...<ng.
i=0

On a P(X) = X" Q(X) avec Q(X) = Zf:o a; X™="o Tout revient donc &
montrer que () a au plus k zéros dans R et dans R” respectivement. Mais si
@ a p racines dans R% (ou dans R ), le théoréme de Rolle montre que @’ en a
au moins p— 1 toujours dans R (ou dans R* ). Par application de I’hypothese
de récurrence, il en résulte que p < k.

2. On raisonne encore par récurrence sur k. Pour k = 1 on a z}* > 0. Consi-
dérons maintenant le déterminant comme un polynéme en xj. Autrement dit,
posons
nl PR nl nl
Ty rply X
P(X) = ) :
nk PR nk nk
xy .k, X
P est un polynéme ayant au plus £ monémes non nuls et admet donc au plus
k — 1 racines strictement positives. Manifestement z; pour 1 <7 < k — 1 est
racine de P; ce sont donc les seules racines strictement positives de P. Comme
zj, est strictement supérieur & la plus grande de ces racines, P(#) est non nul

et est du signe du coefficient dominant de P. Par application de ’hypothese
de récurrence, ce coefficient est strictement positif et donc P(zy) 'est aussi.

Commentaires. On voit toute la force du théoreme de Rolle si particulier a
I’analyse réelle. Pour s’en convaincre encore, on pourra se reporter a l’exer-
cice 21.
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FEzercice 26
Caractérisation des fractions rationnelles

1. f est une fraction rationnelle si et seulement s’il existe deux polynémes P
et @ (& coefficients réels) tels que Q(X)f(X) = P(X).Si Q(X) = Z?:o b X7,
le coefficient de X**+* dans Qf (pour s > 0) est Zf:o as4ibp—;. Done « Qf
est un polynéme» s’écrit

k
dsg € N Vs e N 8280:>Za5+ibk_i20.
i=0
En particulier, pour s > sg, les vecteurs
A As+k
Ws k= : e Ws itk k =
As+k Asy42k

appatiennent & hyperplan de R*+! d’équation Zf:o bi_iz; = 0 et sont donc
liés ; il en résulte que A, = 0.

Remarque : il est équivalent de dire que f est une fraction rationnelle et que
ses coefficients vérifient une relation de récurrence linéaire (celle donnée par
les coefficients de @). L’assertion sur le déterminant est donc nécessaire. Le
sel de ce probleme est de prouver que la relation ne dépend pas de k sous les
hypotheses de I’énoncé.

i<n est libre, alors (¢(v;))a<i<n—1 lest

2. Supposons au contraire que (¢(v;))2<;
i<n—1 est liée impose

Vg
aussi et donc I’hypothese que (¢(v;))

é(v1) € Vect(g(va),... ,¢(vn_1)) .

2<i<
1<i<

On se donne maintenant une relation de dépendance non triviale entre les v;
pour 1 << n:

n

Zaivizo.

i=1
On a alors
n—1
—an¢(vn) = Y aip(vi) € Vect(d(va), ..., ¢(vn_1))
i=1

et donc a, doit étre nul puisque (¢(v;))2<i<n est libre. Mais alors Z?:_ll a;v; =
0 et donc Z?:_ll a;(v;) = 0 ou encore 2?22 a;—1¢(v;) = 0, ce qui est une
contradiction.
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3. Soit k minimal pour la propriété qu’il existe un entier sy tel que, pour
s supérieur & sp, on ait A, = 0. On choisit un sq pour lequel la pro-
priété est vraie et il s’agit de démontrer D'existence de @, autrement dit
que les vecteurs (ws i, ..., Wsyk ) sont liés par une relation de dépendance
qui ne dépend pas de s (pourvu qu’il soit supérieur & sp). On introduit
Ep = Vect(ws g, ..., Wsth—14%) €t Fs o = Es i+ Rawsyp i ; ce sont des sous-
espaces de RFt1. On sait que Fy ) est de dimension inférieure & k et on va
montrer que F;  est de dimension exactement égale & k.
Introduisons ¢ et v de R**! dans R” tels que

(@0, 2k) = (w0, 251)

et
(o, ..., 25) = (21,... ,2) .

En particulier ¢(w; ) = ws g1 et Y(ws k) = Wet1 p—1.

La famille (wsk, ..., Wsyr k) est liée pour tout s. Et si, pour un certain
s, dim(E; ;) < k, c¢’est que la famille (ws gk, ..., Wsyr—1%) est liée. La famille
(p(ws k), ..., ¢(wspr—1%)) est donc également liée.

D’apres ce qui précede, la famille (¢(wsg1,), ..., oWt k) est lide, c’est-
a-dire que (Weg1 k-1, .-, Wstk k—1) €5t liée.

Comme la famille (ws41 k, . . . , Wsyk41,5) est liée, on peut itérer le raisonne-
ment et done (wst2 k-1, ... , Wstk41 k—1) est liée. Il en résulte que A,y p_1 =
0 pour tout entier naturel I. Et cela est une contradiction sur la minimalité
de k.

Il en résulte que F i est de dimension &k pour tout s > so. A fortior: Fy i est
de dimension k. Comme F j, et F,41  sont deux sous-espaces de dimension
k d’un méme espace de dimension k (& savoir Fj ), ils sont égaux. Autrement
dit tous les £ j sont égaux pour s > sy et en particulier il existe une forme
linéaire non nulle v de R**+! dans R qui s’annule sur tous les F 1, donc sur

tous les w; . Sion Décrit u(xo, ... 2zx) = Zf:o bi_;x;, cela veut exactement
dire que Zf:o bi_;as+i = 0 pour s > so ou encore que Zf:o biXif(X) est un
polynéme.

Commentaires. Sous cette forme, ce résultat a été exploité par Dwork en
1960 pour montrer la rationalité de la fonction  associée & une variété algé-
brique sur un corps fini. Expliquons un peu de quoi il retourne !

Soit K un corps fini & p éléments pour un certain nombre premier p. On
se donne une variété algébrique V sur K, c’est-a-dire I’ensemble des zéros de
fonctions polynomiales (en un nombre donné de variables) & coefficients dans
K. Par exemple le plan K? (pour la fonction nulle), une droite du plan (pour
P = ax + by + ¢), une conique ete.

Comme un polynéme & coefficients dans K est aussi & coefficients dans
tout corps L contenant K, on peut regarder «les points de V sur L», i.e.
I’ensemble des zéros des fonctions définissant V' mais pour des variables dans
L. Il se trouve que pour toute puissance p du nombre premier p il existe un
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unique corps K, (& isomorphisme prés) qui a p” éléments et qui contient K.
On peut donc noter N, le nombre de points de V' sur K, et introduire la
fonction {y définie par

Cv () = exp (Z Nt—) |

n=1

Connaitre cette fonction y, c’est connaitre le nombre de points de V' sur tous
les K. Il se trouve que cette fonction est en fait une fraction rationnelle.

Si par exemple V est une droite, V' a autant de points que le corps de base
et donc N,, = p". 1l en résulte

+oo
B pntn B B 1
v (t) = exp (; ) = exp (—log(l —pt)) = 1 -
De méme pour le plan, on trouve
1
) = —— .
wit) 1—p%

Cette fonction a encore bien d’autres propriétés et est un theme de recherche
privilégié en géométrie et en théorie des nombres.
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Fxercice 27
Le théoréme de Banach-Steinhaus

Pour T' € L, on peut toujours trouver un vecteur zp de norme 1 et tel que
| T(xr)|| > [IITII/2. Si (Th)nen est une suite arbitraire d’éléments de L, la

série
(o)
T
2: 4n
n=0

est normalement convergente, donc convergente puisque E est complet. Soit
z la somme de cette série. On a alors

: ( M)\\

T ()]

6.4 7er

n+1
|||T — LT, - ka
> 2_) ~lITl| 3
> (G- S L) Cal|r f:m
= 9 gm 4 ) T 4F
k=n+1 k=0
T,
S [ [ ( T)H

Supposons donc que L n’est pas bornée. Choisissons alors arbitrairement un
Ty dans L ainsi qu’un 27, dans E de norme 1 vérifiant ||To(z7,)|| > |||Tolll/2-
On peut construire par récurrence une suite (7, zp, ) telle que

(&%)

2. xp, est un vecteur de E de norme 1 et vérifie

1. T, € L et

Tl > 6.47 (n+ sup
TelL

71|

Tzl > 25

La seconde propriété est toujours réalisable par définition méme de la norme
d’opérateurs ainsi qu’on 1’a déja remarqué. La premiere est réalisable d’une
part parce que le sup est bien fini par hypotheése et d’autre part parce que L
n’est pas bornée. Mais alors, d’apres les calculs précédents, pour tout n on a
[|Tn(2)]| > n ce qui constitue une contradiction puisqu’alors

sup [[T(z)|| = +oo .
TeL
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Commentaires. Cette démonstration est due & Hausdorff. Remarquons que
I’on n’utilise pas la complétude de F'. La démonstration désormais classique
de ce résultat passe par le théoreme de Baire.

Rappelons la méthode. Soit X un espace métrique complet (par exemple
un espace vectoriel normé complet). On se donne des fermés X,, d’intérieur
vide (c’est-a-dire ne contenant aucune boule ouverte). Le théoreme de Baire
affirme qu’alors leur réunion est également d’intérieur vide.

Il suffit en effet, en passant aux complémentaires, de démontrer qu’une
intersection d’ouverts denses U, est également dense. Soit U un ouvert non
vide de X, on veut donc voir qu’il rencontre 'intersection des U,. Notons
B(z,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r.

On choisit xy dans U et rg > 0 arbitraire tel que la boule fermée de centre
zp et de rayon rg soit incluse dans U. C’est possible parce que U est ouvert.

Soit ensuite x; appartenant & B(xg,rg) et & Uy. Clest possible car Uy est
dense. On choisit 7 inférieur & r5/2 tel que la boule fermée de centre aq et
de rayon 7 soit incluse dans B(zg, ro) NUy. Clest possible car B(xg,rg) et Uy
sont ouverts (et donc leur intersection aussi).

On suppose construits , et r, et on trouve x,41 dans B(z,,r,) et dans
Upt1 (c’est possible parce que Uy 41 est dense). On choisit alors ry 41 inférieur
A 7r,/2 tel que la boule fermée de centre x,41 et de rayon r,41 soit incluse
dans B(zp, 1) et Unq1, ce qui est possible puisque ce sont des ouverts.

En particulier z,1, appartient & B(z,, 7,) pour tout entier p et tout entier
n. En conséquence, la suite z, est de Cauchy et sa limite appartient & toutes
les boules fermées centrées en x,, et de rayon r,, donc a tous les U, et & U. 1l
en résulte que cette limite est le point que ’on cherchait.

Une fois cela acquis, on prend X = F et pour X,, 'ensemble des = de E
tels que, pour tout T dans L, on ait ||7T'(z)|| < n. C’est bien un fermé en
tant qu’intersection de fermés. L’hypothese de ’exercice entraine que F est la
réunion de tous ces X,,. Comme E n’est pas d'intérieur vide, I'un des X, ne
I’est pas non plus. Soit B(z,r) une boule incluse dans X,,. On a donc, pour
tout 7" dans L et tout y de norme inférieure & 1

r+ry € X, et donc |T(z+ry)|| < n.
On a donc
IT(»)]] < n+ |[T()]|
- r
d’olt
|||T|||<w
- r

et, en prenant le sup sur L,

n +suprey [|T(2)]|
r

sup ||[T]]] < < 400 .
TeL

Pour d’autres développements on pourra consulter Haim Brézis, Analyse fonc-
tionnelle, paru chez Masson.
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Ezercice 28
Caractéres de C(K,R)

L’application nulle convient évidemment. On va donc étudier le cas olt y n’est
pas nul.

Soit 1x la fonction identiquement égale & 1 sur K, c’est évidemment une
fonction de E. Soit f telle que x(f) # 0, on a alors

x(f) = x(1x.f) = x(1x)x(f)

et donc
X(lK) =1.

Avant de poursuivre on va étudier un ou deux cas élémentaires. Si K est
réduit & un point x, on a F ~ R et les formes linéaires sur I sont juste les
applications de la forme f — «f(x), pour un scalaire a. La multiplicativité
montre que a? = « et donc soit x est nul, soit x(f) = f(z).

Si maintenant K est formé de deux points (distincts) = et y, on a £ ~ R?
et les formes linéaires sur F sont les applications de la forme

[ af(@)+B1(y)

pour deux scalaires a et 8. La multiplicativité s’écrit
ol =a af =0 # =7

et donc soit x est nul, soit x(f) est I’évaluation de f en x ou en y.
Il est clair que si K est fini on obtient le méme résultat, a savoir soit x est
nul, soit 1l existe x dans K tel que

VieE  x(f)=f(x).

On va essayer de généraliser cela & K quelconque. On commence par mon-
trer qu’il existe un point # de K tel que, si x(f) = 0 alors f(x) = 0.

Dans le cas contraire, pour tout point x de K, on pourrait trouver une
fonction f; dans E telle que x(fz) = 0 mais f,(x) # 0. Comme f, est continue,
il existe un ouvert U, de K contenant x et tel que f, ne s’annule pas sur Uy.
Par conséquent f, est une fonction telle que x(fy) = 0 mais f;(y) # 0 pour
tout y dans Up.

On va maintenant (il le faut bien!) utiliser la compacité de K. Comme K
est trivialement la réunion de tous les ouverts U, pour & variant dans K, il
est en fait égal & la réunion d’un nombre fini d’entre eux, disons

n

K=]JU, .

i=1

L’idée est maintenant, puisqu’aucune des f;, ne s’annule sur un certain ouvert
et que la réunion de ces ouverts est tout K, de reconstruire 1x & partir de ces
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fonctions, mais comme x(fy,) est nul pour tout ¢, cela imposerait x(1x) =0
et donc y serait nul.
Remarquons tout d’abord que la fonction

F=>_1
i=1

est une fonction positive et qu’elle ne s’annule en aucun point de K puisque,
pour x dans Uy,, on a

f(@) > fei(2)? >0

et que tout # de K appartient & au moins 'un des Uy, .
Il en résulte que 1/f est partout définie sur K et y est donc continue.
Autrement dit 1/f appartient & E. Soit maintenant g; la fonction f,,/f; on

a
n
Zgifx, =lg
i=1

et donc, par linéarité et multiplicativité de y, on a
n
X(1x) = x(gi)x(fe) = 0.
i=1

Ce qui est la contradiction annoncée.
Il existe donc au moins un point « de K tel que f(x) est nul des que x(f)
I’est. Soit ¢ une fonction quelconque dans ', on a

x (g —x(9)1k) = x(9) —x(9)x(1x) =0
et donc
0=yg(x) = x(9)1x(x) = g(x) — x(g) .

Autrement dit y est bien I’évaluation en x (en particulier le # choisi au hasard
est en fait unique!).
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FEzercice 29
Théoréeme de Pascal généralisé

1. Si A est une matrice symétrique réelle 3 par 3 on lui associe la conique (C)
définie par

T
(;)E(C)@tXAkXZO pour X = | y
1

Autrement dit (C') est la conique d’équation ), ; aijety’ = 0.
Considérons deux matrices symétriques réelles inversibles et non propor-
tionnelles A et B et ’ensemble des matrices de la forme

SA,N = AA + /JB

pour A et p réels et les coniques associées Cy, Cp et C ,. Par linéarité si un
point appartient & C'4 et Cp, il appartient & tous les C ,. Si donc Cy et Cp
se coupent en quatre points (P;)i<i<4, toutes les coniques C , passent par
ces quatre points.

Montrons la réciproque, a savoir que si une conique passe par ces quatre
points, elle est de la forme C) ,. Puisque les coniques ne sont pas dégénérées,
trois des P; ne sont jamais alignés et on peut se mettre dans un repére ot Py
est lorigine, P, = (1,0), Ps = (0,1) et Py = (x,y). Les matrices A et B sont
transformées en A’ = ‘RAR et B’ = “ RBR pour une certaine matrice R (non
nécessairement orthogonale), et donc Sy ,, est transformée en SS\,M = tRSAyuR.

Soit M = (miyj)lsiyjsg une matrice symétrique réelle quelconque et Cyr la
conique associée (dans le repere que 'on vient de choisir), on a

PreCy & ms3=0
PreCy & mip+2miz+maz =0
PseCy & mos+2maz+maz =0

d’ott mzz = 0, 2m13 = —mi et 2m23 = —My22. Et donc
Prely & m11(9€2 —x)+ mzz(y2 —y)+ 2mpazy =0.

Remarquons que zy n’est pas nul sinon P, serait aligné soit avec P) et P, soit
avec Py et Ps. Il en résulte que M est donnée par my; et mos arbitraires et les
autres coefficients sont déterminés par les équations précédentes. M appartient
done & un sous-espace vectoriel de Mz(IR) de dimension 2. Comme A’ et B’
ne sont pas proportionnelles et appartiennent a ce sous-espace vectoriel, elles
en forment une base et donc M est bien de la forme Sg\,u'

En résumé si deux coniques se coupent en quatre points, les coniques qui
passent par leurs points d’intersection forment un « faisceau de coniques »,
c’est-a-dire que les équations qui les définissent sont combinaisons linéaires



Exercice 29. Théoréme de Pascal généralisé 139

des équations des deux coniques. En poursuivant le raisonnement on peut
montrer que, étant donné quatre points quelconques du plan, non alignés
trois a trois, ’ensemble des coniques qui passent par ces quatre points a la
méme forme que précédemment, i.e. les sextuplets que sont leurs coefficients
sont dans un plan de RS.

2. Soit maintenant des équations des coniques (C) ainsi que des droites (PQ)
et (PyQr) pour 1 < k < 3, disons I'x(z,y) =0, f(z,y) = 0 et fr(z,y) =0
ol I} est un polynéme du second degré et f et les fi sont des polyndémes du
premier degré. L’équation du second degré donnée par f(xz,y)fi(z,y) = 0 est
I’équation d’une conique (dégénérée) passant par les quatre points P, @, Py
et Qg, 1l existe donc Ay et pg tels que

fh = Mlv4+uls
ffo = A3+ palh
ffs = Azl +psls.

Comme les coniques C, ne sont pas dégénérées, aucun des réels Ay et py n’est
nul. L’équation

JAofi —pifo) =0

est I’équation d’une conique dégénérée (puisqu’elle contient la droite (PQ))
et est de la forme
AFl + /,LFQ .

(’est donc une conique dégénérée passant par P, ), P53 et @3, et contenant
la droite (P@®); c’est donc la conique dégénérée réunion de (PQ) et (PsQ3).
Il en résulte qu’il existe un scalaire non nul v tel que

fofi —mfo)=vf.fs

et donc
Aofi—pmfo=vfs.

Soit maintenant N le point d’intersection de D; et Ds. Il est défini par f; =
fo = 0 et 1l vérifie donc fs = 0, autrement dit N appartient & D3 et les trois
droites Dy, Do et D3 sont concourantes.

Remarque : si on fait dégénérer deux des coniques en deux paires de droites,
on retrouve le fameux théoreme de Pascal (ou hexagramma mysticum): si
un hexagone est inscrit dans une conique, disons (ABCA'B/C"), les points

(AB') N (A'B), (BC") N (B'C) et (CA") N (C"A) sont alignés.

Commentaires. Outre 'importance de se rappeler quune conique est ainsi
nommdée car elle est I'intersection d’un cone du second degré (le cone isotrope
de la forme quadratique associée & A) avec un plan, cet exercice met en action
la notion de faisceau. Les coniques qui passent par 4 points du plan (non
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alignés trois a trois) forment un faisceau linéaire de coniques, c’est-a-dire
que les coefficients de leurs équations appartiennent & un espace vectoriel de
dimension 2. 1l faut noter que des coefficients proportionnels (par un scalaire
non nul) définissent en fait la méme conique et on a bien un objet de dimension
1. On trouvera une autre utilisation remarquable de la notion de faisceau dans
I’exercice 2 sur la résolution des équations de degré 4.

L’analogue pour les droites est la notion de faisceau de droites qui est tout
simplement défini par ’ensemble des droites qui passent par un point donné
(ou bien qui sont paralleles & une direction donnée). C’est exactement I’en-
semble des droites dont les coefficients sont un espace vectoriel de dimension
2 (on a encore l'identification des droites de coefficients proportionnels).

Une derniére remarque : les coefficients appartiennent & un espace vectoriel
de dimension 2, mais ne sont pas tous nuls. Le fait de les considérer a multi-
plication par un scalaire non nul preés revient en fait & considérer I’ensemble
des droites vectorielles d’un espace vectoriel de dimension 2. C’est ce qu’on
appelle la droite projective et on peut l'identifier & une droite a laquelle on
a rajouté un « point a 'infini» . En effet une droite vectorielle du plan est
donnée par sa pente, si celle-ci est finie, et il n’y a qu'une seule droite de
pente infinie. On a donc une bijection entre ’ensemble des droites vectorielles
du plan et I’ensemble des pentes (qui forme une droite) auquel on a rajouté
I'infini. Toutes ces remarques sont le départ de la géométrie projective qui est
un outil particulierement puissant, notamment parce qu’il rend 'espace am-
biant compact (la droite projective est compacte, contrairement & une droite
vectorielle réelle) avec toutes les conséquences que cela a, par exemple que
tout couple de droites distinctes du plan projectif ont exactement un point
d’intersection . ..

On pourra consulter Jean Fresnel, Méthodes modernes en géoméirie, paru
chez Hermann, Lebossé Hémery, Géométrie, paru chez Gabay ou Sortais, La
géométrie du plan et de ’espace, paru chez Hermann.



Chapitre 4
Solutions du probleme et des compléments

Le probléme porte sur un porisme connu sous le nom de « grand théoréme de
Poncelet » du nom du géometre francais Jean-Victor Poncelet (1788-1867).
Dans son «Traité sur les propriétés projectives des figures» (1822), J-V. Pon-
celet démontre que, étant donné deux coniques et un point sur la premiere, le
fait de pouvoir construire un polygone inscrit dans la premieére et circonscrit a
la seconde passant par le point donné est indépendant du point choisi. Ce fait
ne dépend donc que des deux coniques (c’est cela un porisme). La démonstra-
tion qu’il donne est du domaine de la géométrie projective et n’est donc pas
celle suivie par le probleme.

Apercu historique. La premieére partie traite des fonctions elliptiques de

Jacobi. Celles-ci ont été découvertes par Carl Friedrich Gauss le 8 Janvier
1797 en vue de résoudre des problemes liés au lemniscate (essentiellement sa
rectification, i.e. le calcul de

/1 dt

o VI—t1'

Leurs propriétés ont été publiées pour la premiere fois, indépendamment, par
Niels Henrik Abel et Carl Gustav Jacob Jacobi en 1827. Le but de cette partie
était de trouver les formules d’addition pour les fonctions sinus et cosinus
elliptiques. Les deux méthodes utilisées sont celles originellement données par
N. Abel dans son « Mémoire sur les fonctions elliptiques».

La deuxieéme partie donne la démonstration du porisme dans le cas des
cercles et calcule explicitement la condition de fermeture dans les cas du tri-
angle et du quadrangle. Cette démonstration est celle de C. Jacobi. Les for-
mules, quant & elles, étaient connues depuis Nicolaus Fiiss (1797), méme si la
formule pour le triangle est attribuée & Leonhard Euler par certains auteurs.
Des formules pour un polygone général ont été obtenues par Arthur Cayley
en 1861 et ont été réinterprétées depuis en termes de courbes elliptiques dans
des travaux plus récents (1978).

La troisieme partie rameéne le cas des coniques & celui des cercles gréce
a4 une méthode inventée et développée systématiquement par J-V. Poncelet
dans son traité, celle des cordes idéales.

Commentaires. Le probleme était plutét technique et visait & s’assurer que
les candidats savent calculer avec virtuosité, ¢’est-a-dire prendre les bonnes no-
tations, faire des réductions quand c’est possible, trouver les bonnes méthodes
d’approche etc. Calculer n’est pas un exercice o l'intelligence est superflue!
Il faut savoir ce que 'on calcule et comment on va s’y prendre. Un exemple
criant est celui de la question I1.1.a puisqu’on peut exprimer la tangence d’une
droite & un cercle de bien des facons: de la plus adaptée au probleme a la plus
brutale (et souvent aussi la plus vaine), i.e. de I'expression de la distance du
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centre du cercle a la droite jusqu’au calcul de discriminant exprimant le point
d’intersection double.

L’équation différentielle étudiée n’est pas écrite sous forme résolue (y' =
f(t,y)) et il faut donc étre vigilant en appliquant le théoreme de Cauchy-
Lipschitz. C’est une subtilité qu’il faut bien comprendre ... On pourra s’en
convaincre en résolvant sur R 1’équation pour k = 0, ie. %> +¢y? = 1 et
y'(0) = 1. Tl ne revient pas au méme de résoudre y' = /1 — y? (qui n’a pas
de solution sur R puisque y est la fonction sinus, y’ cosinus et que le cosinus
n’est pas toujours positif sur R).

La seconde question subtile est 1.6.a.; en effet rien ne prouve a prior: que
sn atteigne la valeur 1 en un point ug, d’une part, et qu’elle soit monotone
sur [0, ug], d’autre part, comme il est nécessaire si I’on veut pouvoir écrire

/o1 V- t??& — 2o /0“ =

et donc K = ug et sn(K) = 1. Il faut donc étre précis.

Dans la deuxieme partie, la premiere question demande de réfléchir a la
fagon de se donner la droite (PyPy/) et surtout d’exprimer qu’elle est tan-
gente au cercle (C’). L’écriture paramétrique y = ax + b ou pire (z,y) =
(at + B4 lpha’t +4 eta’) avec un calcul de discriminant pour conclure est ca-
tastrophique : les calculs sont longs et nécessitent une certaine virtuosité dans
la manipulation des formules trigonométriques. Par contre le calcul de la dis-
tance du centre du cercle & la droite se fait aisément. Ce fait est d’ailleurs
révélé par la forme de I’équation demandée : la droite est tangente si et seule-
ment si la distance du centre & la droite est r, le rayon du cercle, et c’est bien
r qui intervient dans le membre de droite de ’équation.

Le reste de la partie Il est élémentaire. Les questions 11.2.d et II1.2.e ne
demandaient évidemment pas de calculer en(3u) et en(4u), mais d’utiliser le
porisme pour faire les calculs dans un cas particulier. Le point (R, 0) semble
tout indiqué comme point de départ et on trouve alors a’?— R? = —2r R pour le
triangle et (R? — a?)? = 2r?(R? 4 @?) pour le quadrangle. Le lecteur intéressé
pourra calculer les conditions de fermeture pour des polygones & un nombre
plus élevé de cotés. Par exemple pour I’hexagone, on trouve (comme Jacob
Steiner I'avait déja trouvé en 1827):

3(R? — a®)* = 4r*(R* 4 ¢*)(R* — *)* + 16r*a*R? .

La partie TIT était plus géométrique (au sens usuel) et ne posait pas de
réelle difficulté. La méthode est celle de J-V. Poncelet : si P+ ¢() est un point
d’intersection complexe de 2 coniques (P et @ réels), J-V. Poncelet considere
la «corde idéaley formée par le segment [P —@Q); P+@)]. Le point utilisé comme
sommet de la projection est alors sur le cercle perpendiculaire a cette corde,
centré en son milieu et de diametre la longueur de la corde.

Le lecteur intéressé pourra consulter les ouvrages suivants:

J-V. Poncelet, Traité sur les propriétés projectives des figures (1822)
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N.H. Abel, Mémoire sur les fonctions elliptiques (1827)

C.G.J. Jacobi, Crelle’s Journal 3 (1828), pages 376-389

A. Cayley, Philosophical transactions of the Royal Society of London 151
(1861), pages 225-239

P. Griffiths, Inventiones mathematicae 35 (1976), pages 321-390

P. Griffiths & J. Harris, L’enseignement mathématique 24 (1978), pages 31-40
H. Bos, C. Kers, F. Oort & D. Raven, Expositiones mathematicae 5 (1987),
pages 289-364
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ok o

Partie I

I.1 On va tout d’abord étudier ’équation différentielle
(E) ¢ =V =) (1 —k?) et y(0)=0.

La fonction ¢ ~ /(1 —t2)(1 — k2¢2) est de classe C' en 0 et on peut donc
appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz & (E’). 1l existe un intervalle [
ouvert contenant 0 et une fonction y de classe C'' sur I vérifiant I’équation
(E') sur tout I. Comme y'(0) = 1 et y' est continue au voisinage de 0, on
peut supposer que I est suffisamment petit pour que %' ne s’annule pas sur
I (ce qui est d’ailleurs équivalent & |y(¢)] < 1 sur I) et, quitte & remplacer [
par [N —1, centré en 0. Commet — /(1 — ¢2)(1 — k2¢2) est de classe C'* sur
]—1; 1], y est en fait de classe C'* sur I. En particulier y est bien une solution
de (E) de classe C? sur I.

Rappelons que le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine aussi que toute autre
solution de (E') coincide avec y sur leur intervalle commun de définition.
Soit maintenant g une solution de (E) définie sur I'intervalle 7. Par continuité
de ¢/, il existe un intervalle J inclus dans I tel que § soit strictement positive
sur J et donc tel que § soit une solution de (E') sur J. D’ott y = § sur
J. Choisissons J maximal pour cette propriété de (stricte) positivité de 7.
Supposons que J soit strictement inclus dans 7, ¢’est-a-dire qu’au moins 'une
de ses bornes appartient & I. Soit a une telle borne. Comme ¢ est continue
sur [ et a appartient & I, ' (a) ne peut étre strictement positif, sinon §' le
serait encore dans un voisinage de a et cela contredirait la maximalité de J. Et
comme §' est strictement positive sur J, il en résulte §'(a) = 0. Mais comme
g = ysur J, par continuité de y' en a (qui appartient & I), on doit donc avoir
y'(a) = 0, ce qui est impossible vu le choix de I. On en conclut donc que
J =1 et donc que g = y sur [.

Pour le choix de I que 'on a fait, on a donc existence et unicité d’une solution

de classe C? de (E).

1.2 La fonction # — —sn(—xz) vérifie (E) sur 'intervalle I = —I. Par unicité
on a donc sn(x) = —sn(—=) dans I, i.e. sn est impaire.

La dérivée d’une fonction impaire étant paire et le quotient de deux fonctions
paires aussi, cn = sn’/dn est une fonction paire.

On a ) , )
5 sn”  (1—sn?)(1—k"sn”)
TEEET T Aok

2

et donc
sn?+en?=1.

En dérivant 1’égalité précédente, on trouve

snsn +cnen =0 .
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Comme sn est non nul sur 7, il en est de méme pour c¢n. On a donc cn =
—sn.dn.

En dérivant k?sn?+dn? = 1, on obtient la derniére égalité (car dn n’est jamais
nul).

I.3.a Par définition de s; = sn, on a
s12=(1—s3)(1 - k*s?) .

Il en résulte
518] = [—(k2 + 1)sy + 2k?s3)s,

d’ott
5] = —(k’z + 1)sy + 2k? 5%

puisque s1 ne s’annule pas sur /.

On a
sa(u) = —s1(w —u)
et donc
527 = (1— s3)(1 - Ks3)
et

Sy = —(k’z + 1)sz + 2k?s3

Par conséquent

. . 9 5
$183 — 83851 2k?s183[s7 — s3] _ g2 182
51753 — s°s1  [s] — s3](—1 + k?sis3) 1 —k?sis3

1.3.b Formellement

5152 — $251 _ _op? $152(8182 + $281)

5189 — §951 1 — k2s?s2

et donc
dlog(s1s2 — s2s1) = dlog(1 — kzsfsg) :
d’ott : )
5189 — 82851
——— =Ct
1 — k25?52 ¢

Plus rigoureusement il suffit d’écrire

d 8.182 — 8.281 _
du \ 1—k2s?s2 |
(8182 — $281)(1 — k?s7s2) + 2k% (5182 — S251)s152(5152 + s251)

7 =0
(1= k?s7s3)
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pour obtenir le résultat demandé.

1.3.c Comme s3 = —sn(v), il en résulte qu’il existe une fonction C' telle que

sn(u)sn(v) + sn(v)sn(u)
1 — k?sn?(u)sn?(v)

=Clu+v).

En faisant v = 0, on obtient C'(u) = sn(u), i.e. C = sn . D’ou la formule
demandée en utilisant sh = cn.dn .

I.4.a L’idée est de développer les expressions obtenues en polynémes en sn
et de réduire le degré des expressions en cn et dn au plus & 1 en utilisant les
identités donnant cn? = 1 — sn? et dn? = 1 — k?sn?. On ordonne également
suivant le degré en k& pour simplifier. On a donc

2 0P
u

(1 — k’z 2 2) (—81d162 — Cld%Sde + k’ZS%ClSzdz)(l — /{725152)

+2k28161d18§(6162 — 51d182d2)

= (—si1dica —c182da + kasfclszdz)(l — kzslsz)
—1—21472515%[(1 — sf)dlcz — s (1 — kzsl)szdz]

= —(s1dica + e182da)(1 — kzslsz)
+2k2 (slclszdz + s1dys3es — sidysics — sfclsg’dz)
+2k* (stersidy — sieisads) .

Et donc % est symétrique.

L.4.b Comme @ est symétrique, J,P s’obtient a partir de 9, @ en échangeant
les réles de u et v. La question précédente montre donc que 9,& = 9, 9.
FEcrivons @(u,v) = ¥(u + v, u — v) pour la fonction ¥ définie par

rt+y -y
W(x,y):@( 5 3 )

On a alors 20,¥ = 9,@ — 3,9 et donc 9,¥ = 0. D’ott $(u,v) = ¥(u+v,0) ne
dépend que de u + v.
I.4.c En faisant v = 0, on trouve ¥ = cn, d’ou la formule demandée.

I.4.d Quand k tend vers 0 , (F) redonne les fonctions trigonométriques
usuelles: sn devient sin , en devient cos et dn devient la fonction identique-
ment égale 4 1 . Les formules I.3.c et I.4.c redonnent les formules d’addition
pour sin et cos .

I.5 On reprend les notations de la question précédente. Calculons le numéra-
teur:

C1 (6162 — Slszdldz) + d281 (5162d2 + Szcldl) = C%Cz + S%Cng
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et, en développant ¢7 et d2, on trouve
co(l — 2+ s3(1 — k?s2)) = ca(1 — k?s?s) .

D’out
cica — s185ad1ds sycads + sacrdy

c1 + dssy
1 — k2s?s2 1 — k2s?s2

Ce qui est la formule recherchée.

I.6.a Remarquons que K est bien défini puisque 'intégrand est continu sur
[0; 1] et est équivalent & 1/4/2(1 — k2)(1 — ) quand ¢ tend vers 1 par valeurs
inférieures.

Montrons qu’il existe up tel que sn(ug) = 1 et tel que sn soit monotone sur
[0, ug]. On va montrer en fait que wug est le premier zéro (positif) de sn'.
Remarquons que 'on a toujours |sn(u)| < 1 d’apres, par exemple, la formule
sn? +cen? = 1.

Supposons que sn’ ne s’annule pas sur Ry, alors elle est de signe constant sur
R et y est done positive puisque sn’(0) = 1. La fonction sn est donc stricte-
ment croissante de R dans lui-méme et définit donc un C!-difféfomorphisme
de Ry sur son image. Comme sn’ ne s’annule pas, sn ne prend pas la valeur
1 et donc, d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, 'image de R, par
sn est incluse dans [0; 1[. On peut donc écrire

u sn(u) dt ' dt (
u = /0 dx = /0 \/(1 —12)(1 — k21?) < /0 \/(1 —t2)(1 — k%t?) =

Ceci est impossible & satisfaire pour tout u réel positif. Donc sn’ s’annule en
au moins un point de R ;. Comme elle y est continue, ’ensemble de ses zéros
positifs est fermé et on peut donc définir ug le plus petit de ses zéros positifs.
Comme sn’ est de signe constant sur [0;ug], elle y est positive, donc sn y est
croissante. En particulier sn est positive sur [0; ug]. Comme sn’(ug) = 0, on
a cn(ug) = 0 et done |sn(ug)| = 1. Par positivité, on a donc sn(ug) = 1. Par
conséquent sn est un C'-difféomorphisme de [0; ug] sur [0;1]. On a donc

Up 1
Uy = / dr = / di =K.
0 o (1—12)(1 - k%2

Il en résulte sn(K) =1et en(K) =0.

1.6.b
. sn(u)en(K)dn(K) 4 sn(K)en(u)dn(u)  en(u)dn(u)
snu+K) = 1 —k%sn?(u)sn?(K) 1= k2sn?(u)
I.6.c On dérive sn(u+ K) = (W) ot on trouve

1—k2sn2(u)
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si(u)[1 — k2sn®(u)] + 2k?sn(u)sn?(u)
(1 — kZsn?(u))?
sn(u)[2k?sn? (u) — (1 + k)] + 2kZsn(u)[1 — sn?(u)]
1= kZsn?(u)

sn(u+ K) =

_(1 — k?)sn(u)
1 —k%sn?(u)

1.6.d Remarquons que sn est impaire et que u — sn(u + K) est paire. Il en
résulte

sn(u+2K) =sn((u+ K)+ K)=sn(—(u+ K)+ K) = sn(—u) = —sn(u)

et donc
sn(u+4K) = —sn(u+ 2K) = sn(u)

1.e. sn est 4K-périodique.

Sur [0, K], sh est positif car il ne s’annule pas (K est la premiere valeur ol
sn vaut 1) . Grace & la formule donnant sn(u+ K) , on voit que sn est négatif
sur [K,2K] . Enfin, en utilisant sn(u + 2K) = —sn(u) , on trouve le tableau
de variation :

0 K 2K 3K 4K

sn |0 0 0

p /
-1

I.6.e Remarquons que sn(u) = sn(2K — u).

Supposons sin(¢) = 1; on a alors cos(¢) = 0. L’équation sn(u) = 1 a une
seule solution modulo K, & savoir u = K et alors en(u) = 0. D’ol1 I’existence
et 'unicité de u modulo 4K dans ce cas.

Si maintenant sin(¢) = —1, on a encore cos(¢) = 0. L’équation sn(u) =

a une seule solution modulo K, & savoir u = 3K et alors en(u) = 0. D’ol
I’existence et 'unicité de u modulo 4K dans ce cas.

Enfin si |sin(¢)]| < 1, ’équation sn(u) = sin(¢) a deux solutions modulo 4K
d’apres le tableau précédent, a savoir u et 2K — u. Leurs dérivées y ont des
signes opposés. C’est-a-dire que les deux solutions sont telles que en(u) admet
une méme valeur absolue (car sn? + cn? = 1 fixe cette valeur absolue), mais
avec des signes opposés (puisque en = sn/dn est du signe de sn’). Il en résulte
qu’il y a au plus une solution. Et comme en?(u) = 1 — sn?(u) = 1 —sin?(¢) =
cos?(¢) , on a effectivement une solution.

L6.f Soit u tel que cn(u) = a . On a dn(u) = B < dn*(u) = 3% car dn est
toujours positif. Comme dn? = 1 — k?sn? = 1 — k*(1 — cn?), on a
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1— B2

1—a?’

dn(u) =& F=1-k(1-ad?) k=

I.7.a Sia = =0, soit v = 0 et alors tout u est solution, soit v est non nul
et alors il n’y a pas de solution.
Si a? + % > 0, on peut écrire

acn(u) + fsn(u) = = a’en?(u) = B2sn?(u) — 2Bysn(u) + +*

= (0% + 8%)sn®(u) — 20ysn(u) +4° — a? = 0

a? + 3% > 47
= et
:l: 2+ 2 _~2
sn(u) = DENVRTPN

Et alors, si « est non nul,

_ = Bsn(w) _ oy F A/ + -

en(u) - = PR
et, st a =0,
/32 _ 2 2 2 _ 2
sn(u) = 7 et cn(u) ==+ B - —OF s Zoz +2ﬁ 7 .
B B a4+

La formule trouvée est donc valable dés que o? + 87 > 42 > 0 et on vérifie
qu’on a bien

(ﬁvia\/a2+62—vz)2+ (aﬂtﬁ a2+62—72)2:

a2+62 a2+62

(B2 + 0a2) (2 + a? + % —42)
(a2 + 52)°

et donc qu’il existe bien un unique v modulo 4K tel que

(sn(u), en(u)) = (ﬁ’”wm ay =3 azw—w)

=1

a? _1_62 ? ol + ﬁZ
ainsi qu’un unique v modulo 4K tel que

(sn(u),en(u)) = (ﬁV—a\/m avy+ 8 0‘2‘1‘52—72) |

a2+62 ? a2+62

Au final, si a? 4+ 32 = 42 = 0, tout u est solution;si a?+ 52 =42 #£0 ,ily a
une seule solution modulo 4K ; si a? 4+ 3% > ~? , il y a deux solutions modulo
4K .

1.7.b On résout en w avec o = en(u) , 8 = sn(u)dn(v) et vy = en(v) . On a
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o+ =~ = en®(u) 4 sn®(u)dn®(v) — en?(v)
1 —sn?(u) + sn?(u)[1 — k*sn?(v)] — 1 + sn”(v)
sn? (v)[1 — k?sn?(u)]

= snz(v)dnz(u) )

Les formules précédentes montrent que

sn(u)en(v)dn(v) + en(u)dn(u)sn(v)
1 — k?sn?(u)sn?(v)

sn(w) =
et
en(u)en(v) F sn(u)sn(v)dn(u)dn(v)
1 — k?sn?(u)sn?(v) ’

ie. sn(w) = sn(uxv) et en(w) = en(u + v); et donc w = u £+ v modulo 4K.

en(w) =

ok o

Partie I1

IL.1.a On a Py # Py si et seulement si ¢ # ¢’ [7], ou encore si et seulement
sisin(¢ —¢’) # 0. Dans ces conditions, la droite (Py Py ) admet pour équation
cartésienne :

(cos(2¢") — cos(2¢)) (y — Rsin(2¢)) = (sin(2¢’) — sin(2¢)) (x — Rcos(2¢))
c’est-a-dire

rcos(¢p+ @') +ysin(¢ + ¢') — Reos(¢ —¢') = 0.

Une droite est tangente au cercle de centre A et de rayon r si et seulement si
elle rencontre le cercle en un seul point ou encore si et seulement si la distance
de A a la droite est r. La distance du point (zg, yo) & la droite d’équation

Az 4+ py + v = 0 étant |Azg + pyo + v|//A%2 +p? | la condition (PyPy)
tangente a (C') s’écrit

r = |Rcos(¢—¢')+acos(¢+¢')| = |(R+ a) cospcos ¢’ + (R — a)sin ¢ sin ¢’| .

D’ou la condition demandée puisqu’en changeant ¢’ en ¢’ + 7 on change le
signe de ’expression dans la valeur absolue, mais on ne change pas le point

Q= Py.

I1.1.b On peut trouver k et u tels que

(en(us k), dn(u; k) = (g—;z,%ﬂ) .

En effet, on a bien siir 0 < g;g <let0< g7 <let, daprés [.6.f, il suffit
donc de prendre
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B2 - (g;g) _ 4aR
() T

pour obtenir le résultat. Il faut donc vérifier 0 < k < 1 ,i.e. 4aR < (R+a)*—r?
ou encore r? < (R —a)? i.e. r < R— a, ce qui est vrai par hypothese.

Dans ces conditions I’équation trouvée & la question précédente se récrit exac-
tement comme ’équation [.7.5 et on a donc

amy(¢') = amy(¢) + u [4K]

oll le K est celul qui est associé & k .

II.2.a La question précédente nous fournit le cas ¢ = 0 (quitte & changer le
signe de u) et nous dit que I’équation demandée est vérifiée sauf peut-étre au
signe prés pour u . Il nous faut donc voir que le signe est constant. Mais s’il
change entre t et ¢4+ 1, on a

amy (¢ir2) = amp(@ip1) — u = ami(¢;) [4K],

ie. Py, ., = Py, ce qui est exclus. Le signe devant u est donc bien constant.

I1.2.b Si a est nul, la condition de tangence s’écrit

cos(¢p — @') =

vl

et on obtient donc
Giy1 = ¢i +u [27] ;

autrement dit, amy tend vers I'identité quand & tend vers 0 et 4K tend vers
27 .

II.2.c La condition Py, = Py, s’écrit donc
nu =0 [4K]
et est de ce fait indépendante de ¢q .

I1.2.d On peut faire le calcul dans le cas ott ¢g = 0, i.e. P est le point (R, 0) .
La droite y = a(x — R) est tangente & C” si et seulement si

la(—a — R)|
V1+a?

: 2 _ r?
Le. & = gy

La droite y = a(x — R) recoupe C en un point M, tel que

O=a’4+y" —R* =2’ - R*+a*(x — R)? = (x — R)(x + R+ a*(x — R))
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et donc en un point ott & = Rgz—_ﬁ . Si cette droite est tangente & C”| il en est
de méme pour celle obtenue en changeant le signe de « et si on a un triangle
comme dans ’énoncé la droite verticale joignant les 2 points M, et M_,, doit
étre tangente & C’, i.e.

a?—1
Ra2 ) =—a+tr
et donc a? +1 = RffﬂFT .
Avec la valeur de « trouvée précédemment, cela donne
2 2 2
R = T L= (R+ a)
R+aFr (R+a)? —r? (R+a)? —r?

ie. 2R(R+a=+r) = (R+a)? ou encore a* — R* = +2rR. Comme a < R, on
en déduit que la condition est

a’— R*= —2rR.

II.2.e On fait encore une fois le calcul dans le cas ot P = (R,0). Dans ces
conditions, par symétrie, on doit avoir Py, = (=R, 0) .

La condition de tangence d’une droite y = 8(x + R) passant par (—R,0) est
celle obtenue en changeant le signe de R dans la condition pour y = a(x — R) ,

152

ie. 32 = ﬁ et elle coupe C' en un point Ng d’abscisse z = RW .

La condition Ng = M, s’écrit alors
1-5° _ a?—1
1+82 oa?2+1

1.e.

ok o

Partie 111

II1.1.a Il faut que yo + A(p—¢q) + pu soit de la forme (1 —v)p+~yz avec z € C
et v € R . On trouve d’abord v en faisant ¢(z) = 1:

¢(yo) + A(d(p) — 1) = (1 = v)é(p) + 7

et donc
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_ 2o) +A@(p) —1) —¢(p) _ d(yo) —d(p)
! 1= 6(p) =)

On peut avoir vy = 0. Dans ce cas il faut yo = p— A(p—q) — pu et la condition
s’écrit : yp appartient au plan contenant L et p et

_ o) —¢p) Py w
A= = 5 -
1—¢(p) |||
Sinon, on écrit alors la condition pour que  appartienne & C, i.e. Q(x) =0:
0 = 0 (yo+A(p—q)+uu— (1—7)1))
v
= Qlyo+Ap—q)+pu—(1-7)p)

= Q<y0+/\(1)—f1)+ﬂu+ (M—A—l)p)

1—¢(p)
_ P(yo) — 1
= Q(yo—Aquﬂquil_(b(p)p)
_ " ¢(yo) — 1
= Q(u Aq+yo+71_¢(p)p)~

ITI.1.b On développe la condition précédente en X et p:
NQ(q) — 2 \uBg(q, u) + 1*Q(u) + . ..

ol ce qui n’est pas écrit sont les termes de degré 1 et 0 en A et g . On peut
donc trouver yp tel que le plan passant par yo parallele au plan passant par p
et L (i.e. de direction donnée par le plan vectoriel engendré par les vecteurs
p — q et u) satisfasse & la condition de ’énoncé si et seulement si la forme
quadratique A?Q(q) — 2Bg (g, u) + p?Q(u) est multiple de A% + u? | i.e.

{ Q(q) = Q(u)
Bg(g,u)=0.

II1.2 La condition *ZSZ = 0 peut se récrire, en séparant parties réelle et
imaginaire :
0="X +iY)S(X +iY) ="' XSX —'VSY +i(" XY + 'V 5X)
le.
Q(X) =Q(Y) & Be(X,Y)=0.
On choisit donc p quelconque en dehors de P et on prend g = p+ X etu=Y .

La question précédente montre que les images des 2 coniques C' et € sont bien
des cercles.

IT1.3 Comme une droite et une conique sont tangentes si et seulement si leur
intersection est formée d’un point (et non deux ou aucun), cette propriété
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se conserve par une projection comme celle de la question précédente. La
projection étant injective de P dans II, la condition de fermeture est aussi
conservée, i.e. Py, = P, sl et seulement si leurs images sont égales. Il en
résulte que 'assertion de la question I7.2.c est encore valide.

II1.4 Soit E¢ = C3. C’est un espace vectoriel complexe de dimension 3 et aussi
un espace vectoriel réel de dimension 6. On peut voir E comme sous-espace
vectoriel (réel) de E¢ de dimension 3.

Soit ¢¢ la forme linéaire sur Fg¢ ayant la méme matrice que ¢ (ces ma-
trices étant respectivement exprimées dans les bases canoniques de C® et R3).
L’équation ¢¢ = 1 définit donc un plan complexe Pr de E¢, qui est aussi un
sous-espace affine réel de dimension 4 de F¢. En tant qu’espace affine réel, il
contient le plan P. De plus si Z = X 4+ iY est un vecteur de F¢ écrit de sorte
que X et Y sont réels (i.e. X et Y dans E), alors

¢c(X +1Y) = ¢(X) +ig(Y) .

Soit Q¢ et Qf les formes quadratiques sur C® définies par les mémes matrices
que @ et @' (par rapport toujours aux bases canoniques). On cherche donc
Z =X +1Y tel que Qc(Z) = Qu(Z) =0 et ¢c(Z) = 1.

Il nous suffit de montrer qu’un tel Z existe puisqu’alors, par hypotheése sur
C' et C' on devra nécessairement avoir Y non nul (sinon X serait un point
d’intersection des deux coniques). On se place donc dans un repeére affine de
Pe, disons donc que tout point Z de Pp s’écrit de fagon unique

Z=A4xv+yw

avec A, v et w fixés (on a donc ¢g(A) =1 et ¢g(v) = ¢o(w) =0) et z et y
complexes. Les équations Qc(Z) = Q(Z) = 0 s’écrivent donc

ar? +2bry+ cy’ + 2dx 4+ 2ey+ f = d'x? + 2y + 'y + 2d'x + 2’y + =0

avec (a,b,¢) # (0,0,0) et (a', b, ¢') # (0,0,0) (puisque les formes quadratiques
ne sont pas dégénérées).
Considérons 1’équation

Pyu(z,y) = Maz? + 2bzy + ey’ + 2dx + 2ey + f)
Fp(dx? + 26 ey + y? +2d' e + 2y + 1) =0

pour (A, u) # (0,0). On cherche & trouver des racines communes & P; o et
Po,1. Remarquons que Py, = 0 définit en général une conique et que celle-ci
est dégénérée si et seulement si le déterminant

Aa+pa’ Ab+ pb Ad + pd’
det [ Ab+pb Ae+ pd Ae+ pe’
Ad+pd e+ pe’ Af+pf
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est nul. Si on pose u = 1, ceci est un polynéme de degré au plus trois en A.
Son terme dominant est celui obtenu pour (A, u) = (1,0) et est donc non nul.
Il existe donc au moins une valeur (et méme d’ailleurs au moins une valeur
réelle) de A telle que Py q1(z,y) = 0 définisse une conique dégénérée. C’est
donc la réunion d’une ou de deux droites.

Remarquons pour conclure que

Pyi(z,y) = Poi(z,y) =0& Pro(x,y) = Po(x,y) =0

et donc on cherche un point dans 'intersection d’une conique non dégénérée
et d’une conique dégénérée. Comme cette intersection contient au moins I'in-
tersection d’une droite et d’une conique non dégénérée, on a bien un point.
En effet la droite est donnée par une équation du premier degré non nulle. En
particulier on peut exprimer 'une des variables en fonction de la seconde. Di-
sons par exemple y = ax 4+ 5. Ce point appartient & la conique si et seulement
si x vérifie une certaine équation du second degré (c’est bien une équation de
degré exactement deux parce que la conique n’est pas dégénérée). Un tel »
existe puisque ’on est sur C. Contrairement au A trouvé précédemment, z n’a
aucune raison d’étre réel.

Remarquons enfin que la conique dégénérée peut étre en fait une seule droite
(double) et que cette droite peut étre tangente & la conique. Dans ce cas on
n’a qu’un seul point d’intersection (mais il est alors réel!).

ok o

Partie IV

La fonction p est la fonction de Weierstrafl. Elle sert en particulier & paramé-
trer les courbes (elliptiques) données par une équation de la forme y* = P(z)
pour P un polynéme de degré 3 par (z,y) = (p(t),p'(1)).

IV.1 On a .
- -atesnt
et donc
2 4N26%(1 — sn?)(1 — k?sn?)

snb

1 1 1
_ 222 2
= ‘M@(@—l) (T_k)

— 4y 2p—ap—(atB)p—(a+kp)
W5 5
42

= G- (a+E)E - (a+7)

Soit K la quantité associée & k en 1.6., i.e.
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e dt
“= [ S

Comme sn? est périodique de période 2K (car sn est impaire de période 4K),
p est périodique de période 2K /A. On peut prendre comme intervalle d’étude
[—p/A; (2K — p)/A]. Alors p est monotone de sens contraires sur [—p/A; (K —
)/ A et [(K —p)/A; (2K — p)/A]. Elle est croissante sur le premier intervalle
si et seulement si B est négatif. On a

P(-%)zsgn(ﬁ)oo et p(K/\_ﬂ):oz—l—ﬁ.

IV.2.a En comparant ce qui est en facteur de sn3 dans les deux expressions,
on doit donc montrer que

sn?(v) — sn?(w)

sn(v)si(w) — sn(w)sn(v) = sn(v + w)

e sn?(v) — sn?(w)
sn(v+ w)

En utilisant la formule d’addition de sn (I.3.c.), ceci est équivalent &

sn(v)en(w)dn(w) — sn(w)en(v)dn(v) =

sn?(v)en? (w)dn?(w) — sn?(w)en?(v)dn?(v)

1 — k2sn?(v)sn?(w) = sn(v) —sn*(w) .

En remplacant cn? et dn? par 1 — sn? et 1 — k?sn?, le membre de gauche se
récrit
sn?(v) — sn?(w) + kZsn?(v)sn? (w)(sn?(w) — sn?(v))
1—k%sn?(v)sn?(w) ’

ce qui est bien 'expression recherchée.

IV.2.b Le déterminant est évidemment nul si deux des trois réels sont égaux
modulo 7, mais ’expression précédente montre que si u + v+ w = 0 [7] alors
(par imparité de sn) tous les termes entre crochets sont égaux & —1 — (—1),
i.e. sont nuls.

IV.2.c Traitons d’abord le cas ¢ = 0. Dans ce cas la valeur de p est fixée (ou
n’existe pas si b = 0) et on a donc au plus deux solutions modulo 7 d’apres le
tableau de variation.

Sinon, en faisant passer le terme en p’ de I'autre c6té et en élevant au carré
on obtient une relation entre le carré de p’ et un trinéme du second degré
en p. Comme p’z est un polynéme du troisieme degré en p, une condition
nécessaire est que p soit racine d’une certaine équation du troisieme degré.
Comme p’ est donné linéairement par p, le couple (p,p’) peut prendre au plus
trois valeurs. D’apres le tableau de variation, si u et v sont distincts modulo 7
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et si p(u) = p(v), alors p’(u) et p’(v) sont de signes opposés, et donc distincts.
Il en résulte que I’équation de départ a au plus trois solutions modulo 7.

IV.2.d Si u, v et w sont distincts modulo 7, alors le déterminant s’annule au
moins pour w = u, w = v et w = —(u+ v). Si —(u + v) est distinct de u et v
modulo 7, on en déduit immédiatement que u+v+w = 0 [7]. Autrement dit,
pour v tel que u + 2v et 2u + v ne sont pas congrus & 0 modulo 7, les trois
solutions en w sont u, v et —(u + v) modulo 7. Mais ces racines (en w) sont
continues par rapport & v et donc, dans les cas limites, on obtient le méme
résultat. Autrement dit le déterminant considéré est nul si et seulement si
deux des réels sont égaux modulo 7 ou si

utv+w=0][r].

ok o

Partie V

V.1l.a Une droite est tangente & une conique si et seulement si elle la coupe en
un seul point. Si on se donne la droite par un paramétrage affine, 'intersection
est donnée par une équation du second degré en le parametre et la condition
de tangence est "annulation du discriminant du trinéme.

La droite L, g~ passe par
ayz Bz
a? + ﬁZ’ ol + ﬁZ

et admet (—f, a) comme vecteur directeur et donc ses points sont les

ayz Bz
S Y, R LA I
(az—i—ﬁz g, 042+52+a)

Ce point appartient & C,, si et seulement si

o (0 S )
+(w +) <a2t2 - jff'gzt + (£2f;§)2) + (Wt =0
ou encore
0= (w(a® + %) + (a?b + p%a)) t* + %(“ — b)t
b (w(a® + B) (0 B+ 7) + (e + BD) + (a4 5

(a? + 52)
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Le discriminant (réduit) est donc un trinéme du second degré en w. Son coef-
ficient dominant est
_22(0[2 _1_62 _1_72) )
Son terme du premier degré est
_2272(a2a+62b) + (a2 _1_62)26_1_ (a2b+62a)(a2 _1_62 _1_,}/2)
a? + ﬁZ

soit

3 sat(b+c)+ a?B%(a+b+2c) + Ba+ ) + a?y*(a+ b) + B2y (a + b)
% ol + 32

1.e.
=22 (a®(b+e) + 8% (c+a) + 77 (a + b)) -
Enfin son terme constant est

2

(0[2:12_762)2 (®8* 9% (a —b)* — (b + B%a) (y* (a®a+ B%b) + c(a” 4 §%)7))
soit
—zz(azbc—l— 6zca)—|—
ﬁ (a’8*y* (a—b)* — y*(a’ab+ o’ (a* + b%) + 3*ab))
1.e.

—z%(a’be + Bea + v ab) .

Et on trouve bien ’équation donnée dans I’énoncé, a multiplication pres par
—2z? (qui est non nul).

V.1.b On peut récrire le trinéme précédent en isolant a?, 3% et 2. On trouve,

pour le terme en o?,

widwbte)tbe=(wHb)(wte).
Ce trindéme vaut donc
aX(w+b)(wHe)+ Fwte)wta) 42w+ a)(w+Db) .
En particulier, sa valeur en —a est
a?(a —b)(a —c)

et c’est aussi
(@ + 6% + %) (—a —p)(—a — )

puisqu’on peut reconstituer un polyndéme a partir de ses racines et de son
coefficient dominant. Il en résulte



Probléme. Partie V 159

(a = b)(b - ¢)(c — a)
a2+62+72 :

(c—b)(a+ p)atr) = o

On fait de méme pour le calcul en —b et en —c et on trouve bien la propor-
tionnalité désirée.

V.2.a Une droite est tangente & un cercle si la distance du centre du cercle &
la droite est égale au rayon du cercle. La distance de l'origine & L, 5~ est

Yz
‘Jm

et le rayon est |z|. La condition de tangence est donc

a? 4 B 42 =0,

La projection orthogonale de 'origine sur L, g~, qui est aussi le point de
tangence dans ce cas, est alors

yaz vBz _{az Bz
<_a2+62’_a2+62) B (7’7) '

Par conséquent (x,y, z) et (o, 8,7) sont proportionnels.

Notons que si on pose t = 1/w dans I’équation V.1.a, qu’on récrit ’équation
comme un polynéme en ¢ (i.e. en remultipliant par ¢?) et qu’on fait tendre w
vers 'infini, i.e. ¢ vers 0, la condition que ’on vient de trouver est exactement
celle pour que ¢t = 0 soit racine.

La condition de tangence en (s s’obtient & partir de V.1.a puisque le terme
dominant est nul. On doit donc avoir

(a®(b+¢) + B (c+a) +v*(a+b))0 + a’be + BPea+y*ab=0 .
Et donc
(@®*(b+c) + B (c+a) +v*(a+ b)) (a+ 0) = a®(ab+ ac — be) + %a® + v*a”
le.
(a?(b+¢) + f2(c+ a) + 7y (a 4+ b)) (a + 0) = a*(—=a® + a(b + ¢) — be)
soit
(@®(b+¢)+ f(c+a)+~*(a+b))(a+0)=a’(b—a)(a—c)
et, cette fois-ci, (a?, 3?,~%) est proportionnel &

(e=b(a+),(a—c)(b+0),(b—a)(c+9)).
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Tl suffit donc de se rappeler que (z,y,z) et («, 3,7) sont proportionnels pour
obtenir la proportionnalité entre (z?,y?, %) et

(e=b(a+),(a—c)(b+0),(b—a)(c+9)).

V.2.b Il suffit de remarquer que (a?z?, 3%y? ?2?%) est proportionnel  ((c —
b)2D(a), (a — ¢)2D(b), (b — a)?>D(c)) et d’écrire ax + By + vz = 0.

V.2.c Il suffit de remarquer que la condition précédente s’écrit

1 a ++/D(a)
1 b +D@®) |=0
1 ¢ =++v/Dle)

et de se rappeler qu’un déterminant est nul si et seulement si I'un des vecteurs
colonnes est combinaison linéaire des deux autres. Or, si les deux premiéres
colonnes sont liées; on a @ = b = ¢ et existence de X et p est claire. Si-
non la troisieme colonne est combinaison des deux premieéres, ce qui s’écrit
exactement comme demandé.

V.2.d Considérons le polynéme D(z). Comme on veut ses valeurs en a, b et
¢ il est équivalent de considérer le reste de la division euclidienne de D(z) par

(x —a)(z —b)(x —¢), ie.
D(z) = (¢ = a)(z = b)(x = ¢)
ou encore
rp0 + abe + (rp +p0 + 0r — ab —be — ca)e + (r +p+ 0 +a+b+c)z? .

Comme on a des trindbmes du second degré, ils sont égaux en trois points si et
seulement si leurs coefficients sont égaux, ce qui est exactement la condition
demandée.

V.2.e Par symétrie de la condition en échangeant (a,b,¢) et (r,p,0), la der-
niére condition trouvée est équivalente & celle demandée, ainsi qu’on I’a vu en

V.2.c.

V.3 On suppose a, b et ¢ ordonnés, pour simplifier. Par exemple a > b > c.
Par identification on trouve immédiatement o« = —a, 8 = a — ¢, k? = (a —
b)/(a—c), \? = (a—c)/4 et sn?(u) = 1—c/a. Cette derniére condition impose
¢ > 0 et donc une telle fonction existe des que le plus petit des trois réels a,
b et ¢ est positif, 1.e. a, b et ¢ positifs.

V.4 Pour # supérieur & —min(a,b,¢), on a

Ix)=y<ply) ==
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et done I'implication résulte de V.2.e et de TV.2.d (dans cette question on voit
que I'on peut modifier 'argument pour tenir compte des signes éventuels).

V.4.a 0 tend vers p par définition de Py.

V.4.b Comme IT(+00) = 0, on obtient que le signe de I7(8) et celui de IT(p)
sont opposés (ils sont constants par continuité et donc égaux a ce qu’ils sont
4 la limite). On peut fixer I'un des trois signes arbitrairement et donc, pour
finir, on obtient bien la condition de I’énoncé.

V.5.a D’apres ce qui précede on a
1(6) = 1(p) + 11(r) [7]
pour ¢ = 6; et 6 = ;11 (pour un certain p dépendant de ¢). Mais en tout cas
I (0;41) — 11(6;) = 2211 (7) [7] .

Le signe est indépendant de ¢ puisque 6;49 est différent de 6;. Il en résulte que
Py, = Py, si et seulement si

ndl(r) =0 [r].
(C’est bien le porisme annoncé.

V.5.b Deux coniques générales sont les intersections de cones quadratiques de
I’espace avec z = 1. Si on diagonalise simultanément les deux formes quadra-
tiques associées, on obtient deux cénes comme dans I’énoncé mais on regarde
leur intersection avec un plan affine quelconque. On passe d’un tel plan affine
a4 z = 1 par la projection de centre O d’un plan sur 'autre. Les conditions
de tangence étant préservées, le porisme est également vrai dans la situation
générale & partir du moment ot il est vrai dans ce cas particulier.
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Exercice 1 (Une équation diophantienne cubique)

2. On introduira la « norme» N(a + zb\/§) = a? + 2b? et on 'utilisera pour
caractériser les éléments inversibles de Z[iv/2] et pour démontrer I'existence
et 'unicité de la décomposition en facteurs indécomposables par récurrence.
Pour 'unicité on copiera la démonstration du méme résultat dans Z, 1.e. on
commencera par établir la relation de Bézout, puis le lemme de Gaufl avant
de conclure.

3. On montrera que z = i\/2 est indécomposable puis que y + z et y — z
ne peuvent avoir de diviseurs non inversibles en commun. On conclura en
montrant que y + z et y — z sont des cubes.

Exercice 2 (Résolution des équations de degré 4)

1. On introduira la matrice symétrique réelle dont les coefficients sont les a;;.
La conique est lintersection de son cone isotrope dans R3 et du plan affine
z = 1. La dégénérescence de la conique peut étre interprétée en terme de
dégénérescence de la forme quadratique.

3. On écrira une équation de degré 4 comme intersection d’une parabole et
d’une autre conique.

Exercice 3 (Théorie de Galois élémentaire)
On raisonnera par I’absurde et on se ramenera au cas ot o = 2/% et P est de
degré strictement inférieur a q.

On se rameénera alors & considérer un systéme linéaire.

Par exemple on peut interpréter le fait que v/2 n’est pas rationnel sous la
forme qu’il n’existe pas d’entiers tels que a? = 2b% mais a? — 26 est aussi le

déterminant de la matrice a b .
20 «a

Exercice 4 (Théoréme de Fermat pour les polynomes)

1. On pourra considérer le polynéme P = AB’ — A’B et montrer qu’il est
divisible par le produit des p.g.c.d. de A et A’, B et B’ et C et (.

On pourra exprimer le degré du p.g.c.d. de A et A’ en fonction du degré
de A et son nombre de racines (comptées sans multiplicités).

2. On généralisera le résultat de la premiére question au cas des polynémes
non premiers entre eux et on interprétera la condition « A, B et C non propor-
tionnels » en « max(deg(A), deg(B),deg(C)) > deg(D)» si D est un p.g.c.d.
de A, Bet C.
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Exercice 5 (Une équation matricielle)

Remarquer que si X est solution de I’équation, alors X et A commutent.
On utilisera ce fait pour se ramener au cas ot X et A ont une seule valeur

propre.

Exercice 6 (Transcendance de e)

1. On calculera

2. On montrera que, pour n assez grand et judicieusement choisi, la quan-
t1té considérée est somme d’un entier non nul et d’un réel de valeur absolue
strictement inférieure a 1.

Exercice 7 (Racines carrées de —1 dans Q)

2. On remarquera que si r est un rationnel non nul, on a

vp(r) q_l
q2

r=p

avec ¢q1 et ¢a des entiers (relatifs) premiers & p et on en déduira

Np(r1 + ) <max{N,(r1), Ny(r2)} .

5. Se ramener A trouver, pour n quelconque, un entier ¢ premier & p tel que
Z+1=0[)p"].

On pourra ensuite chercher une suite de la forme a, = ZZ:O zLp® avec zy
une suite d’entiers compris entre 0 et p — 1. C’est-a-dire chercher a, sous la
forme d’un développement en base p « croissant».

Exercice 8 (Zéros de certaines séries de Fourier)
On montrera que, si f est non identiquement nulle, elle change au moins 2n
fois de signe.

Pour cela on se donnera arbitrairement xq, xs, ..., #2,_2 dans I et on
construira une fonction g de la forme

n—1

ag + Z(ak cos(kx) + by sin(kz))

s’annulant en les z;.

Exercice 9 (Sur 'inégalité arithmético-géométrique)

1. On décomposera la fraction rationnelle en éléments simples et on montrera
que
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a r—a
1 (—):— —a)’I(z,a) .
os - a) ()
2. On montrera que

I(z,a) > I(1 — 2,1 —a)

si ¢ et a sont inférieurs & 1/2.

Exercice 10 (Dimension de Hausdorff d’un compact de R")

1. On montrera que gg est décroissante et méme qu’elle prend une valeur finie
non nulle en au plus un point dy. Quoi qu’il en soit, on en déduira qu’il existe
un réel dy tel que

1. Si d < dy, alors g (d) = +o0.

2. Si d > dy, alors gx(d) = 0.

3.0na0<dy<n.

Pour montrer dy < n, on montrera que dy ne dépend pas de la norme
choisie sur R™ et qu’il est invariant si on transforme K par une isométrie (ou
une similitude).

2. On montrera que dy ne dépend pas non plus de n en un sens & préciser.
On majorera dy en utilisant des recouvrements naturels de K pour lesquels
gk (d) est fini. Pour la réciproque on cherchera des conditions de recouvrement.
Dans le cas du carré et du segment, on raisonnera sur la surface et la longueur
des boules. Dans le cas de ’ensemble de Cantor, on introduira ng le nombre
d’intervalles du recouvrement dont la longueur est comprise entre 3~(#+1) et

37" et on montrera que
+oo
D> 2!
k=0

Exercice 11 (Ensembles semi-algébriques)
On pourra d’abord étudier la dimension 2 et montrer que le quadrant supérieur
n’est pas représentable par une seule inéquation polynomiale en x et y.

Pour cela on montrera d’abord que z et y divisent P et méme que la
puissance maximale de x qui divise P est impaire. De méme pour y.

On conclura par une étude a l'origine de P(t,1%) pour @ assez grand et de
parité bien choisie.

Pour passer & la dimension supérieure, on généralisera la derniére étude en
considérant P(t%,t°,°) pour un triplet d’entiers (a, b, c) bien choisi.

Exercice 12 (Coordonnées de Pliicker des plans de R*)

1. On pourra interpréter les a;; comme les mineurs d’une certaine matrice 4
par 2.

2. On utilisera la multilinéarité du déterminant.
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3. On caractérisera I par des équations utilisant les a;;.

4. On montrera que le noyau de A est de dimension au moins 2.

Pour la réciproque, on montrera d’abord que le sous-espace caractéristique
associé & 0 (i.e. I’espace des » tels qu’il existe n avec A"z = 0) est égal au
noyau de A et on montrera que tous les endomorphismes associés & de telles
matrices (antisymétriques, de noyau de dimension 2 fixé) sont proportionnels
entre eux.

Exercice 13 (Polygones & sommets entiers)
On pourra montrer que le centre du polygone est & coordonnées rationnelles
et se ramener au cas o c’est 'origine.

On pourra alors identifier le plan au corps des complexes et considérer
I'ensemble G = {a+ib / (a,b) € Z%}. On pourra montrer que ¢’est un anneau,
qu’il peut étre muni d’une division euclidienne, c’est-a-dire plus précisément
que si x et y sont dans G avec y non nul, il existe un quotient ¢ et un reste
7, tous deux dans G, tels que z = qy + r avec |r| < |y| (contrairement & la
division euclidienne habituelle dans Z, le couple (g, r) n’est pas nécessairement
unique).

On pourra alors en déduire I'existence et 'unicité d’une décomposition en
«nombres premiers» dans (G. Pour cela on introduira la notion de divisibilité
dans G : z|y §’il existe d dans G tel que y = dz. On a alors des unités +1 et
+¢ (qui sont les seuls & étre inversibles dans G et & diviser tout le monde) et
des nombres premiers; ce sont les complexes p de G qui ne peuvent s’écrire
comme produit d’éléments de GG autres que %1, £z, +p et Fip.

On introduira alors la ¢ norme» N(a + ib) = a? + b? et on 1’utilisera pour
caractériser les éléments inversibles de G et pour démontrer 'existence et
I'unicité de la décomposition en facteurs premiers par récurrence. Pour 'uni-
cité on copiera la démonstration du méme résultat dans Z,1.e. on commencera
par établir la relation de Bézout, puis le lemme de GauRl avant de conclure.

On terminera alors en remarquant que si « et § sont les affixes des deux
sommets entiers consécutifs, on a a”™ = B" et on en déduira n = 4.

Exercice 14 (Pavages par des losanges)

3. On pourra remarquer que la condition de fermeture est exactement la condi-
tion d’indépendance du sens de parcours pour dj, ou encore d’indépendance
de My pour §, ou encore d’antisymétrie pour 4.

On montrera le sens direct par récurrence sur le nombre de losanges élé-
mentaires pavant I'intérieur de I7.

Pour la réciproque, on notera d(M, N) le minimum des d, (M, N) pour v
tracé & l'intérieur de IT et qui monte toujours et on introduira, pour N un
point intérieur au contour I, sa « hauteur» relative a Il et M,y

h(N) = min (dir(Mo, Mi) + d(M;, N)) .
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On montrera que h(M;) = d(My, M;) pour tout point M; du contour et que
B(M) < A(V) + d(N, M)

On se servira de cela pour prouver que, dans tout triangle élémentaire & 1'in-
térieur de I7, il existe une unique aréte AC' telle que h(C) = h(A) + 2 et AC
n’appartient pas au contour. On conclura en retirant toutes ces arétes.

Exercice 15 (Porisme de Steiner)

1. On explicitera les conditions sur (a, b, ¢, d) pour que
a(x? + y*) + 2bx + 2cy +d =0

représente effectivement un cercle ou une droite.
2. On travaillera directement sur les équations cartésiennes.

3. On montrera que le centre d’inversion est aligné avec les centres des deux
cercles, puis on utilisera la formule donnant 'image d’un cercle-droite par une
inversion trouvée dans la question précédente.

4. On se rameénera & une situation invariante par rotation.

Exercice 16 (Densité des points rationnels d’une sphere)
On étudiera plutot le probleme en dimension 2, 1.e. le cas des cercles d’équation

xz—i—yzzn.

On utilisera une paramétrisation rationnelle du cercle, i.e. telle que si le para-
metre est rationnel, les coordonnées du point qu’il paramétrise le sont aussi.
On montrera en fait que si le cercle contient un point rationnel, alors les
points rationnels du cercle y sont denses. Le résultat étant encore vrai pour
les quadriques.
La question de savoir si (), admet ou non un point rationnel est nettement

plus difficile . ..

Exercice 17 (Principe d’approximation forte)

2. On remarquera que si 7 est un rationnel non nul, on a r = p»(") Z—; avec ¢
et ¢o des entiers (relatifs) premiers & p.
On en déduira dp,(r, rs) < max{d,(r1,r2), dp(r2,73)}.

4. On se raménera, par linéarité, & approcher & = e;, le ¢

base canonique de QPtL
Pour approcher e;, pour ¢ > 0, on pensera a écrire une relation de Bézout
entre des puissances suffisamment grandes des p;.

vecteur de la
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Exercice 18 (Autour du théoreme de Weierstrak-Stone)
On écartera d’abord les intervalles contenant un entier.

On essaiera ensuite d’approcher uniformément la fonction constante égale
4 1/2 sur I. Pour cela on se ramenera & un intervalle I inclus dans ]0;1/2] en
trouvant un trindéme a coefficients entiers envoyant un intervalle de la forme
Jm;m + 1] dans ]0;1/2].

Ensuite on itérera un trinéme du second degré et on prouvera qu’il converge
uniformément vers la fonction constante égale & 1/2 par la méthode de New-
ton.

Une fois cela accompli, on pourra approcher toutes les fonctions constantes
en utilisant I’approximation di-adique des réels. Il ne restera plus qu’a appro-
cher les polynémes quelconques en approchant leurs coefficients.

Exercice 19 (Autour du théoréme de Dirichlet)

1.Sip1,pa, ..., pr sont des diviseurs de P et sil est un entier tel que b = P(()
est non nul, considérer le polynéme ) défini par

1
QX) = EP(Z +bpipa...prX) .
On pourra en particulier montrer qu’il est & coefficients entiers et que

Q(n) =1[pi]
pour tout entier n et tout 1 <¢ < r.

2. Considérer le produit des @, pour d divisant n et montrer

X' —1=J]a(X).
dln

En déduire que tous les @4 sont & coefficients entiers par récurrence sur d.

3. Raisonner par ’absurde et montrer que si m n’est pas le plus petit entier,
alors a™ =1 [p?] et aussi (a +p)™ =1 [p?].

4. Utiliser le théoréme de Wilson : s1 @ est premier & p, alors

a?t=11[p].

Exercice 20 (Racines carrées contintiment différentiables)
On montrera que g est dérivable en un zéro de f si et seulement si f”(z) = 0.
On montrera qu’alors g est en fait contintiment différentiable. Pour cela on

pourra considérer
2

£(0) + S )+ 5 sup 1710
telay
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et montrer que ce trindme en h atteint son minimum sur [—r; 7], si y appartient
Al =[e—rjz+r].

Exercice 21 (Polynémes hyperboliques)

1. On introduira § P'application linéaire de R[X] dans lui-méme qui & un
polynéme P associe son polynéme dérivé et on remarquera que R = Q(J)[P]
ol Q(8) désigne le polyndme d’opérateur > i a;8".

On utilisera le fait que ) est scindé pour se ramener au cas oll ) est de
degré 1.

On démontrera d’abord que si P est hyperbolique, il en est de méme pour
P’. Puis on traitera le cas ou P n’a que des racines simples avant de passer
au cas général. Une remarque cruciale étant qu’'un polynéme de degré n a
coefficients réels est hyperbolique dés qu’il a au moins n — 1 racines réelles.

2. On exprimera encore R en termes de P, ) et 4. On se rameénera cette fois
au cas ol P est de degré 1. En étudiant X@Q'(X) — a@Q(X) on trouvera n — 2
racines de la méme fagon que précédemment et on conclura par une étude a
I’infini.

On pourra encore commencer par le cas ol ¢ n’a que des racines simples
avant de traiter le cas général.
Exercice 22 (Sur les surfaces minimales)

1. On montrera que f ou —f convient.

2. On pourra étudier

pour &; =tz + (1 —t)y.

3. On montrera que Id + g accroit les distances et qu’elle est donc injec-
tive et d’image fermée. On montrera que son image est également ouverte en
démontrant que sa différentielle est bijective.

4. On pensera & diagonaliser S.

8. On se souviendra que l'ordre dans lequel on différentie par rapport aux
variables (quand on calcule une dérivée partielle) n’a pas d’importance (lemme
de Schwarz).

Exercice 23 (Le théoreme de Brouwer en dimension 2)

3. Faire un dessin !

4. On pourra introduire la fonction Bic qui associe & un c¢dté d'un A? 1 ou 0
selon qu’il est bicolore noir/rouge ou pas, puis considérer la quantité

Z Z Bic(x) .

i=1 c6tés de ar
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4. On montrera qu’il existe trois suites de points, chacun d’une couleur diffé-
rente, convergeant vers le méme point.

On construira un homéomorphisme d’un triangle dans un cercle en se ra-
menant au cas du cercle circonscrit au triangle et on déformera les co6tés du
triangle en des arcs du cercle.

Exercice 24 (Matrices de Householder)

1. Ecrire un vecteur quelconque Z de C* par blocs et calculer Z*M Z comme
un trindme en le scalaire (le bloc de taille 1).

3. Effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes de M.

Exercice 25 (Déterminants de Vandermonde lacunaires)
1. Raisonner par récurrence et penser au théoréme de Rolle.

2. On interprétera le déterminant comme un polynéme en 'un des ;.

Exercice 26 (Caractérisation des fractions rationnelles)
1. On pourra écrire Qf = P plutdt que f = P/Q.
2. Raisonner par ’absurde.

3. Montrer que E; p = Vect(ws k, ..., Wsyk—1%) est indépendant de s (pour s
grand et k est minimal pour A, ; = 0).

Pour cela on montrera que F; ; et F, 11 sont des sous-espaces vectoriels
de dimension k& d’un méme espace vectoriel, & savoir

Fs,k = Es,k + Rws+k,k = Es,k + Es+1,k .

Exercice 27 (Le théoréme de Banach-Steinhaus)
Avec x comme dans I'indication fournie, on pourra montrer que

(53]

k=0

Th(x)|| > — su
() 2 T — sup

Exercice 28 (Caracteres de C(K,R))
On consideérera les cas les plus simples de compacts: K réduit & un point, a
deux points, & un nombre fini de points.

Pour généraliser le résultat obtenu dans ces cas particuliers, on montrera
qu’il existe un point z de K tel que f(z) = 0 dés que x(f) = 0. Pour cela
on raisonnera par l’absurde et on obtiendra la fonction constante égale & 1
comme somme de fonctions dans le noyau de x.
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Exercice 29 (Théoreme de Pascal généralisé)

1. On montrera que les coefficients des équations cartésiennes des coniques
recherchées appartiennent & un certain espace vectoriel de dimension 2.

2. On exprimera un couple de droites comme une conique dégénérée et on en
obtiendra une équation cartésienne & partir de deux coniques de I’énoncé. On
en déduira que ’équation de (P5@)3) s’obtient comme combinaison linéaire des
équations de (P1Q1) et (P2Qa2).
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Index

adele, 104

addition (formule d’), probléme
anneau euclidien, ex. 1, ex. 13, 35, 86
antisymétrique (matrice), ez. 12
approximation forte, ex. 17

Bézout (relation de), 34, 85, 103

Baire (lemme de), 135

Banach-Steinhauss (théoréme de), ex.
27

Bessel (égalité de), 123

Brouwer (théoréme du point fixe de),
ex. 23

Cantor (ensemble de), ez. 10

caractéristique (sous-espace), 50

caractere, ex. 28

carré

— modulo p, 60, 99

— somme de deux, 98

Cauchy-Lipschitz (théorgme de),
probléme

cercle-droite, ex. 15

compact, ex. 10, ex. 28

conique, ex. 2, ex. 16, ex. 29

— critere de dégénérescence, ex. 2

conjecture abc, ex. 4

contact, ex. 20

convergence normale, ex. 27

coordonnées barycentriques, ex. 23

corps fini, 78, 132

définie positive (matrice hermitienne),
ex. 24

déterminant, ex. 24, ex. 26, ex. 25

densité, ex. 16

Descartes (lemme de), ez. 25

diagonalisabilité, 50, 81

différentielle, ex. 22

dimension, ex. 10

diophantienne (équation), ez. 1

Dirichlet (fonctions L de), 113

distance, ex. 17

e, ex. 6

éléments simples, ex. 9
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