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DEMONSTRATION DE L/IMPOSSIBILITE DE LA RESOLUTION ALGEBRIGUE
DES EQUATIONS GENERALES QUI PASSENT LE QUATRIEME DEGRE.

Jonrnal fiir die reine und sugewandte Mathematik, herausgegeben von Ciclle, Bd. 1, Berlin 1824,

On peut, comme’on sait, résoudre les dquations géudrales jusquwan
guatritme degré, mais les dquations d'un degré plus élevd, seulement. dans
des .cas particuliers, et, si je ne me trompe, on n'a pas -encore répondu
d'une manidre satisfaisante & la question: "Est-il possible de rédsoudre en
général les dquations qui passent le quatridme degrd?” Ce mémoire a pour

. but de répondre & cette question.

Résoudre algébriquement une équation ne veut dire auire chose, que
d'exprimer ses racines par des fonetions algdbriques des coefficiens. Il fant
donc considéver d’abord la forme générale des fonections algébriques, et cher-
cher ensuitel &1l est possible de saiisfaite & l'équation donnde, en mettant
Iexpression d'une fomotion algébrique au lieu de l'inconnue.

81
Sur la forme générale des fonctions algébriques.

Boient 27, ”, ... un nombre fini de quantités quelconques. On
dit que v est une fonetion olgélrigue de ces quantités, sil est possible
d'exprimer v en «, ", ... & Taide des opdrations snivamtes: 1) par
Taddition; 2) par la multiplication, soit de ¢uantités. dépendant de

i

', =, ..., soit de quantités qui n’en dépendent pas; 3) par la divi-

sion; 4) par Fextraciion de racines d'indices premiers. Parmi ces opé-
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N

rations mous n'avons pas compté la soustrsetion, I'dlévation & des puissances

entidres et l'extraction de racines de degrés composés, car elles sont évidem-
ment compriges dang les quatre opérations mentionndes. '

. Lorsque la fonetion » peut se former par les trois premidres des
opéxatlons ci-dessus, clle est dite algébrique et rationnelle, ou senlement ration-
nelle; et si les deux premidres opérations sont seules néoessaires, elle ‘est dite
algébrique, rationnelle of entfére, ou seulement eniidre.

Soit fla, @', ’"...) une fonction quelconque qui peut s'exprimer par
la somme d’un nombre fini de termes de la forme

ot A est une quartité indépendante de ', x” etc. et ot my, my ete..
désignent des nombres entiers positifs; il est clan' que les deux premidres
opératlons ci-dessus sont des ecas particuliers de T'opération désignde par
S, @, «”..). On peut done comsidérer les fonetions entidres, suivant
leur définition, comme résultant d’'un mombre limité de répétitions de cetie
opération. En désignant par o, v, »"" ete. plusieurs fonctions des quan-
titds /), &’ #'7.... de la méme forme que flz’, «”....), .la fonction
F@,9...) sera évidemment de la méme forme que fla, z”...). Or
S est T'expression générale des fonetions qui résulient de lopéra-
tion f(&, «....) deux fois répétée. ~ On trouvera donc toujours le méme
vésultat én 1épétant gette opération autant de fois qu'on voudra I1 suit de
13, que toute fonetion entidre de plusieurs gquantités o', #”..... peut étre
exprimée par une sorume de plusieurs termes de la forme Ax'™z"™.....

Conmdéwus maintenant les fonctions rationmelles. - Lorsque flz', =”...)
et @z, «"...) sont deux fonctions entidres, il est évident, que ]es trois
premidres opérations sont des cas partienliers de Topération désignde par

S ="
A

On pent donc considérer une fonction rationnelle comme le résultat de la
répétition de cette opération. Bi I’on désigne par v’y o7, v’ ete. plusieurs

D)

"y
fonctions de la forme ;E:,——”;,,—%, on voﬂ; alsément que la fonetion W—)m
L& -

peut étre réduite & la mdme forme. II suit de 13, que toute fonction ration-

nelle de pIusmurs quantités ', =" «.... peut-toujours ére réduite & la forme
LG .-)
———"—“—’
gl 00

ot Ie mumératenr et le dénominateur sont des fonetions entidres,
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Enfin nous allons chercher la forme générale des fonctions algébriques,
Désignons par f(x,-="...) une fonetion rationnelle queleonque, il est clair
que toute fomotion algébrique peut &tre composde & l'aide de T'opération

n
désignée par f{z', 2”...) combinde avec l'opération Vr, olt m est un
nombre premier. Done, si p’, p*... sont des fouctions rationnelles de
¥, 2.,

p=rf,a"... VF} W)
sora. la forme générale des fomctions algébriques de o, «”..,, dans les-

quelles I'opération exprimée par }r affocte seulement des fonctions ration-
nelles. Les fonctions de la forme p,  seront dites fonctions algébriques du
premier ordre. En désignant par p,', p,”... plusieurs quantités de la forme
Py, lexpression.

B=A a e Vs Vo e Vs Vo )
sera la forme générale des fonctions algébriques ds o', 2 ,.., dane les-

n
quelles Popération Vr affecte seulement des fonctions rationnelles, et des
fonetions algébriques du premier ordre. Les fonciions de la forme O
seront dites fonctions algébriqueﬁs du defiieme ordre. " De la méme manidre
" Yexpression '

po=fl 2" VP Ve Vo Ve Ve Ve,
dans laquelle p,, p,”... sont des fonctions du deuxidme ordre, sera la forme

générale des fonctions algéhriques de «', «” ..., dang lesquelles Vopération

Vr noaffecte que des fonctions rationuelles, et des fonetions algébriques du
premier et du deuzidme ordre. ’

En countinuant de cette manidre, on obtiendra des fonetions algébriques .

du troisidme, dn quatriéme ... . du %™ ordve, et i est clair, que Pexpression
des fonctions du u®* ordre, sera Vexpression générale des fonetions algé-
briques. .

_ Donc-en désignant par p lovdre d'une fonction algébrique queleongue
et par v la fonction méme, on aura

V= A B, V),
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ol p’, p"... sont des fonctions de lordre.-w—1; +, #”... des fonctions

de l'ordre s—1 ou des ordres moins élevés, et -#', n”... des nombres
premicrs; f désigne tonjours ume fonction rationnelle des quantités com-
prises entre les parenthises.

On peut évidemment supposer qu'il est impossible d’exprimer l'une des

W h
‘quantités Vp', Vp”... par une fonction rationnelle des autres et des quan-
p

titds. ¢/, ”...; oar dans le cas.contraire, la fonction » aurait cette forme
7 1 H B

phus simple, -
n! "
v=j0" 1" ]/.pll VF))

' " ,‘ v
olt le nombre des gquantitdés V2, Vp” ... serait diminué au moins d'une
unité. En réduisent de cette manidve l'expression de » autaut que pos-
sible, on' parviendrait, ou A une expression irréductible, ou & une expres-
sion de la forme .

o=, ),

mais cette fonction serait seulement de I'ordre p-—1, tendis que v doit
étre du p*™ ordve, ce qui est une contradiction.
" "

8i dans Pexpression de v le nombre des quantités Vp', V" ... est
égal & m; nous dirons que la fonection o est du ™™ ordeé et du mi™
degré.  On voit done qu'une fonction de l'ordre p et du degré O est la
méme chose qu'une fonciion de Pordre u —1, et quung’ fonction de
Iordve 0 est la méme chose quung fonction rationnelle, !

1l suit de la, qu'on peus poser

.'”=f(""’7 LA f/};)?

ol p ost une fonction de lordre g--—1, mais #, »”... des fonctions
du p** ordre et tout au plus du degré m—1, ot qu'on peut toujours sup-

1 .
poser qulil est impossible d'expritner }p par une fonetion rationnelle de
ces quantités.
Dans ce qui précdde mnous avons vu qu'une fonction rationnelle de
plusieurs quantités peut toujours &tre réduite & la forme

3
7 ’

olt 5 et ¢ sont des fonctions entidres des mémes quantités variables.  On
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conclut de 1 que ¥ peut-toujours étre exprimé comme il anit,
w
7,
— p(r, 1/.? ) ,
(@ " ¥Vp)

L3
ot ¢ et 7 désignent des fonctions entidres des quantitds +, r"... et Pp.

En vertu de ce que nous avons trouvé plus haut, toute fonction entidre’ de

plusicurs quantités s, «, #”... peut 'exprimer par la forme .

- ts - f8® - 18",

fay 4-.. 4, étant des fonctions entidres de #, +, #'**... sams s On peut
done poser

p— n+t1P +¢P -+ +*mp
i +w’ +2 p"+ +vmp

“1[‘-3

oy fy, &... b, et P, v... v, sont des fonetions entidres de ', " " ete,

Soient ¥, V,... V,_, les #—1 valeurs de ¥ gqu'on trouve en met-

1 1 i 1 i 1

tant suceessivement ap®, o’p”, ¢’p"... o™ p" an leu de p", « dtant une

racine différente de Iunité de Péquation o"—1-—=0; on trouvera en multi-

~ pliant le numérate_ur et le dénominateur de % par ¥, T, Va V. _

_ TV, Vi
TR T

Le produit V'V,...V,, peat, comme on sait, s'exprimer par une fonction
entidre de p et des quantitds ¢, v”..., et le produit T'¥,.. V,_, est,

comme ‘on le voit, nhe fonection entidre de ]/;E et de ¢/, #” .En suppo-

sant e produit égal &

i 2 .
. So""SlP"‘}‘ssP"‘{""'*"_-skP":
on trouve .
3

‘1 ’ ®
P e L S o e Rt Y
pra—

- N 3 8
ou, en éerivant gy, ¢, ¢... au lieu de T  ete,
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1 2 . koL
L .2 : &
=t 4P+ G ™
ot g ¢y g somt des fonetions rationmelles des quantitds p, ', 7"... eto.
Boit- 1+ un nombre entier quelconque, on peirt toujours poser.

p=an-o,
@ et o dtant deux noimbres entiers, et e<” n. Il suit de I, que

I3 an-Fa . 3

pn:P ES :P«Pu'

2
En mettant done cette expression aun lieu de p* dane expression de v, on_
obtiendra

n—1

ﬂ—qo+q:p -th + ot qp T

Gy ¢1y ¢ Stant encore des fonctions rationnelles de Py ¥, ..., et par’

conséquent des fonctions du g™ ordre et an plus du degré m-—1, et
- 1

telles qu'il soit!impossible d’exprimer p" rationnellement par ces guantités,
Dans V'expression de v ci-dessus, on peut toujours faire g, =1 Car
si g, n'est pas nul, on obtiendra, en faisant p, —pq7,

1
1 P
— pr =1,
P= 91 4 T -
donc
n~1

I‘ -t g::: ne

expression de la- méme fome qus la prénédente, sauf que ¢ —1. B8i

¢=0, soit' g, une des quantitds ¢,, ¢;...¢., qui ne soit pas nulls, et
[

1
v=¢y|-p" ‘i‘. gg

ax &
soit grp*=yp;. On déduit de 1 ¢ip"-=p,". ~Donc en prenatt deux
nombres entiers o et A, qui satisfassent A Déquation eu— fr=p’, '
étant nn nombre entier, on aura .

a
n
.

e a -
gip " ==p" et pt=g pp
£ .1

En vertu de cela et en remarqua.nt que g.p°==p", v aurd la forme

—1

BT, I—zvl —l-qspl +- —i—q.._1p1
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De tout ce qui précéde on conclut: 8i v est une fonetion algébrique .

de Lordre s et du degré m, on peut toujours poser:
: n—1

: 3 A4 n—l
V="t GP" " ™

n étant un pombre premier, @, ¢...¢,, des fonctious algébriques de
Tordre u et dn degré 'm—1 an plug, p une fonetion algéhrigue de
. \ .

lordre w—1, et telle -que p" me puisse wexprimer rationnellement en
Gar Gier e Gnrs

§ 1L
Fropridtds- des fonctions algdlwiques qui satigfont & une équation donnde.

Boit
(1 7 Gty +ay'+ - te g Ly =0

e éﬁuation‘ queleonque du degré 7, olt &, ¢ ... sont des fonetions ration-
nelles de =, =”..., a/, &"... étant des quantités indépendantes quelconques.

" Supposons qu'on puisse satisfaire 3 cette Squation, en mettant au liew de y

une fonction algébrique de ', x".... Soit

5 ] a—1
(2) Cy=gtp e et ap”
cette fonetion. Hn substituant cette explessmn de y, dans léquation pro-
posée, on obtiendra, en vertu de ce qu1 préeéde, une expression de la forme
. Al
{3) 70‘1"”'1? '1L‘7"=P Foo A raap =0,
ol ¥g, 7)) Ty Tyy sont des fonetions rationnelles des quantitds p, g, g, Gate
Or je dls que I'équation (8) ne peut avoir liem, & moins qu'on n’ait
séparement;
=0, n=0..... 7,y =0.

En effet, dais le cas coptraire, on aurait en posant p =z les deux
équations .
2 —p=0
et

To - ry2 - 72 —}— -r'r,,_lz =0,
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qui -auraient une ou plusieurs racines communes. Soit % le nombre de ces
racines, on peut, comme on sait, trouver une équation qui a pour racines
les % racines mentionnées, et dont les coefficiens sont des fonetions ration-

_melles de p; 'y, 1oy, Soit

s.,—i—slz—-|—53 L ST T L SPLET

cette équation, et
R R L L Ll ST

un factenr de son premier membre, ot #, ¢, ete. sont des fonctions ration-
nelles de p, #,, 7...7 :

a—1)

t,,~{—tlz—}-—t,z’—|— R _.,z"*‘—|—z*‘30

et il est clair qu'on peut supposer qu'il est inpossible de trouver une équa-
tion de la méme forme d'un degré moins élevd. Cette équation a ses u
racines communes aves 'équation 2" —p==0. Or toutes les racines de
Pégquation z"-—p=0, sont de la forme wz, o & est une racine quel-
conque de 'mité. Done en remarguant que g ne peut ire moindre que
2, parcs qu'il est 1mpossnb]e d'exprimer z. en fonction rationnelle des quan-
titds p, 7y, 7. Py il Sensuit, que deux équations de la forme.

to+ btz ty2® - - o +tﬂ_,z“*1—|—z“m0,
A +rat,z—|—a”tsz“ =+ et et et =0
doivent avoir lieu. De ces équations on tire, en 4liminant 2%,
fy(1 — t-x"’) + t,r(tx — oz .. -|— L (ot —ar) 21 =0,
Mais cette équation étant du degré pw—1, et Tégquation
ot =

étant irréductible, et par conséquent -4 ne pomvant étre égal ¥ =éro, on
doit avoir o*— 1==0, ce qui n'a pas lien. On deit donc avoir

on aura de méme

et

rp=0, r,=0. 1_0

Maintenant, ces équations ayant lieu, il esi 018.11' que l'équation proposée

sera satisfaite ps.r toutes les wvaleurs de y qu'on obtient en attribuant A
1. 1 1
2% -1

P toutes le valeurs ap®, a'p” ... e ip, On voit aisément que toutes

2
5
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on aurait mne équation deé la méme forme que (3), mais une telle équation
conduit, comme on vient de le voir, & des contradictions.

En désignant donc par i, g...y, m racines différentes de Iéguation
(1), on aura’

=1

1 3
w=g- p° + @p* +-Fgp",

....... FEEREE AR
b=t e p e gp™ - tag ap” .

De ces n dquations on tivera sans peine

a=Lbt w + B Foetw),
Pé:%(yt F 2" b e Tyt ay,),

2

w1 . -
@GPt =t e gt ey A e,

1 -
G " =T ah -+ oy ey,
- i
On voit par l& que toutes les quantitds p*, ¢y, ¢;...q. . sont des
fonetions rationnelles des racines de l'équation proposée. En effet on a

Yooty faty, 4o ey,
(g oty foty, oty )

q,a - .n,u—l-

Considérons' maintenant I'équation générale du degré m,

O=e¢~+az+t-an’ |- 4a, 2"+ 2",

et supposons qu'elle soit résoluble algdbriquement. Soit

1 7 n—1
B8, 1"+ gp" e fs, v
en vertn de ce qui préedde, les quantités », s, & etc. peuvent s'exprimer

rationnellement en @, %;...w,, en désignant par =, x,...%

'  les' racines
de Téquation proposde.
el proposee

‘ces wvaleurs de y seront différentes entre elles; car dans le cas contraire
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Considérons 'une quelconque des quantités v, s, s,. etc. par gxeinple
w. Bi Ton désigne par v, v...v, les valours différentes de », quien
trouve lorsqu’on {change entre elle les racines By, Gy...%, de toutes les
manitres possibles, on pourrs former une équation du degré »' dont les
coefficiens sont des fonctions rationnelles de @, @,...@, ,, ot dont les ra-
cines sont les quantités v,, v...%,, qui sont des fonctions rationnelles des
quantités @, 7,...m,.
Done si I'on pdse
1 2 r—1
vt ut -t et w7
1
toutes les quantités af, fyy ty...-t,, seront des fonctions rationnelles de
Pyy V... Yy, otopar conséquent de =, ....x,. DEn traitant les quantitds
%, ty 4 otc. de la méme manidre, on en conclut gue
si une équation esi résoluble algébriquement, on peut toujours donner
& la racine une forme tells, que toutes les fonctions -algébriques dont
elle est composée puissent s'exprimer par des fonetions rationmelles des
racines de- I"dquation proposde.

§ TIL

Sur le nombre des valewrs différentes. qutune _fonntinﬁ de plusieurs quantitds peut acguérir, -
lorsqwon échange entre elles les quantitds gwelle remferme.

Seit » une fonetion ratiomnelle de plusieurs quantités indépendantes
Tyy % .. .M, -Le nombre des valeurs différentes dorit cette fonction est
susceptible par l'échange des quantités dont elle dépend, ne peut surpesser
le produit 1.2.3...m Soit g ce produit,
Boit maintenant
aflyd....
v (af :(i .. J
1a valeur qu'une fonetion quelconque v reqoit, lorsqu’on y substitue z,, z,, ,, =,
eto. au lisu de =, mg, z,, @5 eto, il est clair qu'en désignant par 4,, 4,... 4,
les diverses permutations en nombre de g que lon peut former avec les
indices 1, 2, 3...n, les valeurs différentes de v pouiront étre exprimées par

olal ol ola) ol




" amra cette nouvelle série de valeurs égales

. ¢'est-d-dire:
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Supposons que le nombre des valeurs difféventes de » soit moindre que g,
il faudra que plusieurs valeurs de v soient égales entre elles, en sorte
gu'on ait par. exemple

v

Al — Al —_— .= A"

A T 4T T A

Si l'on fait subir & ces quantités la substitution désignée par’ (jl ,), on
: . Am g1

) el =)
AT Ay T Aw )

valeurs qui sont différentss des premives, mais en méme nombie. En chan-
geant -de nouveam ces quantitds par la substitution désignée par (j‘ ),

- 2m+1

on. aura an nouveau systtme de quantités égales, mais différentes . des précd-
dentes.  En. continuant ce proeédé jusqud ce qu'on ait épuisé toutes les
permutations possibles, les ¢ valeurs de » seromt partagées en plusieurs
systémes, dont chacun contiendra un nombre de m valenrs dgales. II suit
de 1% que si l'on représente le nombre des valemws différentes de v par g,
nombre égal & celui des systdmes, on aura

9911:1.2;3...71,

Le nombre des valeurs différentes qu'une fonction de » quantités peut
acquériv par toutes les substitutions possibles entre ces quantités, est néees-
sairement un diviseur du produit 1.2.3...2 Cela est connu.

. . 4y o
Soit maintenant ( Al) une substifution quelconque. Supposons qulen

appliquant celle-ci plusieurs fois de suite & la fonetion » on obtienne la
snite des valeurs

Uy Uy VoY,

1y Y,

f ]

il est clair que v sera nécessairement répété plusiowrs fois. Lorsque »

, o ) 4
revient aprés un nombre p -de substitutions, nous disons que ( est une

1
. N ‘AW
substitution récurrente de Pordre p. On a donc cette sdrie périodique

. P P q

By Uy VgoorVpizy Uy Bry Vyeos

. . Ayr - C g
ou bien, ai l'on représente par 'u( 4 .) la valeur de » qu'on’ obtlent aprds

..__.v-(rv_‘_'!’!l.‘ﬂ
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avoir 1épété » fois de suite la substitution désignde pax ( Al , onoa la
n

A, 1o FRE FRY: Ayt Aq 10
?J(A:x], v(A:“), ’U(A;) "'BA:,,) , 'v(A:'J

Il suit de 1 que

série

Al.‘ ap+r_'v Al »
v Am] =4,

Ay fd4,\0
o Am) —T)[Am —=.

Or soit p le plus grand nombre premier contenu dans =, si le nombre
des valewrs différentes de' v est moindre que p, il fant quisntre p va-
leurs quelconqued; dsux solent dgales entre elles.
Il faut doue que des p valeurs,
A5\ At 4, \* A, 1
T I e B o R o

deux solent égales entre elles. Soit par exemple
' A\ (AN
= el

. -141 T4p—r
)

2

on en conclut gue
. Al ' p—r
=+(%)
A - - , A\
Eovivant + au liew de v+ p—+ ot remarquant que » 4| ==, on en
tire -
A\
v=2 4,0
ot = dévidemment n'est pas multiple de p. La valeur de @ n'est done
A Ay .
pas changde par la substitution [ Al) , mi par comséguent non plus par la
répétition de la méme substitution. On a done
A!. o
v=0|y 1,

« étant un nombre eotier. Maintenant si p est un nombre premier, on
powrra évidemment toujours trouver deux nombres entiers « et 3 tels que

re=pf3--1,




.
.
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done : ; ques. Si l'on désigne une telle substitution par le nom de. transposition,

l A\t ! on peut conclure quune valeur quelconque de v ne sern pag changée par

HE v:'_ulA,,.) ’ un nombre pair de transpositions, et que par conséquent toutes les valeurs

i et puisque ‘ de 'z qui résultent d'un nombre impair de transpositions-sont égales. Tout

i P A,)r ? échange des élémens d'une fonction peut s'opérer & I'aide d’un eertain nom-
1 daf 7 ! bre de trahspositions; done‘la fonetion » ne peut avoir plus de deux va-
on aura { leurs différentes, De 1a on tire le théordme suivant: '
v=v j;] ; Le nombre des valeurs différentes que peut obtenir une fonetion de =
quantités, ne peut &tre abaissé au dessous du plus grand nombre pre-
La valeur de v ne sera done pas changéde par la substitution réeurrente mier qui ne surpasse pas #, & moins quiil ne se réduise & 2 ou & 1.
{Al) de Tordre p. Il est done impossible de trouver une fonction de 5 quantités qui ait 3
| Hn ou 4 valeurs différentes. ’

Or il est clair que La démonstration de ce théordme est prise d'un mémoire de M. Cauchy

{“ﬂ?’ﬂu- C'i] et (Brde...m -ingéré dans le 17* cahijer du Journal de l'éeole polytechnique p. 1.

pyde... 7o yafd.. .oy Solent v et o' detx fonotions dont chacune ait deux valeurs diffé-
sont des substitutions réourrentes de Pordre p, lorsque p est le nombra rventes, il suit-de ce qui précéde qu'en désignant par v, v, et o', v ces
des indices e, #, »...%. La valeur de v e sera donc pas changde non _ doubles valeufs, les deux expressions
plug par la combinaison de ces deux substitutions, Ces deux substitutions . { mto et mo v

sont dvidemment équivalentes & cette unique o ) ;
’ seront des fonctions symidtriques. Soit

«fy, | o
ref ! . o=t et vy fow =4,
il . . . . ' on en tire :
j 1 "ot celle-ci aux deux suivantes, appliquées successivement, w,—t,
‘ pp==—_ 2.
(s = ) | e
i fe r8 Soit -maintenant le nombre des quantitds =, @, . . . =, égal & eing, le produit

La valeur de v ne sera done pas changée par la combinaison de ces deux

subgtitutions. Done o= (=) (@~ 5) (1~ ) (21~ 0g) (g ) (=24 (00— 5 (03—, (2 — 25} (24 —y) :

!i: af) gy : sera évidemment une fonetion qui a deux valeurs différentes; la seconde va-
[ 'v._—;v{ fa 'yg)’ leur étant la méme fonetion avec le signe opposé. Done en posant »’ =g,
1 : de méme on aura 2= -—yg. L'expression de », sera dono

1 AP\ 78 ‘

E; . v_v(?ﬁ)(d? ’ ‘ v,:h;l;?tu

F‘ d'olr Ton tire on bien '

it LT ANL .

‘; v—v(ﬂu (67')' : "’1:‘125‘}_?}”

& : :

f; : On voit par la que la foriction v wv'est pas changée par deux substi- - ‘ ol 4t est une fonction symétrigue; ¢ = deux valeurs qui ne différent
1: tutions successives de la forme "[gﬁ), o et B dtant deux indices quelcon- que par le signe, de sorte que 2% est également une fonction symétrique.
it A

I

H]4

II
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Done, en posant %i_:p et ﬁ%,—:q, il gensuit que
toute fonction de eing quantitds qui 2 deux valews difféventes pourra
&re mise sous la forme p-f-gp, ol p et ¢ sont deux fonctions-
symétriques et o = (2, — @) (1 — @) . . . (1, — ).

Pour atteindre notre but nous avons encore besoin de la forme générale
des fonctions de cing quantités qui ont cing valeurs difféventes. On-pent
la trouver comme il suit:

Soit » une fonction rationnelle des quantitds w,, 2y, @y, x,, ¥, quiait
la propriété d’gtre invariable lorsqu’on dchange enire elles quatre des cing
quantités, par exemple ., %, @, #%. Dans cette condition » sera évidem-
ment symétrique par rapport & @, @, ¥, %;. On peut donc exprimer »
par une fonction rationnelle de =, et par des fonections symétriques de
Ty, Ty, %y, ¥%. Mals toute fonetion symétrique de ces quantités peut $'expri-
mer par une fonetion rationnelle des coefficiens d'ume équation du quatridme
degré, dont les racines sont @y, @, %, %. Donc en posant

(w*%) (@) (B (B—5) = 2" - p2” |- g2® —ra-|-5 ,-
la fonetion » peut s'exprimer vationnellement en @, p, ¢, #, s. Mais s
Pon pose :
(B2 (—wg) (B-—g) (@ —m,) (B— o) = 2® —ax' + bo" —en® L dw—e,
“on aurs, .
(@ —a,) (@t —pr®+gu* —rot s} — 2 — aw* 4 ba* —ex® -} dr—e
== 20— (p-2) 7 (gpm) 2 — (- e (s 1) 5— s,
d'olt Fon tive
P a— @,
q=—=b—az, |},
r==¢ — by - axt-—wl,
s=d-— oz, 4 b — au? 1 wl;

la fonction © peéut done s'exprimer rationnellement en wy, a, b, ¢, d.
11 suit de 1& que la fonetion ¢ peut &tre mise sous Ia forme

1
gy

olt 1 et go‘wl'sont deux fonctions entidres de @, a, b, ¢, d. En multipliant
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le numératenr et le dénominateur de cette fouction par ay. . e, g,
on aura

o P P2, T,

Py« Py « P2y - P, - (T,
Or e, . oy it . (o esty comme on le voit, une fonction entfére et symétrique
de ws, ®y ®y, %, Oun peut done exprimer.ce produit en fonction entitre

de p, g, 7, ¢ et par suite en fonction entitre de w, a, b, ¢, d. Le

numndratenr de la fraction ci-dessus est donc une fonction entitre des mémes
quantités; le dénominateur est une fonetion symétrique de w,, w,, w;, @y B
et par conséquent il peut s'exprimer eh fonction rationnelle de 2; 5, ¢, d, e
On pent donc poser .

qjm'r_-n—|—?'1':u,—|-9',m}’+ R
En multlphaut I'dguation
uﬂlq—ﬂ}ﬂﬂl—wa"l—ﬂw‘%dﬂ} +e

suecessivemnent par wy, @3 ... 277", il est clau qu’'on obtiendra m — 4
équations, - desquelles ou tirera pour =i, @!...x% des expressions de Ia

forme
o |- fim, -yt - ol - st
ot e, A, v, & & sont des fonctions vationnelles de @, b, ¢, d, e.
On peut done réduire 2 "3 la forme

{a) ' CESE ShR-A ‘|_ P~ 1y 4—:?‘;:1:}7
ot ¥4, f1, T4 ek, sont des fonetions rationnelles de ty by .cy dy e, cest-d-~dire
des fonctions symétriques de. @, 2,, #y; 2, ;.

Yoilh la forme générale des fonotions qui ne sont pas altérées lorsqu'on-
y échange eitre elles les quantitds 2y, u, @, w,. Ou elles ont cing va-
leurs différentes, ou elles sont syméfriques.

Boit maintenant ¢ une fonction rationnelle de w=, @, Ly 1, W, qui-
ait les cing valeurs snivantes w;, 7, g,y Uy Vg Lonmdémns la fonetion
oPv. En y éohangeant entre elles de toutes les manibdres poasibles les
quatre quantités o, @, «,, @, la fonctlon zTv aura toujours une des va-.
leurs suivantes '

LI, BYV XV TTV, TTY;.

Or je-dis, que le nombre des valeurs distinctes de «Pv résultant de
ces changements sera moindre que cing. En effet, si toutes les cing valeurs .
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avaient lieu, on tirerait de ces valeurs en dochangeant w, snccessivement
avee &y, iy @y, %, 20 valéurs nouvelles, qui seraient nécessaivement diffé-
xentes entrs elles et des précédentes. L fonetion aurait donc en tout 25
valenrs différentes, ce qui est impossible, car 25 n’est pas diviseur du produit
1.2.3.4.5. En désignant donc par u le nombre des valeurs que peut
prendre v lorsqu'on y échange enire elles les quantités =z, @, =, @, de
toutes les manidres possibles, p doit avoir I'une des quatre valeurs suivantes
1, 2, 3, 4. _ '
L Boit ge==1, d'aprds ce qui préecdde v sera de la forme {a). .
- 2. Boit w=4, la somme, »--v,+ v, +v, sera une fonction de la

forme (a). Or on a o= (v, +-v, 2, “+ o o) — (o, + v v 9,) = une

fonetion symétrique moins (m-Fw-tv+o); done v est de la forme (a).
8. Boit w=2, v+ sera une fonction de la forme (2). Boeit done

; — . e L R——
‘.’1—i—vs—?o"l“"lml_""‘sfh*l""ﬂx"}‘%%*‘ﬂ%-
En échangeant successivement x, avec Tyy Ty, iy, X, ON aura

v, +‘un=e=z,
¥y vy =gy,
'Umr.l+ ?)mi ‘Pmm_x )
[ + vy =px,,

"ot m est un des nombres 2, 3,4, 5 Pour m=2, on ama ET, = Py,

ce qui est impossible, car le nombre des valeurs de px, doit tre cing. Pour

m=—3 on aura

i’1+”2:¢w1: ”s‘["”szf,o%s ”s‘l—'”l:fﬁmaa
d'olt l'on tire : :
20 = gx, — @ity + .

Maig le second membre de cette équation a plus de 5 valeurs, car il en a
30. On prouvern de la méme manidre que m mne peut Btre dgal 3 4 ni
a 5. 1l suit de 1a que w n'est pas égal & 2.

4. BSoit u=3. Dans ¢z .cas o -v--v, et par conséquent v, - vg
:(v,+v,7|~vs+w4—}—,vﬁ)—('u]'—l—'vs«l—wa) aura cing valeurs, Mais on vient
de voir que -cette supposition est. inadmissible. Donc #¢ ne peut non plus
8tre égal & 3,

3
€
i

1 s e
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De tout cela on déduit ce théordme:
Toute fonetion rationnelle de cing quentités, qui a einq valeurs diffé-
rentes, anra néeessairement la forme

ro—-re - rat ot e,
ol 7oy 7y, Ty ete. sont des fonctions syméiriques, et x l'une quel-
conque des cing quantités.
De Péquation
ruwf—r,w+r,ms—|—rax“+rdx‘j:v
on ddduira aisément, en faisant usage de I'équation proposée, pour la valenr”
de @, une expregsion de la forme suivante
& =§- 5,0 + 8,0° + 5,0 - 5,04,

olt s, 8, 5 ete, de méme que 7y, ry, 7y etc, sont des fonctions symé-

trigues.
Soit v upe fonction rvationnelle qui aft m valeurs différentes v, v,

Vg ..., En posant

(v—v)(o—v) (v—w) ... 00—,
=¢+art+at’+ g 2" Fem=0,
on sait que g, 4, g5 ... sont des fonctions symétriques, et que les m ra-
cines de Uéquation sont w,, v, %,...9,. Or jo dis, quil*est impossible
d’exprimer la valenr de v comme racine d'une équation de la méme forme,
mais d'un degré moing élevé. En effet soit

L A A L/ e S L

une telle équation, &, #, eto. étant des fonctions symétriques, et soit », une
valewr de » qui satisfasse A cette équation, on aura

et ot b = (o —u) P
En échangeant entre sux les élémens de la fonetiod, on trouvera la série
suivante d'équations:

ot =0 — ) B,

.”'u_i_twlv'u_l_" e :(”_”5)‘1)3?
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On en conclut que »—w, v —y v— ..., v—u, seront des facteurs

de w#-}-4,_yv*' -} ... ef que par conséquent - ¢ doit nécespairement &tre

égal & m. On en tite lo théordme suivant: B
Lorsqu'ine fonotion de plusieurs quantités a m valewrs différentes, on
peut toujours trouver une équation du degré m, domt Tes coefficiens
solent des fonctions symétriques, et qui ait ces valeurs pour racines; mais
il est impossible de trouver une équation de la méme forme dmn degré
moing élevé qui ait une ou plusieurs de ces valeurs pour racines,

§Iv,

Démonstration de Uinpossihilité de ln vésolution ginérale de Uéquation dn cinguidme degré,

En. verta des propositions trouvées plus haut on peut énoncer- ce théo-
réme; .

"Il est impossible de résoudre en géuéral les équations du cinquitme

"degrd.” '

Daprés le § II, toutes les fonctions algébviques dont une expression
algdbrique des . racines est composée, peuvent s'exprimer par des fonctions
rationnelles des racines de I'dquation proposde.

Comme- il est impossible d’exprimer d’une manidre générale la racine
d'mne équation par wne fonetion vationnelle des coefficiens, on -doit avoir

A=,

olt m est un nombre premier et R une fonetion rationnelle des coefficiens
de Téquation proposée, ¢'est-d-dire une fonetion symétrique des racines; w
est une fonction rationnelle des raeines. On en conclug

» e B=0.

En. vertw du § IT, il est impossible d’abaisser le degvé de cette équation; la
fonetion v doit done, d'aprés le dernier théordme du paragraphe précédent,
avoir wm valeurs différentes. Le nombre m devant dtre divisevr du pro-
duit 1.2.3.4.5, ee nombre peut 8tre égal 4-2 ou & 3 ou & 5 Or (§ III)
il n'existe pas de fonction de cing variables qui ait 3 valeurs: il fant donc
qu'on ait m==5, ou m==2. Soit m==5, on aura, ainsi qu'il rdealte du

paragraphe préeédent
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VE: Py -1y - rom® - :l'am'é ~ g,
L A 3 3
7 w=s;+ R | R 4 8R° 4 & R".
On en tire (§ T1)
1
8, B =1 {m, L atay - oty -} om, - om,)

ot ef==1. Cette dquation est impossible, attendu que le second membre o
120 valeurs et que pourtant il doit &re racine d'une équation du cingquitme
degré 2° - s3R=0. -On doit done avoir m = 2.

0;1 awa donc (§ II)
' VE=p+gs,
ot p et g sont des fouctions syméiviques, et
s:(ml-——m,l) co {my — ).
On en tive, en:échangeant =, et =, entre enx,
—VEB=p—g,

d’od Ton déduit p==0 ot YE=gs. On voit par 1, que toute fonciion
algébrique du, premier ordre qui se trouve dans l'expression de la racine
doit nécessairement avoir ln forme atpBYs =a-fs ol o et 3 sont des
fonctions symétriques. Or ib. est impossible. d'exprimer les racines par une

fonction de la forme & AVR; il doit done y avoir une équation de la forme

Va1 ¥st =,

oft « ot f ne sont-pas nuls, m est un nombre premier, e et 8 sont des fone-
tions symétriques, et » est une fonction rationnelle des raciues. Cela donne.

Vet Fomry, Vo fo—=n,

ol », ot 2, sont des fonetions rationnelles. On aura en multipliant s, par v,,

"
Py :]ux’ —.,6’333 .

il " °
Or e — 3%* est une fonction symétrique. Si maintenant Yo' — 3%
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west pas une fonction symétrique, le nombre m, d’aprés ce qui précéde, doit

8tre égal & deux. Mais dans ce cas v sera égala Va-l-gv§ ; v aura done
quatre valewrs différentes, ce qui est impossible,

Il faut done que ¥'a* — 3% soit une fonction symétrique. Soit ¥ cetto
fonetion, on aura
Yty =}, et v, = UL
Soit !
MA‘___k
vl"i"”s:]/a“l—ﬁ'l/-;’_ R S __m 7 ;.? =
+ =p=VB{ =R L g,

Vot 7st VE

Désignons par py, ps, 25 . . . P les valours différentes de p qui résultent
1

1

de la substitution successive de aR’:‘_, a’R" aSR%. co @™ B A la place
de R;I, o satisfaisant & I'édquation
o™t gt Fe-}1=0,
et faigons le produit
P=p) (p—p) . (p—pu)=p"— dp™ | dpm ... =0,

On voit sans peine que 4, 4, eto. sont des fonctions rationnelles des coef-
- ¥ . Y N

ﬁmfans dg I'équation proposée et par conséquent des fonotions symétriques des

racines. ‘Cette équation est évidemment irréductible. II faut: done d’aprads Ie

_dernier théoréme du paragraphe précédent que p, consideré . comme fonetion

des racines, ait m valeurs différentes. On en conelat que m =05, Mais dans
e cas p sers de la forme () du paragraphe préeédent. Donc on aura

5
VE+ ;/T‘R =ntnz+ne’ dre’ drat=p,
d'oiy
=8+ 8p Fap" -+ 2" + spt,

; . . 1 - ¥ 4
c'est-A-dire, en mettani RK° E B® 3 la place de p,

. X 2 8 1
T=4AH R 4, B L B g R
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ol #, &, &, ete. sont des fouctions rationnelles de B et des coefficiens de
Péquation proposde. On en tire (§ 1I)

1
4B = (@ dtap - o my - et - ey =,

o oo af-1=0.
1
De Téquation p'—#5 on tire p® =i}k Or 8R étant de 1a forme
e+ u'Vs onaura pP=ufu'}¢, ce qui donne
(pfﬁ — u)s — RISSB.

Cette équation donue p’ par une équation du dixidme degré, dont tous les
ooefficiens sont dés fonetions syméiriques; mais d’aprds le dernier théordme
du paragraphe précédent cela est impossible; car puisque

P =3{m - olay oty - o, amy),
p’ aurait 120 valeurs différentes, ce qui est une contradiction,

Nous concluons done qu'il est impossible de résoudre algébriquement
'équation générale du cinquidme degré. ‘

11 “suit. immédiatement de ce théordme, qu'il est de méme impossible de
résoudre algébriquement les équations générales des degrés supérieurs an cin-
quitme. Done les équations des quatre premievs degrés sont les seules qui
puissent tre résolues algébriquement d'une manitre générale.

APPENDICE,
ANALYSE DU MEMOIRE PRECEDENT.

Bulletin des sciences metly, astr., phys. ot e¢him. publié par le BOR ds Bhussic, b 6, p. 347; Parls 1826.

L'auteur démontre, dans ce mémoire, quil est impossible de résoudre
algébriquement 1'équation générale du cinquitme degré; car toute fonction'




1
§
i
B

88 DEMONSTR. DE L'IMPOSS. DE L4 Ris. ALGEBR. DES FQUATIONS e,

algébrique des coefficiens ‘de la proposée, dtant substitnde & la place de Vin-
connue, conduit & wune absurdité, Dans un premier parvagraphe, Pamteur
cherche I'expression générale des fonctions algébriques de plusieurs quantitds,
d’aprés la définition qu'une fonetion algébrique résulte, I° d'additions, 2° de
multiplications, 3¢ de diViSiOlllE, et 4° d’extractions de racines dont les expo-
sans sont des tomhres premiers.  Les soustractions, les élévations aux puais-
sances et lextraction des racines avee des exposans composés rentrent dans
les opérations préeédentes. DVon il résulte, 1° que toute fouction rationnelle
et entitre dos quantités m,, w,, w, ete. c'est-d-dire, toute fonotion qui pent étre
formée aw moyen des dewr premidres opérations mentionnées, peut 'exprimer
par une somme d'un nombre find 'de termes de la forme Ax™mmm™ ..., A
étant une constante et 7, m,, ... des nombres entlers; 2 que toute fonetion
rationnelle des mémes quantités, c'est-d-dire, toute fonction qui peut &re for-
mée au moyen des #rofs premidres opérations, pent s'exprimer par un quo-
tient de deux fonctions entidres; 3o que toute fonction algébrique pent dire
formée par des répdsitions des opérations indiquées par

1 1
&) P = fln vy 3 D L),
o f désigne une fouction rationnelle des quantités entre les parenthéses;
Pn Poy - .. des fonctions rationnelles de By Ty .y 06 My, My, .. des nombres

premiers. On nommerz, pour abréger, fonction algébrigue du premier ordre,
une fonction telle que p'.  Si maintenant on formait une nouvelle fonetion
dans laguelle des fonetions du premier ordre entrassent de la méme manidre
que py, p,... entrent.dans p’, on aurait une Jonction algébrique du second
ordre; et, én -général, une fonction de l'ordre 4 serait celle -qui pourTait
contenir des fonctions de tous leg ordras, jusqu'y Pordre # — 1, combinées
entre elles -algébriguement. Bien entendn que cette fonction de lordre o ne
peut pas s'abaisser & un ordre inférieur, par des réductions des fonctions qui
la composent. En ontre, si cette méme fonetion de Pordre & contfent m
quantités de cet ovdre, on dira yu'elle est du m®™ degré; of en la désignant
par v, ol pourra poser '

1 2 u—1L
@ PGl gt b g |
clest-3-dire que Yon o ce premier théoreme: Toute Jonetion algébrique v de
lovdre p et du degré m, peut dtre veprésentde por la formule (2), 0% n est
un Rombre premier, ¢y Qs ... qu_y des foncidons algélriques de Lordre w ot
du degré m — 1 fout au plus, et P une fongtion algébrique de Yordre pn— 1,

B P T

i
by |
|
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L .
telle qu'il est dmpossible dexprimer p* par une fonciton rationnells de'yw, g,
Qoo oy ’ ] . L ) . . .
Aprés avoir ainsi trouvé l'expression générale des fonctions algébriques,
'anteur considére, dans un deuxidme paragraphe, une équation quelconqge
dont les coefficiens sont des fonetions rationnelles des quantités =z, w, ... .
5 . - - , mn
et qu'on suppose résoluble algébriquement. FEn désignant done par y lin-
connue, ef par ’ )
(3) @y @y @y o y)==0
Pégquation méme, il faut que le premier membre se réduise & zéro, en met-
tant pour y une certaine fonction de la forme (2). Par cette substitution
I'équation (3) se changera en une autre de la forme

' L : nt
iy o g n __
(4) Totmp TPt ap T =0,
olt vy, T4y Tyy 7y ... sont den fonetions rationnelles de @, wy, 25 ... et de g,
day Gy .- Uette équation entraine les suivantes:

() j'~
ear dans le cas contraire, l'dquation (4) pourrait donner la valeur de p* en
fonction rationnelle de p, 7y, 7, ... 7y, ce qui est contre Pénoncé du thé-
ortme prévédent. Bi les équations (5) ont liem, I'équation (4) et par suite

Péquation (3), sevont de méme satisfaites par toutes les valewrs de y qu'on
1 1 +1 1
ni-=1 2

. - . P ® Bn
chtiendra en mettant, an leu de p” les n—1 valeurs ap®, a’p",.... " Ip*,
olt o est une racine imaginaire de Punitd. Par 13 on aura les valeurs de &

racines  de Péguation (3), savoir

1 2 n—1

=0t +ar+tap”,
' Lo o
=gt ep - tp o g p 7,

ro=0, 1,=0, =0, .... 'r,,_.1=0; .

n—1

L 3 n—1
=gt @ TP @ gp i egp "
1

ces équations donnent les % quantités p*, g, 4, ... fna en fonctions ration-
nelles des racines ¥, ¥ ... ¥, . ‘

& ‘maeintenant fz=—=0 est une éynation algébrique générale, résoluble
algébriquement, et =, », ... les racines de cette équation, on doit avoir
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—1

1 2 [
Te=gt v -set 4 e ERCUER

cette formule étant analogue & la formule (2}, D'aprés ce qu'on vient de
1

voit ©” Sy, % ...5,, seront des fonetions rationnelles des racines de P'édqua-
tion proposée. Cela posé, considérons 1'une quelcongue des quantités v, s, &... 8 1y
par exemple v; en désignant par »' le nombre de toutes les valeurs diffé-
renles de v, qu'on obtiendra en échangeant entre elles de toutes les manidres
possibles les racines de l'équation proposde, on peut former une dquation du
degré »' qui ait toutes .ces valeurs pour racines, et dont les coefficiens solent
des fonctions rationnelles et symétriques des valeurs de v, et par suite des
fonetions rationnelles de =, =z, ... En faisant done

2 ¥—l
¥
1

1 E]
v=tFu Ftgu' -t

tontes fes quantités w, 4, f, ..., , seront des fonctions rationuelles des
valeurs de », et par suite de @, @, ... Eun poursuivant ce raisounement,
on établira le théordme suivant:

Deuzidme théordme: Si une éguation algébrique est résoluble algébrigque-
ment, on peut towjowrs domner & la racine ume forwie telle, que toutes les
expressions algébrigues dont elle est composée pourront §ewprimer por des
fonctions vationnelles des racines de l'équation proposée.

Dans 1o troisiéme paragraphe on démontre, daprds un mémoire da M,
Cauchy, inséré dans le cahier XVII* du Journal de I'Eoole Polytechiique,
que, 1° le nombre des valeurs d'une fonction rationnelle de #» quantitds, ne
peut s'abaizser an-dessous du plus grand nombre premier eontenu dans
sans devenir égal & 2 ou 2 1; 2° que toute fonction rationnelle qui a deux
valeurs différentes aura la forme

P2 () ) - o) - ()
et que, si elle contient b quantités, elle deviendra
- glen — ) (7 — ) (8 — 2) (2 — @) (0 — =) (1, — )
(8 — 5} (5 — ) (% — a5) (e — ),

ot p et ¢ sont des fonctions invariables.

On démentre ensuite que toute fonction rationnelle de cing quantitds
qui a cing valeurs différentes peut étre mise gous la forme
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V=1, |12 -}y @® vy o 2k
ol %, 7;...7, sont des fonetions invariables, et = une des eing gquantités

en question.
En combinant cette équation avec P'éguation

(@ —m) (@ —ay) (& — @) (& —x) (x — )
:wﬁ—aw’—l—bm’—cm‘—}—d;umezﬂ,

on en pent tiver les valeurs de x gous la forme

@==35,4 5, |- 507 - 50" - ;q,v“,

$4, 8 . . . Gtant des fonctious invariables de =, = ... Finalement on ar:
rive & ce théordme conmu: Trodsidme théordme: Si une fonction rationnelle
de plusienrs quantités @y, X . . . @ m valewrs différentes, on pourre toujours
trouver une égquation du degré m domt tous les coefficiens sont des fonctions -
tnnariables de @, w0, ... ¢ gui ont les m wvelewrs de la fonction pour ra-
efnes; mats ol est mpossible de trouver une équation de la méme forme dun
degré moins 6levé, qui aura wne ou plusieurs de cos valeurs pour racines,

Au mayen des théordmes établis dans les trois premiers paragraphes,
Tauteur démontre ensuite, dana le quatridme, qu’il est impossible de résoudre
algébriquement 1'équation générale du cinguitme degré.

En effet, en supposant que P'éguation géndrale du cinguidme degré soit
vésoluble algébriquement, on pourra, en vertu du théordme (1), exprimer
toutes les fonctions algébrigues dont une racine est composée, par des fone-
tione rationnelles des racines; done, puisqu’il est impossible d'exprimer une
racine d'mne équation générale par une fonction rationnelle des coefficiens,
il faut qu'on ait

Lin—y,
L .
ol B est une des fonetions du premier ordre qui se trouvent dans l'expres-
gion de la racine, B étant une fonction rationnelle des coefficiens de 1'dgqua-
tion proposde, c'est-i-dire, une fonciion invariable des racines, et v une
fonction rationnelle des mfmes racines,” Cette équation domme o™ —R=20;
at pour w», m valeurs différentes, résultant du changement des racines entre
elles, Maintenant le nombre des valenrs d’une fonction rationnelle de cing
variables, doit 8tre diviseuf du produit 2. 3. 4. 5; il faut donc que m, qui
gst wn nombve premier, soit un des trols mombres 2, 3, 5; mais selon le
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théortme cité de M. Cauchy, le nombre 8 sera exelu, et par conséquent i
ne restera pour m que les deux valeurs 5 et 2.
L. Soit d’abord m="5; on aura, d’aprés ce qu'on a vu précédemment,

. .
_ v B =y w2 - et -t
et de I
1 35 3 4
m=sn+is*‘_—|-szR"—|—§8R5+S‘R“,
S5 81, ... Gtant, de méme que R, des fonctions invariables des racines,
Cette valeur domne, selon ce qui a &4 établi dans lo deuxitme paragraphe,

1
pour s,E°, une fonction rationnelle des racines, savoir:

1
5

8 R =4 {w - otmy+ oy ~|—_'cx’m‘ - ag) ==,

o dtant une racine imaginaire de Péquation of — 1=0; mais cela est im-
possible, car le second membre a 120 valeurs différentes, tandis qu’il doit
8tre racine de l'équation 2°—siR-=10, qui west que du cinquidme degrs,
Ie nombre m ne peut done &re égal & 5. 7

2. Boit m=2. Alors v aura deux valeurs qui, selon ce que M. Cauchy.
a démontré, deivent avoir la forme

v=p+as=VE,

s =z, — &) (9’1;'5'35) e (m,—n%),

olt

et p et ¢ sont des fonctions invariables.

En éqhangean_t entre elles les denx racines «, et Ty, OD AUTR P — g5 — — VR
et par conséquent p—1), et par suite -

VE=qs.

De 1 il suit que toutes les fonetions algébriques du premier ordre qui
se trouvent dans Pexpression de la racine, doivent &tre de la forme o BYVE,
ol « et B sont des fonetions invariables. Maintenant i1 est impossible d’ex-
primer une vacine de l'équation générale du cinguidme degré,. par nune fone-
tion de cette forme; par conséquent il faut quil y. ait, dans l'expression de
Ia racine, des fonctions du deuxime ordre, ot qui’ doivent contenir un radi-

.cal de la forme
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jl?a +4 Vi == %,

oll # n'est pas égal & zdro; m est un nombre premier st v ume fonction
rationnelle des racines. En changeant z, en z, on aura

ma — Vs =,

1" - .
-ce qui donne vv,—Va'—B3%". Maintenant ¢® — 3%* est une fonction in-
variable; si done vw, n'est pas de méme une fonction invarisble, i1 fant gque
m soit égal & 2; mais alors on amra w=— Ve l-3Vs, ce qui donne pour v
quatee valeurs différentes; or cela est impossible: done il faut que 2o, soit
une fonetion invariable, Soit cette fonction représentée par ¥, on aura

v=2. Cela posé, considérons l'expression
v

v = Ve Ve ol emp = YR
; Vo 4-8vs VB

Cette valeur de p peut 8tre racine d'une équation du =™ degrd, et,
comme, cette dquation sera néeessairement ivréductible, p aura m valeurs
_différentes; done m sera égal & 5.

Alors on aura

1 .

T -
"BY 4y B Se=rg @@ e’ -t =,
d’olt '

1 3 El +
@=s,t-5p -+« spt =ty B} RO ,RF 4 1, B,

yy t ... % 6tant des fonctions invariables, De 14 on tire, comme aupara- .
vant, ' : :

1
5

LR =1 (&, -+ o', b o', - o, - azy) =y,

= R— (e BV,
et ’
(yﬁ _ aig)i — tiuﬂzsﬁ =0,
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! - ‘
“ d.(Jf:;te éguaﬁon, dont les coofficiens sont deg fonctions invariables, est
- ixiéme degré par rapport & y; mais cela est contraire s théoréme, (3)
parce que y a 120 valeurs différentes. B
Nous concluons done en dernier lie: i i ;:
. . I U, quil est impossible de résond 3
g}g:,bnqutemeﬁ;: Yégmation géndrals du cinquitme degré, De Ia {1 suit immge ;
watement quil est, en général, impossible de résond i .
. re algdh '
équations générales d'un degré supérieur au quatridme, eehnduement les

’

VIIL

, REMARQUE SUR LE MEMOIRE Ne 4 DU PREMIER CAHIER DU JOURNAL
! DE M. CRELLE.

Journel fir die reine und engowandte Mathemntik, berausgogeben von Urefls, Bd. I, Berlin 1828

L'objet dii mémoive est de trouver leffet d’une force sur tros points
donnds. Les résultats de U'auteur somt trds justes, quand les trois points ue
: sont pas placés sur une méme ligne droite; mais dans ce cas ils ne le sont
pas. Les trois dquations, par lesquelles les trois incommues @, ¢, ¢ se

i déterminent, sont les sulvantes
P=Q+ 9+ ¢,
{1) lhsing = ,"¢sinf,

Pasina = — Q" csin{a - 3.

Celles-ci ont lien pour des valeurs quelcongues de F, a, b, ¢, « et 3. FElles
: donnent en général, comme l'auteur 'a treuvs,

¢ = _bc-siu(:—k ) yal

TN O W e

(2) Q, :acsin,b"P,

T

absing
Qr="1e p

ol

== absine 4 aosin — besin (e -} A).

! ; . N .
| ' i Or les équations (2) cessent d'8tre détermindes lorsque l'une on l'autre des




