EPREUVE COMMUNE DE TIPE - Partie D

Analyse Algébrique
Temps de préparation @ ......coooviiiiiiiiii e 2 heures 15 minutes
Temps de présentation devantle jury : ........ccooeveinnnies 10 minutes
Entretien avec le jury @ ..o 10 minutes

GUIDE POUR L'ETUDE DU DOSSIER :
Le dossier ci-joint comporte au total : 14 pages.

Document (14 feuilles dont celle-ci) : Chapitre VI - Des séries convergentes et
divergentes. Regles sur la convergence des Séries. Sommation de quelques
Séries convergentes. Cours d'Analyse de I'Ecole Royale Polytechnique par M.
Augustin-Louis Cauchy (1821)

Travail suggéré :

1. En 1826, Niels Abel a 24 ans et arrive a Paris pour rencontrer Cauchy. Cet ADS propose
d'imaginer une séance de TD donnée par Abel a la suite du cours de Cauchy.

2. Il vous est demandé d'illustrer les théoremes par des choix judicieux d'exemples, de préciser
et d'éclairer les théorémes qui auraient pu rebuter les étudiant(e)s les moins attentif(ve)s.

3. Abel est a la fois admiratif du maftre et génial lui-méme : son exposé doit enrichir le texte,
accentuer les points importants et en différer significativement. Ce n'est pas une redite mais
un TD !

4. Vous prendrez soin néanmoins de prendre du recul en commentant le TD d'un point de vue
extérieur. Autrement dit préparez une introduction et une conclusion en dehors du cadre du
strict du TD et en comparant aux usages mathématiques du XXIeéme siecle.

5. Important — Dans ce texte les termes "grandeur” et "valeur numérique" renvoient a des
réels positifs tandis que le terme "quantité" renvoie a nombre réel. La valeur numérique
d'une quantité est donc (en langage moderne) sa valeur absolue.

CONSEILS GENERAUX POUR LA PREPARATION DE L'EPREUVE :

* Lisez le dossier en entier dans un temps raisonnable (= 20 minutes).

* Réservez du temps pour préparer I'exposé devant le jury (= 15 minutes).

* En fin de préparation, rassemblez et ordonnez soigneusement TOUS les
documents (transparents, etc.) dont vous comptez vous servir pendant I'oral,
ainsi que le dossier, les transparents et les brouillons utilisés pendant la
préparation. En entrant dans la salle d'oral, vous devez étre prét(e)s a débuter
votre exposé.

* 'exposé dure 10 minutes : gardez un ceil sur le chronometre ! Le jury avertira
au bout de huit minutes et coupera impérativement a l'issue du temps imparti.
* | 'exposé doit comporter une introduction, un plan clair mis en évidence
sur un transparent et une conclusion.

* Rédigez votre conclusion : une conclusion improvisée est souvent ratée.

* Les transparents doivent étre clairs, colorés et non surchargés.
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CHAPITRE VL

Des Séries convergentes et divergentes. Régles sur
la convergence des Séries. Sommation de quelques
Series convergentes. _ W

S——
§. 1. Considerations géncrales sur les Séries.

ON appelle série une suite indéfinie de quantités

2, By Ui Uy &COoue

qui dérivent les unes dés autres suivant une lot dé-
terminée. Ces quantités elles-mémes sont les différens
termes de la série que T'on considére. Soit

.waHeouTFIT.a,Ls...:....TR?_

la semme des n premiers termes, 7 désignant un:
nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de
n toujours croissantes, la somme §, Sapproche indé-
finiment d'une ‘certaine limite s; la série sera dite
convergente,; et la limite en. question _m,ﬁum@mmﬁw fa
somme de la sérte: Au contraive, i, tandis que 7
croit indéfiniment , la sofme s, ne sapproche d'au-
cune limite fixe; Ia série séra divergente, et n'aura
plus de sommie. Dans l'un et Pautre cas, le terme qui:
correspond . & Pindice n, savorr u,, serace qu'on
nomme le terme général. Il suffit que fon donne ce
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terine général en fonction de lindice 7, pour que fa
série soit complétement déterminée.

Liune des séries les plus simples est la progres-
sion géométrique

Ly & ey % 86 10,

qui a pour-terme général 2%, cest-a-dire, la puis-
sance 2. de la quantité z. Si dans cette série on
fait la somme des » premiers termes, on trouvera.

FY ¥ =1 I T B
I+Z4+ ... 4+2 p— — 4
: I —x 1 —x

et, commc pour des valeurs croissantes de-z. .Ja
&5

valeur numérique de la fraction converge vers

1=z,
la limite zéro, ou croit au-dela de toute limite ,
suivant qu'on suppose la valeur numérique de z
inféricure ou supérieure i l'unité , on doit conclure
que dans a premiére hypothése la progression

2

Iy &y &5 &% 6w

By
1—z 7

est une série convergente qui a pour.somme

tandis que dans Ja seconde hypothése la méme pro-
gression est une série divergente qui n'a plus de
somme.

D’apreés les principes ci-dessus établis, pour que
la série _

(1) BRSO R T B ¢

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des
valeurs croissantes de » fassent converger indéfini-
ment la somme
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$,=U,+U +u,F+&C.. +1#,

vers une limite fixe s+ en d’autres termes, il est né-
cessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment
grandes du nombre #, les sommes

pw.a\ -m.a..fn H .m.artu 3y WNO.. PR

différent de Ia limite s, et par conséquent entre elles,
de*quantités infiniment petites. Dailleurs, les diffé-
rences successives ‘entre la premiére somme s, et
chacune des suivantes sont respectivement détermi-
Bées par les équations S
—8, = U

nr

.b-a.in .Iu.-ﬂ_.n = Nhh =+ mhh.t- 7

Sagy S = U, Uy U,
&e. . .~.

Done, pour que la’ série (1) soit oou«.@..mmﬁm , 1 est

d'abord nécessaire que le terme général , décroisse.

indéfiniment , tandis que n augmente ; mais cette.

eondition .ne suffit pas, et il faut encore que, pour

des valéurs croissantes de 7, les différentes sommes

i Hﬁﬂ I_l .ﬁ«n.u...-n 2
Nhh + Nna....n e N«a...u ?
&E, o o
cest-d-dire,,. Jes-sommes des quantités

Upp Upprs i i &e,. i
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prises, & partir de la ?.mE_mwnm ,-en_tel nombre que
Ton voudra, finissent par obtenir constamment des
valeurs numériques inférieures a toufe limite assi

‘gnable. Réciproquément , lorsque ces diverses con-
ditions 'sont remplies, la convergence de la série est’

assurée.
Prenons pour exemple la progression géométrique

(2) Ea B R ey X

Si fa valeur ::Bm:n_:m ‘de z est mswozmﬁm a l'unité,
celle du terme général.z" croitra indéfiniment avec
n, et cette seule H.mBmEnm suffira pour constater la
m?mwmmnom de la série. La série sera encore diver-
gente, si fon suppose z ==1, parce. mcﬁoﬂ.m la

‘valeur numérique du terme mmnﬁ.& z" se H&Emwﬁ

a l'unité, ne décroitra pas EmomEBma pour des va~
Jeurs croissantes de 7. Mais, si la valeur numérique
de x est mcﬁozocnmm Punité, les sommes des termes,
de Ia série pris & partir de z” en tel nomhre que

Tén voudra, savoir.,

x",

‘r ..T.a.a:.l.a

z" o+ .N.u...f- . .R..a.__.n H-ﬁa[_llu.Hm
- LB

se trouvant toutes comprises entre les limites

¥

n
E e )

I1=—x

chacune d'elles deviendra infiniment petite wo,i. des
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valeurs de » infiniment grandes ; et par swite la série
sera_convergente , ce que 'on savait déja. g

Prenons pour second exemple F. série numérique -

; 1 1 a1 1
ﬁwv d, .”u. leu H fisie Sy o mm.ﬂ....

Le terme général de- cette série, savoir, -

dé-
n— 1
croit indéfiniment & mesure que 7 mﬂmsmﬁo et ce-
wmsmmsﬁ la. série n omﬁ pas oozﬁwqmﬁn car la somme.

HE»@ du ﬁmuﬂm

CET ,_wﬁ. ‘de ceux qui le suivent Mnm..

1 1 : . 1 1
: b e R, == 3
n-=1 n-t2 . 2n— 1 248 -

amwﬁm constamment mrwmﬁmnwo mu& que mcn n, m:.
produit

et par suite , cette somme ne .décroit wmm Emmmmv
ment pour des valeurs croissantes de n, ainsi que cela
aurait Tieu si la série était aogmwmoﬁm .foﬁosm
que, siTon %.mmﬂqmm par s, la somme des 7 ?.mEHmam
termes de la série (3), et par 2™ Ja plus haute puis-
sance de 2 renfermée dans n-1, on trouvera

hallnllulmlwil.-.ITﬁ HVHIT I;Thw V
T i I 7 8/ wee” N.ﬂ....n__.. =i T LX) 2™ 2l

et-a fortior:
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m

; X LI L sp o
.maVHeruTu.quuT._...,Tui_l.T

On en conclura que la somme $,, croit indéfiniment
avec le nombre entier 22, et par conséquent avec 7,
ce qui est une nounvelle preuve.de la divergence de
la série. _
Considérons encore Ia série numérique,
4 1, :“J . W - &e...

1.2 t.2.3 S

Les termes de cette série qui oceupent un rang su-
périeur & 2, savoir, ;

1 1 1
R R 2 3.mn)? -2, 3ot J(ndea)

&

seront respectivement inférieurs aux termes corres-

pondans de la progression géométrique

H 1 1 1 . ]

LeZnd e’  WeBo e 9 1.2.3...n

&e....

nd?

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel
nombre que {on voudra sera toujours inférieure. 4
la somme des termes correspondans de Ia Pprogres-
sion géométrique, qui est une série convergente, et
A plus forte raison, 4 la somme de cette progression,
c'est-a-dire, a :

§ e 1 1 1

T2jen g — 2L _.p.u._....hwlo.. —q
Comune eette derniére somme décrott: indéfiniment

4 mesure que:z augmente., il.en résalte que la sé-
rie (4) est elle-méme convergente. On est convenu
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de désigner par la lettre ¢ Ia somme de cette série,
En ajoutant les n premiers termes, on obtiendra
pour valeur approchée du nombre e
1 I 1

e TSN (O (NS
1.2 Tiz.3 1.2.3...(p—1) ?

i I
i s

et, d'aprés ce qu'on vient de dire;, Terreur commise

sera inférieure an produit du #.”* terme par i

N—
Alinsi, par exemple, si ['on suppose z =11 on
trouvera pour la valeur approchée de ¢ _

(s) e=2.7182818....;

et Terreur commise dans cette hypothése sera infs-

rieure au produit de Ia fraction e
P 1.2.3.4.5.6.7.8. 9 10
I

’ I . 1 .
par —, cest-d-dire, & 56188000 2 €N sorte qu'elle

o
n'altérera pas la 7.¢ décimale.

Le nombre ¢, déterminé comme on vient de Ie
dire,, sera souvent employé dans Ia sommation des
suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes
pris dans le systéme qui a ce nombre pour base
s'appellent 2&%.3.«3_.,. , du nom de &V eper, inventeur
des logarithmes, ou hyperboligues; parce qu'ils ser-
vent & mesurer les diverses parties de I'ajre comprise
entre 'hyperbole équilatére et ses ‘asymptotes.

On indique généralement 1a somme d'une série
convergente par la somme de: ses premiers termesg
suivie d'un &ec.. .. Ainsi, lorsque Ia série

.ﬁou &«hu m«uu an b
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est convergente, la somme’de cetfe série est repré-
senfée- ﬁwk.

U, U, A U, - U &e. .
En vertu de cette convention , Ja valeur du nombre e
se trouvera déterminée par m.mmcmsoz

1
(6) #=ibobocbimdho—d L
ét, si lon considére la Huu_omu.mm%mn géométrique’

z

i @ B et RGO LE
on aura, pour des valeurs numériques de- z infé-
rieures a ['unité,

@V I =& A& =2+ &C..,. = i
La série

ﬂhnu.. ﬁa.u.ﬂhﬁ-..ﬁhm.u _‘.MHO...

dtant mcwmo.@mo convergente, si{on mmﬂmﬁm sa somime
vm,_, s;et par s, la'somme de ses »premiers termes,
on’ trouvera

= U U Uy U R lenileS.
=Sy, e ..TﬁaiuTmS.... o
2 par; mES
S T U Uiy A &
De- cette derniére équation il résulte-que fes quan-
tités . -
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Bei B

7

11 hg_a....u...._._. mﬂ..o,.. et h 1

formeront une nouvelle série convergente dont la
somme sera équivalente & s —s,. Si 'on représente
cette méme somme par 7,, on aura

§ =8, =T,

et 7, sera ce quon appelle le reste de fa série (1)
a partir du ™ terme.

FOHmmcm, les termes de Ia série (1) renfermant une
méme variable #, cette série est nouﬂmwmmﬁm et ses
différens termes mowoﬂosm continues de x, dans e
voisinage d'une valeur ﬁmunocrﬁ.m ﬁﬁzwcmm cetté
dwﬂmﬁm ;

8z, B, ebug

sont encore trois fonctions de la variable z, dont la
premiére est évidemment continue par rapport i z
dans Ie voisinage de la valeur ﬁmanocrmwm dont i
s'agit. Cela posé, considérons les accroissemens que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croifre’
x dune quantité infiniment petite a. L'accroisse-

‘ment de s, sera, pour toutes les valeurs possibles

de 7, une quantité infiniment petite; et celui de .
deviendra insensible en méme temps que 7., si Fon
attribue 4 n une valeur trés-considérable. Par suite, -
P'accroissement de la fonction s ne pourra étre qu'une
quantité infiniment petite. De cette remarque on
m&:w immédiatement la proposition suivante.

" FREOREME. Lorsque les différens termes de la

‘,.mzmm ) sont des .\, onctions d une meéme en».z&mm z,
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continues par rapport a cette variable dans le voi-
sinage d'une valeur particuliére pour laguelle la
Série est convergente, la somme s de lg serie est
‘aussi, dans le voisinage de. cette valeur particu-
liére,, fonction continue de . .

. En vertu de ce théoréme, la somme de la série ( 2)
devra rester fonction continue de la variable =, cntre
les limites r=—1, _.n...”H ; ce qu'on peut vérifier &
T'inspection de la valeur de s donnée par léquation

1

SiT=

-z’
AR
§. 2.° Des Seéries dont tous les termes sont postlife.
Lorsque la série
(1) oy W5 By win g, By Bl
a tous ses termes positifs , on peut oh.&zﬁamnwm:ﬂ
décider si elle est convergente ou divergente, &
Paide. du théoréme suivant. - .

1. THEOREME. Cherchez la limite ow les limites
vers lesquelles converge , tandis que.a croit inde-

1

Sfiniment, Uezpression (u,)%; et designezs part la
plus grande de ces limites, ow., en d'autres-termes:,
la limite des plus grandes valeurs de Nm..h..%,ﬁm.wﬁ.aa
dont il s'agit. La série (1) sera convergente, si l'on
a k<1, et divergente, si lon a > 1.
DZmoNSTRATION. Supposons d'abord % < 1.-et
choisissons a volonté entre les deux nombres 1 et k
un_troisiéme nomhre. U, en sorte qu'on ait
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ko lgi,

n venant & croitre au-dela de toute limite assignable,
les plus grandes valeurs .mo._ﬁ.:b,_# ne pourront s'ap-
procher indéfimiment de la {imite %, sans finir par
étre constamment inférieures & U. Par suite, il sera
possible d'attribuer au nombre entier » une valeur
assez considérable, pour que, 2 obtenant cette méme

valeur ou une valeur plus grande encore, on ait
constamment

(0.)" « U, u ="
Il en résulte que les termes de la série

Usy: Byy "By siws Wiy Biuss Birin

finiront par étre toujours inférieurs aux termes cor-

respondans de Ia progression géométrique
oy U, &, o B, O e, S

et, comme cette progression est convergente (&
cause-de &< 1), on peut de Ia remarque précédente
eonclure a fortior: la convergence de la série (1).-

- Supposons,,. en second lieu, %> 1; et placons
encore-entre les deux nombres 1 et # un troisiéme
nombre U, en sorte qu'on ait

o dl s ¥,

Si 2 vient & croitre au-dela de toute limite , les plus

1

grandes valeurs de (u,)", en sapprochant indéfi-
niment de £, finiront par ‘devenir supérieures 3 I
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Ort pourra doné: mmammw:.m la oo:&ao;
()" > Qﬁ
ou, ce qui revient au méme, a la suivante
g, > O”,

par des valeurs de » aussi considérables que Fon
voudra ; et par suite, on trouvera dans la série

2=

ﬁ&o-ﬂ.&.w Nhuq..‘ﬂhn.- ﬁhu.,ruq a...»q AWNO....

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes
correspondans de la progression géométrique

TN s RN R T

Comme cette Huuomﬂomﬂoz est &a‘mwmmdﬂo {4 cause
mm U>1), et qu'en conséquence ses différens termés
croissent a-linfini, la remarque que P'on vient de
faire suffira woﬁ, établir la divergence de la série{(1).

Dans un grand nombre de circonstances , on peiut
déterminer la valeur de la quantité %, a Paide du
théoréme 4.° [ chap. II, §. 3.]. En effet; en'vertu

LU gy

mm ce &Tmoﬁ.mgm toutes mmw fois que HQ Hm.ﬁ_uou.ﬂ

convergera <9.m une rEnm mum omam Timite sera
?memmamsﬁ fa valeur de & On wmc” donc énoncer
la Hu_.owoaaos suivarite,

2. THEOREME. S7, pour des enmmﬁ..w ann%ax%m
de n, le rapport

7

converge vers une hmite fize k, la série (1) sera
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convergente toutes:les fois que Fon aura k<1 ; et
divergente toutes les fois que Uon aura k> 1.

Concevons, parexemple, que Ton considére Ia série

1 r ; 1 .
I, =, e T BeL o F
1.2 -.N.w 1.2, w.-.

on trouvera

Uppr Tedides it N - 1 —
.._ .

Un t.2.3...nin-1) T neen

et par oonmmmcgﬁ la série sera convergente, ce que
Fon savait mﬂm.:

Le Hz.on:mq. des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne  Taisse d’incertitude sur la nouﬂmamﬁ._nm ou

Ja. divergence d’'une série dont tous Mmm termes sont

positifs, que dans le cas particulier olt la ‘quantité

-représentée par % devient égale & a Punité. Dans ce

cas particulier, il n'est pas toujours facile de décider
la. question. Toutefois, nous allons démontrer ici

“deux nouvelles propositions & l'aide desquelles on

Humﬁﬁ souvent y parvenir.

. THEOREME. Lorsque dans la seérie (1 vnw&wzn
umu.a.ﬂm est inférieur & celui qui le précéde, cette
série et la sutvante . [}

npu Uyy 2%, %.uw

sont en méme %3%@ aoaemﬂ%.gmm.m q: &Nemw%nan&..

mﬁw. ¥ Hm..ﬁ.a .- &e...

DEMONSTRATION. Supposons’ ‘dabord 1a” séiie
(1) convergente, et désignons sa soinme par s, On
aura
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U, = u

X
Y, =i ;

bu,<2u, +2u,,

8u,<2u, + 2U + 2U 20U, ,
& o

et par suite, la somme des termes de la série (2),
pris en tel nombre que I'on voudra, sera inférieure &

Uo = 20, == 20, 20U, +2U, - &C.... == 2 5—u,.

Ii en résulte. que 1a série (2) sera convergente.
Supposons , ‘en second lieu, la série (1) diver-
gente. La somme de ses termes pris en’ trés-grand
nombre finira par-surpasser toute limite mmm_mznm_n_w
et, comme on aura
%, =ty
M_ H“h v gﬂ + ﬂ.hh 3

buy>u +u, +u +u,
mRuvgu._...:wu...uw:_.é...l.:_.IT&.ITg_ere

14 %
g\h LELSE RS 1

on devra conclure que la somme des quantités

Uy 2%, 4u,, 84, &e....

prises en ‘trés-grand- nombre muﬂ w-wLBmb par
devenir supérieure 4 toute quantité donnée. La série
(2) sera donc alors divergente, conformément au
‘théoréme énoneé.
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CorROLLAIRE. Si pour la série (1) on prend la
‘suivante

L

) o, = L, =, B i

bl

# désignant une quantité m:&ocmmcm“ fa série (2)
deviendra

B @'y e BeE Be. .

Cette derniére est une Progression géométrique ,
convergente lorsqu’on suppose s> 1, et divergente
dans le cas contraire. Par suite, fa série (3) sera
elle-méme convergente, si i est un nombre supé-
vieur & {unité; et divergente , si P'on-a “=1 ou
m<, wmw..ﬁnmEEm, des trois séries

m.%v I, ST e .N!ur. mﬂo...._

AMv X, :I.ql. |IH.I-

K
Amv o NP , 1) _ |._WJ o &e .
. - A.b

la premiére sera convergente, et les deux aufres
&ﬂowmmaﬁmm.

4.° THEOREME. Supposons que lon désigne par
L la caractéristigue des logarithmes dans un sys-
téme quelconque, et que, pour des valeurs crois-.
santes de n, le rapport

L (i)

(3)
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converge vers une limite xmmmm. r. La série (1) .wm.q.a
convergente ,.si lon a h> 1, et divergente, sil'on
A .

' DEmonsTRaTiON. Supposons d'abord A5 1, €t
chioisissons & volonté entre les deux quantités 1 et h
une troisiéme quaiitité @, en sorte qu'on ait

Asarw,
Le rapport fh[wn_|4 ,-ou son égal
&
L Inml
L (n) %

finira par étre, pour de trés-grandes ﬂ&mﬁnm_ de n,
constamment supérieur & la quantité a. En mm:ﬂ.mw
termes, n venant a croitre au-dela d’'une certamne
{imite , on aura toujours

h 1
mn__ >a
T L{n] r
ou, ce qui revient au méme
L(;) > aLin)
Up
-t par suite,

] -
*y z

.}
ﬂhaA..aln.

Il en résulte que les termes de la série (1) m:a.o.ﬂ
par ‘étre constamment Inférieurs-aux termes corres-
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pondans de la suivante

T + - T .. 5 : 1 ___ R st
mq ‘Mqu ...wlnu I%ﬂ...zuﬂq Iﬂiﬂ.h._l..quu_ﬂ.w mNO.....u..

et, comme cette derniére sera convergente (a cause
de.a>1), on pourra de la remarque précédente
conclure & fortiors fa convergence de fa série (1).
Supposons, en second lieu, h<1; et placons en-
core entre les quantités 1 et & une troisiéme quan-
tité @, en sorte qu'on ait o
h<a<1.

On finira par avoir constamment, pour de trés«
grandes valeurs de » ,

. - uh__—

Ty~

ou, ce qui revient au méme ,

L(-)<aL(n),

et par suite

na

Il en résulte que les termes de a série (1) finiront
par. étre constamment mﬂumlmﬁ.m aux termes corres-
pondans de a suivante

- ~ _ _. .,__ *
.wn.-..%_n.. nd ! 3¢QQ...M

et .comme cette derniére sera divergente (4 cause
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de @< 1), on.pourra de la remarque qu'on vient
de faire conclure & Sfortiori la divergence de*fa
série (1). . .

Etant données deux séries nobﬁoﬂmmamm. dont tous’
les termes sont positifs , on peut, en ajoutant’ou
multipliant ces mémes termes , former une nouvelle
série dont la somme résulte de Paddition ou de. fas
multiplication des sommes des deux premiéres. Nous
etablirons 4 ce su jet les deux théorémes suivans :

5. THEOREME. Soient

Qv. yy %y u,....un,, &c...,

v, , ...H_w- v, RITI %O...u.

deux séries wnaﬁma%manm? qui, uniqguement compo-
sées de termes positifs , aient respectivement pour
sommes.- s et s' :

(8)  u-v,, Uy, uv, e o, ) &e..

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+s',

DEmonsTraTION. SiTon fait

Sy =UAFH U+ U, ... .+ U

=11

711

&..ﬁ.lﬁ”&w.ol.—leul.l.ehl_l-...lhﬂ )

£ e, convergeront Hmmwnomqmn...mﬁ , pour des
valeurs croissantes de 7, vers les limites s et s, Par
suité, s,+s', , cest-a-dire, la somme des 7 premiers
termes de la série (8), convergeraversia limite s-+s';
“¢e qui'suffit pour-éteblir fe’théoréme énoncé.
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6. THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme précedent,
() Uy UV +u,v,, 2, Votuv+uy,, . ...

o UV U VY, + .. U, .. v, +u,v,, &...

era une nouvelle série convergente , Qi aura
pour somme ss',

DEMONSTRATION. Soient toujours s,, s {es
sommes des 2 premiers termes des deux séries (@)
mn. mmamuosm €n outre par s*, la somme des 7 pre-
miers termes de la série (9). Si Ton représente par

m le plus grand nombre entier compris dans 2= !

) a . —_— . . . -_—
C'est-a-dire, 2! lorsque 7 est mopaiy; et =2
a : S 2

dans Je cas contraire , on aura évidemment

Ho¥ot(2o¥  ~1t, 00 )4, | e C N AT v ......l..,*.%.n.\..
< (Mo ~u, 4., cg,) (Yo, -, s, )
et N mua:Tz.rT....rTaau neu+e,.+.....+eaum
ou, en dautres termes,
i 7
R PR

!
mel "

&5 Raon @

Oo:o.mﬁo:m Emmsﬂmnmﬁ que Ton fasse croitre 7z ay-

-defa de toute limite. Le nombre

~=

i |
I—

n—

-

m =

2

croitra luf-méme Indéfiniment ; et les-deux ‘sommes
us Suv: CORVergeront vers la.limite $; tandis que
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LA . noudmnmmaonﬂ vers la limite s'. Par suite,
ﬁmm deux ?.omﬁnm 8,8 s Smes $'mer » €t la somme
3 noEﬁzmo mzw.o ces deux ?.omcnm oonqmnmmdoﬁ
vers la limite s’ : ce qui suffit pour établir Ie théo-
réme 6.° ,

§.-3.° Des Séries qui renferment des termes- positifs
et des termes negatifs. .
mmwwomo:m que la série
(1) s de e W v By .mmo
se compose de termes, tantdt positifs, tantét bm.m».._.

tifs : et soient Smm_mome.mamsﬁ

A& s Paw Parvrnr Py mﬁn....

Mmm d&mzwm HEEQM@;@W,. de ces mémes termes, en
moi“m o»n on ait
w,==kpg, U= S0, U ILL..%F. e H_n%..a_g &e...
La valeur numérique de 1a somme

Uy Uy == U, .o+ U

=1

ne pouvant jamais surpasser

Po S PrAm Pat v Py
it en resulte que-la‘ convergence de Ia série (2) en-
trainera Sﬁoawm celle de la série ( 1 w ‘On doit ajouter:
que Ia série (1 ) seta divergente, si quelques.termes
de la série {2) fintssent par croitre au-dela. de toute
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limite v&ﬁ:ﬁi? Ce dernier-cas mm_ﬁ&mmﬁm lorsque
les plus mnmz%m <&mE,m de-(p,)" convergent, pour
des valeurs. eroissantes de n, vers une limite supé=
rieure a Tunité. Au contraire,, modmm:m cette Timite
devient inférieure a T'unité, la série (2) est toujours
convergente. On peut, en conséquence, énoncer le
théoréme suivant: :

1. THEOREME. Soif p, la valeur numiérique du
terme général v, de la série (1); et designons par
k la limite vers laquelle convergent, tandis que
n croit ﬁa&,m\magmau les m&ﬁ wqaa&% valeurs de

a&..nﬂm&a: A ?Vn " La série (1) sera noaemﬂ%.mamm\
si'lon a k<1, et divergente, 5t lon a k> t.

l‘:lln
P

=z5mﬁmmo du rapport—= “rei | convergera vers une

Up

Lorsque mp fraction : Cest-i-dire, la valeir

limite fixe, cette limite sera, en vertu du 4.° theo-
réme [ chap. II; §. 3.7, fa valeur cherchée de /.
Cette remarque conduit & la proposition que je vais
écrire. | N |

2. TREOREME. S7, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numérique du rapport

,ﬂhﬂ.f 1

iy

naaemﬁ.m vers une limite fize k, la série (1) sera
convergente, toutes les fois que. waa aura k<1, et
divergente, toutes les fois que lon aura k>1.

Par exemple, si Ton considére la série
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W e iy &,
on trouvera
n_n....-n i 1 i I —_ i
u, ng m..lrm.m.lov

don 1 résulte que Ta série sera convergente.

Le premier des deux théorémes qu'on vient d'é-
tablir ne laisse d'incertitude sur la convergence ou
la divergence d'une série que dans fe cas particulier

o la quantité représentée par £ devient égale a
F'unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois
constater Ia convergence de la série proposée, soit
en sassurant que les valeurs numériques de ses
différens termes forment une série convergente, soit
en ayant égard au théoréme suivant.

3. THEOREME. .57 dans /s serie (1) la valeur n-
mérique du terme geéneral u, décroit constamment
et indefiniment, pour des valeurs croissantes de n,
st de plus les différens termes sont alternativemenr
Positifs et négatsfs, lu série serg convergente,

e Ovbmmmm.p,.on.m...wﬁ. exemple, fa série

; i « [ ¥ P ' 1
£ B —— A —r —_—— N - ot o S T
QU 1; T g &e.. =& i B

La somme des termes dont e rang surpasse n, s
‘on les suppose pris en nombre égal & m, serg -

i I H 1 1 1
al_.mn i g .Hu_imﬂo.: )

Or T2 valeur nn_mma.mcn de. cetfe somme, sayoir,
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1 R :

1 : T
- ———+&ec. ... ==
n—+4-1 n+2 n-+3 4 n-+m

I 1

1 1 1
L el ———] - &e.....
T a4 ma.Tu u.?Iv Aa.....% nid.v S

_ " _ u
!|||,+ Il!_ +m
1 a4z m 43 n+-4 :

I g |
P llw__mﬂm .lanﬁo.... s

étant évidemment comprise entre

1 OH. 1 I
B4 1 - n-2 *

décroitra indéfiniment pour des valeurs croissantes
de », quel que soit 2, ce qui suffit pour établir Ia
tonvergence de la série proposée. Les mémes rai-
sonnemens peuvent évidemment sappliquer a toutes.
les séries de ce genre. Je citerai , entre autres, [a
suivante , .

I 1 1 )
A%V R T 30 0 TR _hwmo:...q

laquelle, ‘en vertu du théoréme 3.°, restera conver-
“gente pour toutes les valeurs positives. de s.

St ‘dans la série (4) on supprime le signe — de-
vant chacun des termes de rang pair, on obtiendra
h série (3) du §. 2.% qui est divergente toutes les
fois que I'on suppose u=1 ou m<1. Par suite, pour
transformer une série convergente en série diver-
m@uﬁ,. ou réciproquement, il suffit quelquefois de
changer les signes de certains termes. Au reste ,
cette remarque est _cﬁmmumami applicable. uX séries
pour lesquelles la quantité désignée par k dans le

2.* théoréme se réduit & Tunité.
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- Etant donnée une série convergente. dont tous
les termes sont positifs, on ne peut quaugmenter
1a convergence en diminuant les valeurs numeriques

de ces mémes termes , et changeant les signes de

quelques-uns. 1l est bon d'observer quon produira

ce double effet, si 'on multiplie chaque terme par
un sinus ou par un cosinus ; et cette observation
suffit pour établir la-proposition suivante.

42 Hmmomwﬁ,m. Lorsque la série
(2) - Poii -Poi oy ..._po‘: mn.n....;
:xw_mémﬁman.\vqémm de termes positifs, est conver-
gente, chacune des suivantes %
: .%ooom.ou.‘_%;nam.m. ’ %nnam.m: . ..mannm..mau mﬁn. ‘eoy
Ou .\oﬂmmu.mi %..mm?m_ , .\o.mmu.mt — %a.mmu.maq. L

lest pareillement, quelles que sotent les valeurs
des arod B,y Bg 0 o V800

CoroLL4IrE. Si Ton suppose mm;mm&o.ﬁm.ﬁ
-y

B désignant un arc quelconque, les séries (5) de-
viendront respectivement

_ Por %.oom.m » Pacos, 20, :.‘_oaoa.m..am.u &e...;

I

Cés deux derniéres seront donc toujours cornver-
gentes en méme temps que la série {21 -
St Ton copsidére -a-la-fois deux séries dont cha-

~ p.sin. m“ P.sin. u...o, %amE nf " .m.ﬁo.....
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cune renferme des termes. positifs et des-termes. né-
gatifs, on démontrera facilement & leur égard les
théorémes. 5. et 6.° du second. paragraphe , ainsi
quion va le faire voir.

. 5.° THEOREME. Soient.

(7).

Muﬁa._..uh.u U,y .0 ou,, mﬁn-...u_
N.e.n..u .E_.u ﬁ._u‘. LA Q._n\a mﬂoou4-v

deux séries convergentes qui aient. respectivement

pour sommes sets ;

8) wve, v, urv,, .. uv,, &e...
sera une nowvelle série convergente, qui aura pour
somme s—+s', L -

DimonsTraTroN. SiTon fait

ST UA U+ U, .U,

Sum 0 v vy,

s, et s', convergeront. respectivement, pour. des va-
leurs croissantes de 2, vers les limites s et s'. Par .
suite, s,+s',, Cest-d-dire, la somme des » premiers
termes de la série (8) convergera vers la limite
s-+s'; ce quisuffit pour établir le théoréme énonce,
6.° THEOREME. Les mémes choses étant posees
que. dans-le .théoréme précédent, si chacune des
series (7) reste convergente, lorsqu’on réduit ses
differens iermes @ leurs vateurs numériques,

3 e e

GV U, V,,, v anuh..@.o.u. U, .,n___u.l.mnﬁu v .hl_lﬂhr v,

e Ul Ve U, Y, Y, , KC
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sera une nouvelle série convergente, qui aura pour

somme ss.. o
DEMONSTRATION. ‘Soient toujours s,, s, les

sommes des 7 premiers termes des deux séries (7),

et désignons en outre par ', 1a somme des z pre-

miers termes de la série (9). On trouvera

I i
$aS a8 = Uy vy (U VU, v, ) e

S U ey VY R S Sy 0 s P
De plus, le-théoréme 6. ayant été démontré dans le’
second paragraphe pour le cas ol les séries (7) ne
renferment que des termes positifs, il en résulte que
dans cette hypothése chacune des quantités s,s",,
§",; tonverge, pour des valeurs croissantes de n, Vers

la limite 55, et, par suite, fa différence s, ', —§"_,

ou, ce qui revient au méme, la somme
N&a.l.u ﬁ.al- -+ hmnﬁl— H\*‘nl..u.. o mh,«u.ln ﬁalu.g. o ... ..
N R UM VRS e UV, U, )

vers la limite zéro. _

_.Concevons maintenant que, les termes des séries
(7) étant les uns positifs et les autres négatifs , on dé-
signe respectivement par.

e ff Fope et
\ R.%___u_.\o..: -ﬁ..uu ...%qau mﬂo.h...u_

les valeurs numériques de ces différens termes. Sup-
posons de plus, conformément & T'énoncé du théo-
réme, que les séries (10), composées de ces mémes
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valeurs numériques , soient toutes deux conver-

gentes. En vertu de fa remarque qu'on vient de faire,
la somme.

. %hl-%,..ﬂ]n 4= ﬁLhu.u|n|‘hﬁ.lr ..l_...-.\q_al.huw.whl.—v e LN
Rl (T ST RN L PR

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers
la limite zéro : et, comme fa valeur numérique de
cette somme sera évidemment supérieure & celle de

la suivante

%y Vi (8, v, +- i Ui+ i
core (U VU, v UV, 0, ),

il ‘en résulte que cette derniére, ou, ce qui revient -
au meéme, la différence s, s',—s"_ convergera elle-
méme vers la limite zéro. Par suite, ss', qui est la
Imite du produit s,s',, sera encore celle de s . En
d'autres termes , fa série (9) sera convergente , et
aura pour somme fe produit s.s'.

~Scrorie. Le théoréme ‘précédent pourrait ne
plus subsister, si les séries (7); supposées convér-
gentes, cessaient de Pétre apres la réduction de cha-
que terme a sa 4&_9:. numérique. Oomomeo:m,. par
exemple, m_:m pour chacune des séries (7) on ?.mmbm
fa suivante _

A S i ' t
MHHU .Hu g g e g F T T I—Iulu.u Imﬂﬁ..-

La série {9) deviendra -
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Imﬁ v ._A +7ErE

Im\alTPi.T*\l..Tl:vq + &ec....

(12)

Cetfe derniere est m?ﬁ.wgﬁm..oﬁ son ‘terme géné-
ral, savoir,

:TA e .|T e
ﬁ?l:u Yin—2)3 T Y 2(n—1) ¥n

‘a une a.pmmcw.ussmam:m évidlemment supérieure a

s
4

EF

forsque n est pair, et &

n 21

==E

z

lorsque 7 est impair; c'est-d-dire, dans. tous les cas
possibles, une valeur numérique supérieure a l'unité.
Cependant la série (11) est convergente. Mais on
doit observer qu ‘elle cesse de I'étre, wowmn_c on réduit

ovmmzm terme 4 sa valeur HESQ.EEW puisqu mmm se
change alors en la série (6) du §. 2.

§. 4.° Des Series ordonnces suivant les Puissances
ascendantes et entiéres d'une variable.

Soit

(1) Wy By T g s B TP e
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‘une série -ordonnée suivant les puissances entreres
‘et ascendantes de fa variable =,

(2) Wy W W v W OB

désignant des .coefficiens .constans .positifs ou ammm.
tifs. Soit de plus 4 ce que-devient pour la série (2)
F quantité & du paragraphe précédent[voy. le §. 3,

i ﬁwmQ.mE& La méme quantité, calculée pour fa

série (1), sera équivalente & la valeur numérique du
produit

Az,

Par suite, la série (1) sera convergente, si cette
valeur numérique est inférieure 4 I'unité, c'est-a-dire,

" en-d’autres ‘termes, si la valeur numérique de la va-

riable  est inférieure 4 — . Au contraire,, la série (i)

sera divergente, sila valeur numérique de x surpasse
. A " ’ P 2 )

— On peut-donc énoncer fa prepozition suivante.

1. .Hmmommam Soit 4 la limite vers Nawzm&m

ngema%? %Sa. des valeurs croissantes de = , la ra-

cine n.™ des plus %33&% valeurs numeriques de

a,. La série (1) sera convergente pour toutes fes
valeurs de = comprises entre les limites

r=—— =+ —
rE L |Thu

et divergente pour toutes les valeurs de x situées
hors des mémes Limites.

rogzm _m valeur numérique du 3353 e T
._.
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converge-vers une limite fixe , cette fimite -est {en
vertu du 4.° théoreme, chapitre IT, §. 3 ] la-valeur

cherchée de 4. Cette remarque- conduit & une nou-
velie proposition que je vais écrire.

2.© THEOREME. S7, pour des valeurs croissantes
de n, la valeur numerique du rapport

ﬂ___ +1

a’
converge vers la Limite 4, la série (1) sera con-
vergente pour toutes les valeurs de z comprises
entre les Lmites

£ T
—_——

A 47

et &u.cm».%.maum pour toutes les valeurs de = situées
hors des mémes bmitas,

COROLLAIRE 1. Prenons pour exemple la série
(3) I, 22, 32°, 423, con (m+1)2", &e...

Comme on trouvera dans cette wﬁuoﬂm‘wmo_

Bpyy _ N2 . ¥
a, T =i e gy -7
et par suite,
A s g

on en conclura que la série (3) est convergente pour

toutes les valeurs de 2 renfermées entre.les limites
T=—1, =41 '

et divergente pour les valeurs de z situdes hors de

ces limites, _ _
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COROEEAIRE 2. Prenons pour-second exemple.
Ia-série
(%) =, Z, 1w| C e Nl
dans laquelle e terme constant est censé réduit &
zéro. On trouvera dans cette hypotheése

Ty, n j T

—_— — ¥

a, n-4-1 uil.t._nl.
et par-suite 4 = 1. La série (4) sera_donc encoype
convergente ou divergente, suivant que la valeur
numérique de z sera inférieure ou supérieure & Tu-

nité.

CororLaIrE 3. Si pour la série (1) on prend
la suivante.,

J MEom. KR

157 S |

\F?Fle Qbﬁlﬂuu.:ﬁ‘tl.alT _v 2", mmn...:
_ 6 J. T c TR

# désignant une quantité quelconque, on trouvera

1 g

0oy . p=n : o

a, i 1 rT|_!r r
n
et par suite,

I

: Hons ]

A = ltm. — H = — =L

1

I — I ~—

n oo

On en eonclura que la série (5) est, comme les s¢-
ries (3) et (4), convergente ou divergente, suivant
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que Yon attrihue 4 Ja variable z.une valeur :numé-
rique inférieure ou supérieure a ['unité. _

- CororLL4rrE 4.° Considérons encore la série -
2 N

A&V 5 Eay “_. 2 4 "y es - ’ m.hﬂ....o

1 1.2 1.2.3 - BELET TR YT

Comme on aura dans ce cas

By ey -1

"8y | =1 !
‘et par suite,

d=Z=o,

on en conclura que la série est convergente -entre
les dimites
r=—i=—o00, Tr=-+1i=4 oo,
c'est-a-dire, pour toutes les valeurs réelles possibles
.de la variable . :
 Cororr4irg y.*. Considérons enfin la série

7). s150.2 158 12345 . I.2.3...8.2% &cia

En lui appliquant le théoréme 2.°, on truvera

ﬁﬁaqu

Ty

=n+1, A= o0

et Ton aura par suite,

=

h :
On en conclura que fa série (7) est toujours diver-
gente, excepté lorsqu'on suppose x =o, auquel cas,
elle se réduit 2 son premier terme 1.,
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En'exitminant fes résultats qu'on vient d'obtenir;
on reconnait immédiatement que, parmi‘les séries
ordonriées suivant les puissances ascendantes et.en-
tiéres de .la variable z, les unes sont tantét .con-
..<mmmm§mm , tantét divergentes, selon la valeur attri-
buée i cette variable, tandis que d'autres restent

_toujours convergentes, quel que soit z ,- et d'autres

toujours divergentes, excepté pour z=o. On. peut

-ajouter que le théoréme 1. ne Jaisse d'incertitude

sur la convergence d'une semblable série que dans
{e ‘cas ou fa valeur ‘numérique de z devient égale

@ la_constante positive:représentée par ——, cest--
-dire, lorsqu'on suppose

T
-
r=k—.

Dans ce cas particulier, la série est tantét conver-
gente, tantét divergente, et la convergence dépend
quelquefois du signe de fa variable z. Par exemple,
si dans la série (4), pour laquelle 4 = 1, on fait
successivement

==Y, T=e-—i,

on obtiendra les deux suivantes
(8) - P S W, s iy, B
w .

dont Ia premiére est divergente [voyez dans le §. 2
le corollaire du 3." théoréme], et-1a seconde eonver-

mwu — I, |T.m_J —~= |Trr_ _:.H.W. &ty
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gente, ainsi que cela résulte du 3. théorérie [ §. 3}
I est encore essentiel de remarquer que par suite
du premier théoréme , lorsqu'une série ordonnée
suivant les puissances ascendantes et entiéres d'une
variable z sera convergente pour une valeur nu-
niérique de z différente de zéro , elle restera con-
vergente, si 'on vient 4 diminuer cette valeur numé-
rique, ou méme 2 la faire décroitre indéfiniment.
Lorsque deux séries ordonnées suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable = sont
convergentes pour une méme valeur de Ja variable,
on peut leur appliquer les théorémes 5 et 6 du §.-3.
Cette remarque suffit pour établir les deux propo-
sitions que je vais énoncer.
. 8 THEOREME., Supposons que les deux séries
e, azx, ax, ... G, ey

by by, b 2", ... b " &

(r0)

etant a-la-fois convergentes, lorsqu’on attiibue-i

la variable = une certaine valeur » aient alors pour-

sommes respectives's et.s' ;

(11) a~+b, (a,+b,)z, ﬁw.u__...muv...n.w:.raau_uwa.v.&ﬁ &e..

sera, dans le méme cas, une nouvelle série conver~

. g . Loon Ty
genle, qui aura pour somme s—+s.

Cororr41rg. On étendra facilement ce théo-

réme 4 tant de séries que Pon voudra. Par exemple,

st les trois séries
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Wy B, Ay &

b, , _m__.nJ i B

3

Gy i, o2, &e.

ey

sont convergentes pour une méme valeur attribuée
4 lavariable 2, et que Ton désigne pare, e; &F
leurs sommes respectives ,

a+b+c,, nau+mk+n.vh~ (@, 4+b,+c )z, &e...

sera une nouveile série convergente, qui aura pour
somme - §+ §' ", ;

4. THEOREME. Les mémes choses étant posées
que dans le théoréme précédent, si de plus chacune
des séries (10) reste convergente, lorsqu’on réduit

ses differens termes & lewrs valeurs numeriques ,
M a,b,, Anomluﬁwnv.ﬁ» naomﬁTPPuTanmovﬁ.,
~ v (@b +ab +eta, ,b,+ab)2”, &e...

(12)

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour
somme ss'. .

COROLLAIRE 1. Le théoréme vnmnmmozn se
trouve compris dans la formule

,ﬁ V (@o+a,x4a, z°+4 &e., D(be+b,x45 20 &e. )
I e

3 ﬁno.w:..Tnnab.|Tnuaov.ﬂrTnnamurTn“m.lTnumchul..wn...
qui subsiste dans le cas ou chacune des séries (10)
reste convergente lors méme qu'en réduit ses diffe-
rens termes 4 leurs valeurs numériques, et qui Sert
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a développer dans cette- hypothése le produit des
sommes des deux séries en une nouvelle série de
méme forme:

CoroLL4rrE 2.° En répétant plusieurs fois %_w
suite-I'opération indiquée par I'équation (13),-.

pourrait multiplier entre elles les sommes de a.o_m.
ou dun plus grand nombre de séries semblables.

aux séries (10), et dont chacune resterait conver-
gente apres la réduction de ses différens. termes a
leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait
la somme d'une nouvelle série convergente ordon-
née suivant les puissances ascendantes et entiéres de
la variable z.

CoroLLAIRE 3.° St dans les deux corollaires pré-
cédens on suppose que toutes les séries ‘dont on
raultiplie les sommes deviennent égales, on obtien-
dra pour produit une puissance entiére de la somme
de chacune delles ; et cette puissance se trouvera
encore représentée par la somme dune série du
méme genre. Par exemple, si dans I'é @zmson (13)
on fait a,=b,, a,=0,, a,=0,, &c..., on en tirera

(14) (@, +a,z+a,z* + &cin...)
=a’+24,a,z+(2a,a,+a%)z" + &ec....
CoRrRoLLAIRE 4. ST m.ou prend. pour termes. gé-
néraux des séries (1 OU

\Fn.aoll.rqu Amh:]u..u...‘.ﬁ*hl..ﬂl_rnu
Va2 3. ..m
et . g —r) :«.‘.|pu.....:~.r|.¢3+.-.u
. Ta3e3veatath o

&2,

T
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., p' désignant deux quantités quelconques; etla.
variable z étant renfermée entre les.limites z—=—1, .
Z=-+1, chacune des séries:{10) restera conver-

gente méme Emmmc,om réduira ses différens termes

& leurs valeurs numériques, et le terme général de
Ia série T 2) ‘deviendra

T T R n o 1.2.3...(—T1) e

_HET;:.?LTV u(p). (pmntn)

B E(K=a).(Eemt) R ?F_u...?‘lafuu_&a

1 LiZe3...(2—1) 1.2.3.

= (ptp ) (i =) AT{i“u 10 b i) O

1.2.3. O R

Cela @cmm si Ton appelle @ («) la somme .de la

e emiére des séries (10) dans Thypothése que wow

4_9# de faire , nmmn.m.&no si I'on pose

(1) QQ\. !H+.WH+IE

z*+&e... ,

fes sommes des séries (10) et (12) seront respecti-
vement désignées’, dans la méme hypothése, par

(), @(m') et ¢(m—+pu'); en sorte que I'é-
quation (13) deviendra

(16  @(w).9(w) = P(uru).

"Lorsque dans wa@ﬁ&g (13) on uoammmnm la
somme de Ia série

B Do, WA s

par un - polynome composé d'un-nombre fini de
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‘termes, on obtient une formule qui ne cesse jamais
d'étre exacte, tant que la série

B 8%, 68 8

demeure convergente. Ceest ce que nous allons
prouver directement, en établissant le théoréme.
qui suit. _

5. THEOREME. 57, la série (1) étant conver-
gente, on multiplie la somme de cette serie par le
polynome

(17) ka"+lz" 4 &e... -+pT-q,
dans lequel m désigne un nombre entier, on 0b-
tiendra pour produit la somme d’une nouvelle série
convergente de méme fornie, dont le terme general
sera

(ga,+pa,_,+...la,_ . +F Gt

pourvu que lon considére comme nulles dans les
premiers termes celles des quantités
awzlu ] Qa.lu M, .. &ala.__‘...u b .Qalﬂ_ b
ui se trouveront affectées d'indices néoatifs : en
-4 4 5
d’autres termes, on aura ;
@HE:TFE!lT:.I_..%&lTE x (Go4-a, 2 4a,2%+ &e... )

=90c+(98,4P 80) 2+ oo (@ptp Ao -0,k a) 5™

hH wu +&ec.....

+ (g8, 4P o, bl ka, . )z"+&e,...
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bmkoémqmmﬁaz. Pour B&mw:ww la somme
de [a série (r) parle polynome (17), il suffira de
la multiplier successivement parles différens termes
de ce polynome. On aura donc

(k2™ 1™ - - pz +¢) (o824 a,2* + &.. )
=g(ac+a,zr+a,z* +&e..) +px(a+a,x+ a,z* 4 &e., )
=+ &e....

12" (@ot-0,24 8,8 +...) + k2™ (@t 0,5+ 0,20+ &e.; )

'Comme on a de plus, pour des valeurs entieres

quelconques de 7,
g(ac+a,a~+a, 2" .., .. il (IO el
= fG+ga,x4ga, x4 ,..., S SR
on'en conclura, en faisant croftre 2 indéfmiment E
et passant aux limites,
9(8e+a,z4a,2° .. ...) = ga, + ga,x74-ga, z*&e.. . ..
On trouvera de méme
px(aota,2+a,z .. . ) =pa.r-pa,z’+pa, 2 p&e.,, ,
(.
Ve el ﬁhnl_.nnn.uu_ubu,n...w.mnn.. == .,ne......_.al“-Twn,.nau_raauka_t._.mﬁ:. .
kx”(agta,r4a,x*-&e., ., S == hnohah+.mb_Hai._.ma»u..a...f.mﬁn:.
St 'on ajoute ces derniéres €quations, et qu'en for-
mant la somme des seconds membres on réunisse les
coefficiens des puissances semblables de la variable
Z,.on obtiendra précisément la formule (2 8).
Concevons maintenant que dans fa série (1) on
fasse varier a valeur de x par degrés insensibles.
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Tant que la série restera convergente, ommﬁ.?m:m,
tant que fa valeur de z demeurera comprise entre

les limites

1
=l % g
la somme de la série sera [ en vertu du 1. théo-
réme, §. 1] une fonction continue de la variable .
Soit @ () cette fonction continue. L'équation

@ () = a,+ax+a,x" +&c.....

subsistera pour toutes les valeurs de z renfermées

Toye . I o .
entre les limites ——-, —+—-; ce que nous indi-

querons, en écrivant ces limites a cété de 1a série,
comme on’ le voit ici
(19) OQz)=a+axr+azx*+&e...{ g
T=4—
Lorsque la série est supposée oo:::m on peut
quelquefois en déduire la valeur de la Wouoaon P(x)

sous forme finie; et cest-la ce qu'on appelle sommer

la série. Mais le plus souvent la fonction ¢ (z) est
donnée, et Ton se propose de revenir de cette fonc-
tion 4 la série, ou, en d’autres termes, de developper
la fonction en série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes et entiéres de la variable
z. Il est facile d'établir 4 ce sujet la proposition que
je vais énoncer.

6.« THEOREME. Unre fonction continue &m la va-
riable = ne peut étre developpée que d'une seule
maniére en série convergente ordonnée sutvant les
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puissances ascendantes et entiéres de cette va-
riable. o

DEmonsTraTion. En effet, mﬁuwomonm qu'on
ait développé par deux méthodes différentes F fonc-
tion @ (z); et soient

4, a2y a.x .., a2, &...
Do B B, maaas -

les deux développemens, cest-a-dire, deux séries
dont chacune, étant oomqmnmmﬁm pour des valeurs
de z différentes de zéro, ait pour somme, tant
quelle demeure convergente, Ia fonction @ ﬁ.ﬁv Ces
deux séries étant oosmﬂﬁdgmza oo:annmmznmm HucE.
de trés- wmaﬁmm valeurs HEBo:mcom de z, on aura,
pour de semblables valeurs,

a+a,.z+ax +&c... = b+b,z+b ' +&c...

Comme, en faisant évanouir z, on tire de é-
quation précédente

aﬂ- ” mo
H en résulte qu'on peut la réduire généralement &
az+a 2 +&c.=b r+bz"+&e..,

ou, ce qui revient au méme, a.

z(a+az+&e...)=2(b+b2+&:..).:

Si Ton multiplie par — les deux membres de cette
derniére équation, on obtiendra la suivante

a, +a z+&e... ”.m. -+ mr x+&ec: .. ’
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qui mwﬁ..p encore subsister pour de trés-petites "va-

leurs numériques de la variable , et de laquelle on
conclura, en posant z = o,
a = @“. .

En continuant de méme, on ferait voir que les cons-
tantes @, , a,, a,, &c... sont respectivement égales
aux constentes b,, b,, b,, &c...; d'o il suit que
les deux développemens de Ia fonction @ () sont
identiques. |

Le calcul différentiel fournit des méthodes trés-
expéditives pour développer les fonctions en séries.
Nous exposerons plus tard ces méthodes ; et nous

nous bornerons pour I'instant 4 faire connaitre, avec

le développement de Ia moz.omoa.f ~+z)*, dans

laquelle x désigne une quantité quelconque, deux.

autres développemens que Pon raméne facilement
au premier, savoir, ceux des fonctions

A" et L(1+z),

A désignant une constante positive,, et L la carac-
téristique des logarithmes dans un systéme choisi 4

volonté. En conséquence , nous allons résoudre 'un

aprés l'autre les trois problémes qui suivent.
1. PROBLEME. Developper, lorsque cela se
peut, la fonction

(2=}

en série convergente ordomnée suivant les puis-
sances -ascendantes et entiéres de la variable 2.
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~Sorurron. Si dabord on suppese u=m, m

désignant un nombre entier quélconque, on aura,
par la formule de Newton ,

(1 + =14 B i}
1 1

—= e &t

La série dont la somme constitue Ie second membre
de cette mQ.B&m est ﬂoﬁ._oca composée d'un nombre
fini de termes : mais, si l'on y remplace {e nombre
entier 7 par une quantité quelconque u«, Ia nouvelle
série que Pon obtiendra, savoir ;

(5) iy .m«;.a; \aow..pw_o z*, &e.....
se trouvera composée en général. d'un nombre indé.
fmi de termes, et sera oozﬁmm.mou”m_mm&mﬁmﬁ pour
des valeurs numériques de z inférieures a T'unité.
Soit, dans cette hypothése, P(#) la somme de la
nouvelle série; en sorte qu'on ait

e M Bls—1) o o r=—1
TMV QA\STHITJ!H..T fad +&e... TH...L.W.
En vertu du 1. théoréme [§ 1.7, @(u) sera
fonction continue de fa variable & entre des limites
quelconques de cette variable, et on aura [voyez le

3. théoréme, corolfaire 4 ]

(16) k)P (') = @1+ p').
Cette monum_@.,w équation , étant entiérement sem-
blable a 'équation (2) du chapitre V [§: 2.7, e
résoudra de la méme maniére ; et I'on en conclura
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P () =[(1) ) = (1+2)".

La valeur de @(u) étant ainsi déterminée, si on Ia
substitue dans Ia formule (15), on trouvera, pour
toutes les valeurs de comprises entre les limites
T=—1, T=-+1,

M p—1 - ==

(20) A.H+h%HH+m_h_&+. mﬂ u.»..,a_.,wn.:rnfw.

Lorsque fa valeur numérique de z devient su-
périeure & l'unité, Ia’ série (5), n'étant plus conver-
gente, cesse d'avoir une somme; en sorte que P'é-
quatiorr (20) ne subsiste plus. Dans fa méme hypo-
thése, il devient impossible, ains quon le prouvera
plus tard a'Taide du calcul infinitésimal, de déve-
lopper la fonction (1 -+ )* en série convergente

ordonnée suivant fes puissances ascendantes et'en-

tieres de la variable .

COROLLAIRE 1. Si dans équation 20) on rem-. .
, qurat _

place pt par —, et z par a.z, désignant une quan-

tité infrniment petite, on aura pour toutes les valeurs

de a.z renfermées entre les limites — g , +1,o0u,

¢ qui revient au méme, pour toutes les valeurs de

» . - 1 1
2 renfermées entre les limites — = =,
X z z* x3
(t+ax) n"TTI_.iT : Tlau.ﬂ..mlwl (1—2) (1—2 ) 4-&e. ..
«2 -

LR
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Cetté derniére équation devant ._mzmmmmﬁmﬂ...n_:oﬂso
petite que ‘soit la valeur numérique de «, si I'on
mmwmm:w ‘a Tordinaire, par labréviation Zm. placée
devant une expression qui renferme la variable a, la
limite vers laquelle converge cette expression, tandis .
que la valeur m:Em_..E:w_ de « décroit indéfiniment,
on trouvera, en passant aux limites,

N“.S.T.,Ta&vaTT N..T,.HsnTnl..uwl.T &e...
ﬁva . _ 1 1.2 1.2.3
: M =—o00|
'l..’l.ll-..l- H"+8_\l

T

M reste a chercher Ia limite de (1+az)a. Or, en
premier lieu, on tirera de la formule précédente

. I : & G
Nnum.?.Tn\v.HH.T.qI% — e &,
- [ 1.3 _.how

ou, en d'autres termes,
mNNv - bm (1 + n.uw” %

e désignant la base des logarithmes népériens [voy.
le §..1.7, équation (6)]. On en conclura immédia-
tement

1

lim. (1 +az)* =e,
et par suite
lim. ?.Tn:&u” lim. TTTRHU.NQ e g,

St maintenant on remet Ia valeur de Lim. Q+8‘.® &
dans Téquation (21), on obtiendra fa suivante
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( o L PR I
va - |T.ﬂa 1.2 1.2.3 w5 Tﬁ.._...oou.

On pourrait arriver directement a I'équation (2 3
en observant que la série
_ =

i z E ]
ﬁmv I, G ) .ﬂ.ul.w.J &Chuniss

est convergente pour toutes les valeurs possibles de
la variable x, et cherchant la fonction de 2 qui
représente fa somme de cette méme série. En effet,
soit P (z) la somme de la série (6) quia pour
terme général
.-ﬂa

Lo

]

1 -..wow swall
@ () sera la somme de Ia série qui a pour terme
général

¥
1.2.3...0

¥

et [en vertu du 6.° théoréme, §. 3] le produit de ces
deux sommes sera la somme d’une nouvelle séric
qui aura pour terme général

n fi—1 LEd

z x y x y
. -+ =, -
T 1e2.3ee(n—1)" 1y 11.2,3...(n—1)
PRV (BRI (L .
Liaadiian 1.2.3...n

Ce produit sera donc mm& & @(2-+y); et par suite,
si P'on fait

.Hv

@AHVHH..TM,.T :

2 1.2.3

Ia fonction ¢ (z) vérifiera Féquation
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?(2).9(y) = P(z+y).
En résolvant cette équation , on en tirera
nvﬁ&u”ﬁ@?v“_u = A.TT.._NuTHW.T . |Tmno:..v 3

V3.3
cest-a~dire ,

< n.n..v = &%

COROLLAIRE 2.° Si, aprés avoilr retranché
I'unité de chaque membre de I'équation (20), on
divise les deux membres par 1, I'équation que f'on
obtiendra pourra s'écrire ainsi quil suit,
o._.,Myl_”.a.lM ?IE.T:MWA_IETIWEI%P:

_ *nnl .
RS e §

et, si dans cette derniére on fait converger i vers
fa limite zéro, on trouvera, en passant aux limites,

(24) T it O = Z e K.
~ 2 3

De plus, comme,.en désignant par / a caractéris-
tique des logarithmes népériens pris dans Je sys-
téme dont la base est ¢, on a évidemment

i)
I == 3

(1) ' 0y M) | 2 DO

I+ : i
: 1.3

on en conclura

S = ) £ L1 2) P

2
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et par suite

(25) lim. S = (1 + ).

Cela posé, la formule (24) deviendra

F=—1
(26) %+&1all+lt§... r.n L.
‘équation précédente m:wwmmﬁ tant que fa valeur
numérique de x reste inférieure & Punité; et, dans
ce cas, la série .

z* ¥ z"
crh 8 e L L
(27) By iy ey i, &e.....

est convergente, aussi bien que la série (4), qui én

différe seulement par les signes des termes de rang
impair. Les mémes séries devenant divergentes., dés
m.s.o: suppose la valeur numérique de x supérieure

a Tunité, Péquation (26) cesse d'avoir lieu dans
cette hypothese.

Dans le cas wuﬁ.:ozrmn on w.on wqmnm r=1,la
série (27) se réduit a la série ( wu du troisieme pa-
Hm«mw?m laquelle est convergente, comme on f'a

fait voir. L/équation (26) doit donc afors subsister;

en sorte mz on a

28 Hay=mtaas Lol aulie
SiT'on prenait au contraire x=—1, la série (27}
deviendrait divergente, et n'aurait plus de somine.
“On mmﬁ remarquer encore que, Si; aprés avoir
écrit —z au leu de x dans {a formule (26), on
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change ia-fois les signes des deux membres, on
obtiendra la suivante

(29) .N.__I_au .a.quuT ...Tﬁ.o.:w ...!,M.

r=-1
2.° ProBLEME. Développer Na fonction
: A
dans laquelle 4 designe un nombre w:&naamgm ,en

serie convergente ordonnée suivant les %E.&a:n@
ascendantes et enticres de la variable .

SoroTron. Désignons ﬁo:moﬁ.m par la caracté-
ristique / les logarithmes népériens pris dans le sys-
téme dont la base est e. On aura, d'aprés la mmm-
Econ méme des logarithmes,

A= m?&
et on en conclura
(30) A = ¢"l D
Par suite, en ayant égard a T'équation Amwu, on
trouvera _
2 2 3 3
" L— zlA o z* (LAY w x3(14) + &c...

(31){ B SR

)

T=400
Cette derniére mE.E.&m subsiste pour toutes Hmm va-
Hmﬁ.m wmm:mm womm&mom de Ja <E.E.Em Z.

3. PrOBLEME. La caractéristique L &m&%ﬁ&h% :

les logarithmes pris dans le s ystéme dont la. base
est 4, developper, larsque cela se peut, la fonction
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L(1+x)
en série convergente ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes et entiéres de la variable =.
SoLvrion. Désignons toujours par / la caracté-
ristique des logarithmes népériens. On aura, en _
vertu des propriétés connues des womﬁ.wrﬁmm :

i L;El.i_.l:_,_iau.
L(t+z)= L4y — i@ >

et par suite, en ayant égard a T'équation’(26), on
trouvera , pour toutes les valeurs de z comprises
entre les limites —1, 1,

1 x

Gpv .m..?._.&.vﬂm@wu z ML.Mw.lmﬂn...H_.._M.n.,_u._IH_T

3 ,.ﬂl.[i..T~

Cette derniére formule subsiste dans le cas méme
ol Fon prend = 1. Mais elle cesse d’avoir lieu,.
lorsqu'on suppose £=-—1, ou z'> 1.




