EPREUVE COMMUNE DE TIPE - Partie D

TITRE :

‘ CROISEMENT DE COURBES POLYNOMIALES

Temps de préparation @ .......ccovviiiiiiiiiiiieeen 2 h 15 minutes
Temps de présentation devant les examinateurs : ....... 10 minutes
Entretien avec les examinateurs : ...........ccocevviviinnen. 10 minutes

GUIDE POUR LES CANDIDAT(E)S :

Le dossier ci-joint comporte au total : 17 pages (dont celle-ci).

Un premier document (« Quand quatre courbes se rencontrent ») de quatre
pages et un approfondissement de douze pages (« Quand beaucoup de
courbes se rencontrent »).

Ces deux documents sont issus du site « Images des mathématiques » et ont
été écrits par Etienne Ghys.

TRAVAIL SUGGERE :

Effectuer une synthese des deux documents en s'attachant a dépasser le cadre
du premier document.

Le premier document devra étre exposé dans son ensemble, clairement, mais
rapidement, afin de pouvoir exposer un cadre plus général.

Dans le second document, apres un bréeve synthése, il sera apprécié que des
détails soient donnés relativement a certains des éléments soulevés,
démontrés, suggérés ou laissés en exercice dans le texte.

CONSEILS GENERAUX POUR LA PREPARATION DE L'EPREUVE :

* Lisez le dossier en entier dans un temps raisonnable.

* Réservez du temps pour préparer |I'exposé.

* Préparez une introduction et une conclusion.

* Ne passez pas trop de temps sur une démonstration durant I'exposé.
* Ne surchargez pas vos transparents de mathématiques : restez lisible.
* Aérez et soignez vos transparents.

- En fin de préparation, rassemblez et ordonnez soigneusement TOUS les
documents (transparents, etc.) dont vous comptez vous servir pendant I'oral,
ainsi que le dossier, les transparents et les brouillons utilisés pendant la
préparation. En entrant dans la salle d'oral, vous devez étre préts a débuter
votre exposé.

Le jour de I'oral, les consignes suivantes seront également présentes :

- Vous pouvez écrire sur le présent dossier, le surligner, le découper ... mais
tout sera a remettre aux examinateurs en fin d’oral.

- A la fin de I'oral, vous devez remettre aux examinateurs le présent dossier, les
transparents et les brouillons utilisés pour cette partie de I'oral, ainsi que TOUS
les transparents et autres documents présentés pendant votre prestation.




Quand quatre courbes se rencontrent

Une observation de Maxim Kontsevich

[ ]

Le 23 juillet 2009, par Etienne Ghys
Directeur de recherche CNRS, Ecole Normale Supérieure de Lyon (page web)

Avant-hier, Maxim Kontsevich m’a montré un joli résultat nouveau : une de ces
petites choses élémentaires qui font le régal des mathématiciens.

OUS allons observer les graphes de plusieurs fonctions, et leurs positions mutuelles. Pour ne pas faire des
choses compliquées, nous allons nous limiter a des fonctions polynomiales [1]. Rappelons qu’une fonction f
d’une variable réelle & est un polynéme si elle s’écrit sous la forme :

2 3
f(z) =ayg+ a1z + ayz® + agz® + ... + az”
ou les coefficients agy, @, . . . , @y sont des nombres réels.

Dans un premier temps, nous allons observer le graphe d’un tel polynéme prés d’un point ou il rencontre 1’axe des
abscisses, que nous supposerons pour simplifier étre 1’origine (0, 0). Nous supposons donc que f(()) = 0 ou, ce qui
revient au méme, que ag = 0. Voici quelques exemples de tels graphes (en bleu le graphe et en rouge ’axe des

abscisses) :
4 2 4
T T a/ T T &

x3+:lé zt + 2°

L
— ——/

Le comportement du graphe au voisinage de ’origine est décrit par le premier terme non nul dans I’écriture de f. 11
sera utile d’introduire une définition. Si ag, a1, aq,...,a;_; sont tous nuls et a; est non nul, nous dirons que la

valuation de f a Iorigine est égale a k. Par exemple, la valuation de z3 — 7 + z° est 3 alors que celle de

z? — 23 — Tx1%est 2. Alors, on a la régle suivante :

e Si la valuation est paire, le graphe de f reste d’un méme c6té de 1’axe des abscisses au voisinage de I’origine.
Bien sir, le graphe est au dessus ou en dessous de 1’axe suivant le signe du premier coefficient non nul.

e Si la valuation est impaire, le graphe de f traverse ’axe des abscisses. Il peut passer du dessous vers le dessus
ou le contraire, suivant le signe du premier terme non nul.

La vérification de ce fait bien connu et ¢lémentaire est laissée en exercice mais elle est fondée sur le fait que si @ est
petit, les termes additionnels @y, , P+ a,x" sont négligeables par rapport au terme dominant aka:k qui
dicte donc son signe...

Supposons maintenant que 1’on dessine le graphe de deux polyndmes f; et f, et que I’on observe ce qui se passe au
voisinage d’un point d’intersection, qu’on peut supposer par exemple étre I’origine. Facile ! Pour comparer fl et f2, il

]



suffit bien siir de considérer la différence f = f; — f5 et on obtient donc la conclusion suivante :

e Sila valuation de f; — [ est paire, les deux graphes se touchent mais ne se traversent pas a 1’origine.

e Sila valuation de f; — f est impaire, les deux graphes se traversent & I’origine.

Voici quelques exemples :

2

2 4
T T~ 1+

5132—|—5133

Passons a 1’étude de trois graphes de trois polynomes , passant tous les trois par 1’origine. On peut étudier
grap poly 1) J25 J3: P p gt p

de la méme maniére les positions respectives des graphes en calculant les valuations des différences

fi — fa, fo — f3, f3 — fietles signes des premiers coefficients non nuls.

Voici six exemples simples :
2, fole) =0, fi(z)=—2’
2, fy(z) = —2°, fi(z)=0
0, fi(z)=2% f[fi(z)=—a

fi(z)
fi(z)
fi(z)

fl(x) = —Z, f2($) = $27 f3($) = —z?
filz) =—=z, failz)=0, fs(z)==2
fl(w) = CC2, fz(a?) = —CC2, f3($) =Z

et voici les graphes :




Pourquoi ces six exemples ? Observons les trois courbes légérement a gauche de 1’origine, c’est-a-dire pour &
légerement négatif et rangeons-les par ordonnée décroissante. Les choix ont été faits pour que la courbe la plus haute
soit celle de f;, suivie de celle de f, et enfin celle de f3. Mais observons maintenant la situation un peu a droite de
I’origine. L’ordre des courbes a été permuté : on est passé de I’ordre (1, 2, 3) a un autre ordre, respectivement :

(1,2,3),(1,3,2),(3,2,1)
(2,3,1),(2,1,3),(3,1,2).
On voit donc que toutes les six permutations sont possibles lorsque trois courbes se croisent.
L’observation de Maxim Kontsevich est qu’a partir de quatre courbes, ce n’est plus vrai...

Lorsque quatre graphes de quatre polyndmes se croisent, ils ne peuvent pas le faire de n’importe quelle manicre : la
permutation de (1, 2, 3,4) qui apparait n’est pas quelconque.

Soyons plus précis : la permutation (1,2, 3,4) — (2,4, 1, 3)n’est pas possible.

Théoréme : 1/ est impossible de trouver quatre polynomes fy, fa, fa, futels que :
e [ls sont tous les quatre nuls en 0,
e fi (iI}) > f (513) > fs (:13) > fu (:B)pour & négatif suffisamment petit,
° fo (:C) > f4(a:) > fi (:L‘) > fa (a:)pour & positif suffisamment petit.
Démontrons ce théoréme par 1’absurde, en supposant qu’il existe quatre tels polynomes. La figure serait quelque

chose comme ceci, mais notez que j’ai dessiné des courbes qui ont des coins puisque précisément le théoréme consiste
a dire qu’il n’est pas possible de dessiner ceci avec des courbes polynomiales...

2

Observons les différences avec f; :
o fo — f1 est négatif pour  négatif petit, et positif pour & positif petit. Il change donc de signe et sa valuation
est donc un nombre impair, que nous noterons 2.

o f3 — f1 est négatif pour & négatif petit, et négatif pour x positif petit. Il ne change donc pas de signe et sa
valuation est donc un nombre pair, que nous noterons p.

e f4 — fi est négatif pour & négatif petit, et positif pour  positif petit. Il change donc de signe et sa valuation
est donc un nombre impair, que nous noterons 7’ .

Maintenant, comparons les f5, f5, f, entre eux, et notons les conclusions :



o f3 — f5 est négatif pour  négatif petit, et négatif pour x positif petit si bien que sa valuation est paire. Mais

bien stir, f3 — fo = (f3 — fl) — (f2 — fl) Nous savons que f3 — f; a une valuation paire p et que
fo — fi a une valuation impaire 3. Leur différence ne peut donc étre de valuation paire que sig > p.

o fi4 — f3 est négatif pour  négatif petit, et positif pour & positif petit, si bien que sa valuation est impaire. Mais

bien sir, fy — f3 = ( fi— fl) — ( fs—Fh ) Nous savons que fy — f; a une valuation impaire 7’ et que
f3 — f1 aune valuation paire p. Leur différence ne peut donc étre de valuation impaire que sip > 7.

e f4 — fo est négatif pour & négatif petit, et négatif pour & positif petit si bien que sa valuation est paire. Mais
bien str, f; — f5 = ( fi— fl) — ( fo—fi ) Nous savons que fy — f; a une valuation impaire 7’ et que
fo — f1 aune valuation impaire 1. Leur différence ne peut donc étre de valuation paire que si 2 = 4’ pour que
les termes dominants s’annulent.

Mais les inégalités p > 4’ et 4 > p sont bien siir incompatibles avec 1’égalité 7 = 4’. Nous avons une contradiction
et I’hypothése de I’existence de ces quatre polyndmes était absurde : le théoréme est démontré !

Ilya24=4x3x2x 1 permutations possibles des quatre symboles (1,2, 3,4) et nous venons de voir que
(1,2,3,4) — (2,4, 1, 3)n’apparait pas lorsque quatre courbes polynomiales se croisent. Le lecteur n’aura aucune

difficulté a trouver une autre permutation analogue qui n’apparait pas. Mais pourra-t-il montrer que les 22 autres
permutations sont effectivement possibles ?

Lorsque j’ai expliqué ce petit théoréme hier matin a mon ancien étudiant Victor Kleptsyn, il n’a pas tardé a réagir
comme tout mathématicien : que se passe-t-il avec 5 courbes ? avec 1 courbes ? Moins d’une demi-heure plus tard, il
revenait me voir avec un joli argument pour démontrer que lorsque 7 devient trés grand, parmi les
n X (n—1)x (n—2)... X2 X 1permutations de 1 objets, il n’y en a qu’une toute petite proportion qui
apparaissent lorsque 7 polyndmes se croisent.

Le lecteur pourra-t-il le montrer lui-méme ? Pourra-t-il caractériser les « bonnes » permutations, les compter ? S’il ne
le peut pas, il devra attendre la suite de cet article, mais elle sera sur une piste noire !

Notes

[1] Le lecteur plus savant notera tout de suite que ce qui suit s’adapte sans problemes aux fonctions analytiques, mais que
rien de tel ne serait vrai pour les fonctions infiniment différentiables.

Pour citer cet article : Etienne Ghys, Quand quatre courbes se rencontrent . [mages des Mathématiques, CNRS, 2009.
En ligne, URL : http://images.math.cnrs. fr/Quand-quatre-courbes-se.html




Quand beaucoup de courbes se
rencontrent

Le 29 juillet 2009, par Etienne Ghys
Directeur de recherche CNRS, Ecole Normale Supérieure de Lyon (page web)

PISTE NOIRE ! Dans D’article précédent, nous avons étudié comment les graphes de quatre
courbes polynomiales peuvent se croiser. Nous allons maintenant analyser la situation lorsqu’un
nombre quelconque de graphes de polynomes se rencontrent.

Des résultats en vrac

OUS allons donc observer les graphes de m polyndmes qui se croisent a 1’origine. Commengons par
baptiser les permutations qui vont nous intéresser.

Définition : Soit 1 un entier supérieur ou égal a 2 et T : {1, 2,..., n} — {1, 2,..., n} une permutation
des m premiers entiers. Nous dirons que T est un « échangeur » s’il existe n polynomes Py, Py, . .., P,
qui sont tous nuls en O et tels que :

e P(z) > Py(xz) > ... > P,(x)pour x négatif assez petit,

et

o Pﬂ(l)(az) > PW(2)(.’£) > 00> Pﬁ(n)(m)pour & positif assez petit.
Voici quelques résultats que nous glanerons au cours de cet article.
D’abord, un exemple de calcul :

Théoréme 1 ://ya

5006655111336460402472381082547036154743871773943263346408958078720471894

échangeurs pour n = 100.

Méme si ce nombre semble grand (il a 72 chiffres), il est trés petit par rapport au nombre total de permutations (la
factorielle de 100 a 158 chiffres).

Puis, une estimation du nombre d’échangeurs, pour 1 grand :

| n
Théoréme 2 : Le nombre a(n) d’échangeurs de {1,2,...,n} est de l'ordre de (3 + 2\/5) . Plus

précisément % log a(n) converge vers log (3 + 2\/5) quand m tend vers l’infini.

A la fin de cet article, nous signalerons une estimation bien plus précise.

Une interprétation « concrete » des échangeurs :

Théoréme 3 : Le nombre a,('n,) d’échangeurs pour une valeur de m donnée est égal au double du nombre de

manieres de mettre des parentheses correctement sur un mot de longueur m. On demande que chaque

paire () de parentheses contienne au moins deux lettres, et qu’il y ait une paire de parenthéses englobant
le mot entier.



Exemples. Pour n = 3, on peut « parenthéser » le mot abe de trois maniéres comme ceci :
((ab)e).

(a(be))

(abc).

On ne compte pas les doubles parenthéses inutiles (()), comme dans (((ab))c) qui contient une paire de
parenthéses inutiles autour de ab.

Pour abed, on a onze maniéres de procéder :

abed),
(ab)cd).
a(be)d),
(ab(cd))
(ab)(cd))
(abe)cd),
a(bed)),
(ab)c)d)
a(be))d).
((be)d))
(b(cd)))

Deux fois onze font les vingt-deux échangeurs que nous avons évoqués dans Particle précédent. Le compte est
bon...

(
(
(
(
(
(
(
((
((
(a
(a

Une estimation du temps qu’il faut pour décider si une permutation est un échangeur :

Théoréme 4 : On peut programmer un ordinateur pour qu’il réponde a la question : « Cette permutation T de

{1, 2,..., n} est-elle un échangeur ? » en un temps qui est plus petit qu’une certaine constante fois n*.

Une description « qualitative » des échangeurs : ce sont les permutations qui ne contiennent pas quatre ¢léments
qui sont permutés comme dans la « permutation interdite » que nous vue dans I’article précédent. La condition est
bien siir nécessaire mais c’est la réciproque qui est intéressante.

Théoréme 5: Une permutation T est un échangeur si (et seulement s’) il n’existe pas quatre entiers

n>a>b>c>d> ltelsque:
m(b) > w(d) > 7(a) > 7(c)
ou

mw(c) > w(a) > w(d) > w(b)

Mais nous n’allons pas démontrer tout cela dans I’ordre. Nous allons tout simplement comprendre la nature de ces
permutations et cette compréhension donnera les résultats en question.



Un peu d’arboriculture

Voici huit polyndmes, choisis (presque) au hasard.

filz)=0-2 —2® + 0+ 2° + 20+ 0 + 2°

fo(z) = 2z + 22 — 2° — 2" + 2° + 2°
fiz)=—z+z2+ 23 +zt -2+ 20427 — 2°
fu(z) =2z + 2> + 0+ z* + 22° — 2F
fs(x) =0—a® —a® +22* +2°

fox)=0—a? —a® —a* +22° + 2% — &7
fr(@) = —z+ 2 + 2% + 2t + 2° — 2°
fs(z) = —z + 2® + 2* + =* + 2° — 22°.

Voici leurs graphes, dont nous allons examiner d’une part I’ordre pour les petites valeurs positives de & et d’autre

part I’ordre pour les petites valeurs negatives de .

>

Examinons les termes de degré 1. On trouve seulement trois possibilités.

e 2z (pour fy et fy),
* 0 (pour f1, f5, fo):
e —x (pour f3, fr et f).

Cela correspond au fait que si on zoome sur 1’origine, on ne voit essentiellement que trois graphes.



Bien str pour £ > 0, ona —x < 0 < 2 si bien que nous pouvons affirmer que pour & > 0 petit, le graphe
de f3 par exemple est au dessous de celui de fy. Par contre, le premier degré ne suffit pas pour décider entre f;
et f5 puisqu’ils commencent tous les deux par le méme terme de degré 1. On représente la situation de la fagon
suivante :

Passons au second degré. On obtient maintenant quatre possibilités —z + 22, —z2, 2z + x2, 2z + 222,
symbolisées comme suit :

VERLEE hlsfe fa fo
—z4+x* 0—2° 2x4+2° 2%+ 222

Le second degré a permis de « départager » f; et fy, et il sera donc inutile de continuer I’analyse de ces

polyndmes degré par degré. Par contre, f3, fr, fg et fi, f5, fs sont encore ex aequo. 11 faut pousser plus loin
I’analyse.

Le degré 3 ne nous aide pas :

Lshts  hlsfe fu fo

—g4+ 242t 0—=z2-2°

On continue donc. Voici le résultat final : il faut attendre le cinquieme degré pour départager tout le monde.



On peut donc « coder » la situation par ’arbre généalogique précédent. J’affirme que cet arbre contient toute
I’information qui nous intéresse (et méme un peu trop). En effet, voici comment « lire » la permutation qui nous
intéresse a partir de I’arbre.

Pour £ > 0 petit, nous avons déja fait tout le travail... Il devrait étre évident pour le lecteur que pour & > 0
petit, on a dans ’ordre :

fs(z) < fs(z) < fr(z) < fo(z) < fiz) < f5(z) < folz) < fulz).

Quel est I’ordre pour < 0 petit ? Il s’agit de calculer les valuations de f; — fj C’est tres facile. 11 suffit de
chercher a quel niveau les chemins issus de la racine et menant a ¢ et a j se séparent. Si ce niveau est impair, la
valuation de f; — fj est un de plus, et elle est donc paire ; 71'(2) et 71'( j ) sont dans le méme ordre que ¢ et j.

C’est le contraire si le niveau est pair. En clair, il suffit de voir si I’ancétre commun a ¢ et J est pair ou impair.

Par exemple, on voit sur la figure que pour aller dans I'arbre de f3 a fg, il faut « descendre » au degré 3 ; c’est
donc que fg — f3 est de valuation 4. Par conséquent fg — f5 ne change pas de signe au voisinage de 0 et
comme nous savons que fg (:B) — fg(m) > O pour x petit positif, il en est de méme si & est petit négatif. Dans
notre cas, on trouve donc que pour £ < 0 petit :

folz) < fu(z) < fo(z) < fi(z) < f5(z) < fi3(z) < fr(z) < fs(=).

Pour écrire I’échangeur associé, en prenant les conventions choisies dans la définition, il faut renommer les f; de
sorte que pour & négatif petit, la suite fz(m) soit décroissante, et ensuite observer I’ordre pour & positif petit. Par
exemple, le plus grand pour & < 0 est fg qui se retrouve en septiéme position pour & > 0. Le second plus grand
est f qui se retrouve en sixiéme position etc. L’échangeur 7r associé est finalement :

(1, 2’ 37 4’ 57 6’ 7’ 8) — (7’ 8’ 4’ 57 6’ 27 1’ 3)'

Bien sir, la convention utilisée dans la définition — qui consiste a observer les graphes d’abord pour & < 0 puis
pour & > 0 et de les classer par ordre décroissant — n’est qu’une des conventions possibles. Mais ce n’est pas
important : on peut si on le souhaite changer & en — ou f; en — f; et cela change la droite en gauche et le haut
en bas, sans changer le concept d’échangeur.

En résumé, la donnée de I’arbre généalogique que nous venons de construire permet donc de ranger les
polyndmes pour I petit, qu’il soit positif ou négatif, et donc de construire 1’échangeur.



Entracte : ’arbre de la vie

L’Arbre de Vie

Derriere la synagogue de Budapest, dans 1’ancien ghetto, I’Arbre de Vie rappelle la mémoire des 600 000 juifs
hongrois victimes du nazisme. Sur chaque feuille est gravé le nom d’un martyr.

Elaguons !

Notre arbre est trop compliqué et nous allons 1’¢élaguer... Un peu de vocabulaire d’abord. Dans nos arbres, nous
avons trois types de sommets : une racine (le pére fondateur, ou la mére fondatrice), des feuilles (les sommets
terminaux) et des neeuds (représentés ici par des disques bleus). Le segment qui joint deux sommets est une aréte,
ou plutdt une branche pour rester arboricolement correct. Chaque sommet est situé a un certain niveau : le
nombre de branches qu’il faut parcourir pour le joindre a la racine. Dans notre construction, le niveau correspond
au degré des polynomes. Nous utiliserons aussi le vocabulaire « familial » pour dire qu’un sommet est le fils ou le
pére d’un autre. Comme souvent, ce genre de terminologie méne a des énoncés bizarres : le pére d’une feuille est
un nceud ! Mais ce n’est pas important bien sir.



Supposons qu’on rencontre dans ’arbre deux sommets &,y reliés par un chemin formé d’un nombre pair de
branches et supposons également que tous les sommets intermédiaires entre & et ¢ soient « non ramifiés », ¢’est-
a-dire qu’ils n’ont chacun qu’un seul descendant. Voici deux exemples de tels chemins, représentés ici en violet :

Coupons chacun de ces chemins. L’arbre est alors coupé en plusieurs arbres dont I'un contient la racine.
Recollons les points & et ¢y de chacun des chemins que nous avons retirés pour obtenir un seul nouvel arbre. Bien
stir, cela nous force a faire baisser le niveau de quelques sommets.

Notez que dans le nouvel arbre, les niveaux des sommets ont changé d’un nombre pair, si bien que lorsqu’on
calcule la valuation de f; — fj dans le nouvel arbre, la parité n’a pas changé et c’était la seule chose qui nous

intéressait. Ce nouvel arbre simplifié est donc tout aussi utile que le précédent pour calculer I’échangeur associé.
Apres cette opération, tous les nceuds de I’arbre ont au moins deux fils.

Résumons : Etant donnés m polynomes, on peut construire un arbre généalogique :

e La racine peut avoir un nombre quelconque de fils.
o Les noeuds ont au moins deux fils.

e [ly a exactement n feuilles qui sont associées aux 1 polynémes.
Dans la suite, nous appellerons arbre généalogique un arbre ayant les propriétés ci-dessus.

Lisant de gauche a droite, on obtient I’ordre des fz(a:) pour & > 0 petit, et on peut également lire ’ordre pour
x < 0 petit par la méthode expliquée plus haut.

Il devrait €tre clair pour le lecteur que tout arbre généalogique est réalisable : on peut trouver 73 polynomes qui le
réalisent.



En particulier, le nombre d’échangeurs est inférieur ou égal au nombre d’arbres généalogiques.

Inférieur ou égal car il est a priori possible que deux arbres différents produisent la méme permutation. Nous
allons voir cependant que ce n’est pas le cas et qu’il y a en fait égalité.

L’échangeur permet de construire I’arbre

Partons d’une permutation 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Nous allons montrer qu’il n’y a qu’un seul
arbre généalogique qui la produit, si ¢’est un échangeur. Pour cela, nous allons construire I’arbre a partir de
I’échangeur. Ce faisant, nous mettrons au point un « algorithme », c’est-a-dire une méthode explicite, qui nous
permettra de déterminer si 77 est un échangeur.

Dorénavant, nous numérotons toujours les feuilles de I’arbre que nous cherchons a construire de 1 a n dans cet
ordre en partant de la gauche. Considérons tous les « freres » de la premicre feuille, c’est-a-dire I’ensemble
{1, 2,..., k} des feuilles qui ont le méme pére que la feuille 1. Si le pére est de niveau pair (respectivement
impair), les points (1), 7(2), ..., (k) forment une suite décroissante (respectivement croissante). On voit
donc comment construire la fratrie en question : c’est ’ensemble {1, 2,..., k} ou k est le plus grand entier tel
que la suite {m (1), 7 (2),...,7(k)} est croissante ou décroissante. Notons également qu’on détermine de
cette manicre si le pére est (de niveau) pair ou impair.

Une fois cette premiére fratrie déterminée, on peut passer a la suivante. On cherche le plus grand [ tel que
{m(k+1),7(2),...,m(k + l)}soit croissante ou décroissante. Etc. A la fin de cette premiére étape, on a
ainsi décomposé {1, 2,..., n} en un certain nombre de fratries, et pour chacune nous savons si le pére est pair
ou impair.

Il s’agit ensuite de déterminer les fratries de fratries, c’est-a-dire les ensembles de feuilles ayant méme grand-
pére... Prenons les deux premiéres fratries {1,2,...,k} et {k+ 1,k +2,...,k + l}. S’ils ont un grand
pere commun, il faut d’abord que les deux péres des deux fratries soient de méme parité. Cela signifie que et
{r(1),7(2),...,w(k)}et {m(k+1),7(2),...,m(k + 1)} doivent étre simultanément croissants ou
décroissants. Prenons ’exemple ou ils sont tous les deux croissants si bien que les deux péres sont impairs et le
grand-pére doit donc étre pair. Par conséquent, pour ¢ compris entre 1 et k et j compris entre k + 1 et k + [,
on doit avoir 7T('L) > 7r(j) Si cela produit, on peut conclure que {1, 2,..., k} et
{k +1,k+2,...,k+ l} ont un grand-pere commun. On continue de la méme maniére en regroupant les
fratries par « grand-pére commun ». Bien sir, il se peut que les conditions nécessaires que nous venons de mettre
en évidence ne soient pas satisfaites : cela signifie alors que la permutation 7r n’est pas un échangeur. Si elle I’est,
on peut donc continuer de la sorte et construire ’arbre généalogique directement a partir de I’échangeur...

Nous avons donc bien montré finalement que la donnée d’un échangeur permet de reconstruire un arbre
généalogique. Le nombre d’échangeurs est égal au nombre d’arbres généalogiques.

Des exercices

Exercice 1 : Montrer que le nombre d’arbres généalogiques a m > 2 feuilles est égal au double du nombre de
parenthésages d’un mot de longueur n.

Indication : la racine d’un arbre généalogique peut avoir un seul fils ou au moins deux fils. S’il elle n’a qu’un fils,
on peut éliminer la racine et il nous reste un autre arbre généalogique dont la racine a au moins deux fils (car la
nouvelle racine sera un ancien nceud, donc ayant au moins deux fils). Réciproquement, si on part d’un arbre dont
la racine a au moins deux fils, on peut ajouter une nouvelle racine qui est le pere de ’ancienne racine.



Il en résulte que le nombre d’arbres généalogiques est le double de celui des arbres dont la racine a au moins deux
fils. Ces derniers arbres s’interprétent comme des parenthésages. Par exemple, on interpréte I’arbre suivant

comme ((ab)c(d(e(fgh)))):

(fgh)
(e(fgh))

((ab)c(d(e(fgh))))

Exercice 2 : Convenons de dire qu’une partie de {1, 2,... ,n} est un intervalle si elle est constituée d’un
certain nombre d’entiers consécutifs. Si & est un nceud d’un arbre généalogique, notons D(w) I’ensemble des
feuilles qui sont des descendants de & : c’est un intervalle. Montrer que I’échangeur 7 associ¢ a I’arbre a la
propriété suivante : pour tout nceud @, la permutation 7t envoie l'intervalle D(az) sur un intervalle de
{1, 2,...,n } Dans la théorie combinatoire, ces permutations sont appelées « séparables ».

Exercice 3 : Montrer le théoréme 5 : Une permutation T est un échangeur si et seulement s’il n’existe pas
quatre  entiers mM>a>b>c>d>1 tels que w(b) > w(d) > m(a) >7m(c) ou
w(c) > w(a) > w(d) > w(b)

Indication :  une preuve par récurrence s’impose. Partant d’une permutation, on ordonne
w(1),m(2),...,m(n — 1) ce qui donne une permutation de {1,2,...,m — 1} a laquelle on applique
I’hypothése de récurrence... Bon courage... pas tres facile, mais intéressant...

Exercice 4 : Démontrer le théoréme 4 : On peut programmer un ordinateur pour qu’il réponde a la question :

« Cette permutation T est-elle un échangeur ? » en un temps qui est plus petit qu 'une certaine constante fois n*.

Comptons !

Nous allons compter le nombre a(n) d’arbres généalogiques a 1 feuilles.

Soit b(n) le nombre d’arbres généalogiques a m feuilles dont la racine n’a pas qu’un seul fils (elle en a donc zéro

sinm =1 et au moins 2 si n > 2). 1l suffira ensuite de multiplier par 2 (exercice 1): a(n) = 2b(n) pour
n > 2.

Les premiéres valeurs de b sont :

. b(l) = 1 : un unique arbre minuscule avec juste sa racine qui est aussi son unique feuille...

. b(2) = 1 : le petit arbre a deux feuilles.



V. w

Le plus naturel est d’établir une relation de récurrence pour b(n) Si on retire la racine d’un arbre a n feuilles
dont la racine a au moins deux descendants, (ainsi que les branches qui en partent) on obtient un certain nombre

*b(3)=3:

d’arbres (compris entre 2 et 1), qui ont au total 1 feuilles. Réciproquement, si on dispose d’au moins deux arbres
ayant au total n feuilles, on peut les joindre en ajoutant une nouvelle racine commune.

W—*\V\/\y

Cette observation donne la relation suivante :

b(n) = Z Z b(41)b(sa) - - - b(dy)-

k=2 i1+i2+...ik:n

Pour exploiter cette relation, nous allons utiliser une méthode tres classique, dite des « séries génératrices ». Il
s’agit d’introduire la « fonction »

H(t)=) bn)t" =t+*+3t°+ ...
n=1

On peut y penser comme une fonction de la variable ¢ mais cela poserait le probléme de la convergence de cette
série infinie. On préfére parler de « série formelle » c’est-a-dire qu’on ne se pose pas ce genre de question (pour
I’instant tout au moins) : on manipule H (t) comme une série — une somme infinie abstraite — tout simplement.
On pense souvent a H (t) comme un objet mathématique qui permet de « coder » la suite b(n)

Elevons la séric H (t) au carré :
Ht)? =t>+ 263 +4t* + ...

Le terme de t" dans cette nouvelle série est bien sir Z b(’il)b(i2), c’est-a-dire le nombre d’arbres a n

i1+i2:n
feuilles et dont la racine a exactement 2 fils. Avec H (t)3, on compterait les arbres dont la racine a trois fils etc.

La somme infinie suivante :
Gt)=H@)*+ H(t)?+...
compte donc tous les arbres, sauf celui qui n’a qu’une feuille. Cette somme infinie est donc égale & H (t) — 1
En résume, nous avons montré que :
Gt)=H(@t)—t=H(t)?+H(t)?®+...

Mais la somme de la série géométrique G(t) =H (t)2 + H (t)3 —+ ... se calcule facilement par I’astuce
habituelle : si on multiplie la somme G (t) par H (t), on retrouve les mémes termes sauf le premier :

H(t)G(t) = G(t) — H(t)?,



si bien que G(t) = H (t)2 /(1 — H(t)). On obtient donc finalement :

H(t)—t:%

ou encore
2H(t)> — (1 +t)H(t) +t =0,
une équation du second degré dont la solution est :
H(t)=) bn)t"=(1+t—/1-6t+1)/4.
n=1

Résumons : nous avons réussi a identifier la série formelle H (t) dont les coefficients nous intéressent a une
brave fonction explicite qui met en jeu une racine carrée.

Pour conclure, il nous faut connaitre quelques petites choses sur les séries entiéres telles que H . Nous allons
maintenant supposer que ¢ est un nombre complexe.

La fonction (1 +t+ v1— 6t+ t2) / 4 de la variable complexe ¢ est bien définie dans le disque de centre

t = 0 et de rayon égal a la plus petite des deux racines de ce qui apparait sous le radical :
1—6t+¢ =0
Cest-a-dire t = 3 — 24/2. Tl en résulte que le rayon de convergence de la série H (t) est (3 — 24/2 ).

Si ’on se souvient que le rayon de convergence d’une série entiere est donné par

lim sup b(n) /",

n—oo

nous avons donc bien montré que b(n) (et donc a(n)) « croit comme (3 + 2\/5 )n » ou plus précisément que

lim sup 1/nlog a(n) = log(3 + 2v/2).

n—oo

C’est le théoréme 2, ou presque, car je laisse au lecteur le soin de remplacer la limite supérieure par une limite
usuelle...

Le site de Sloane sur les suites

Neil J.A. Sloane a créé un site internet incroyable : L’Encyclopédie en ligne des suites de nombres entiers.

Il contient une grande quantité de suites de nombres et pour chacune d’entre elles, il propose une bibliographie,
des propriétés de ces suites, etc.

Prenons I’exemple qui nous intéresse. Nous avons vu que a(1l) =1, a(2) = 2, a(3) = 6, a(4) = 22.
Ouvrons ce site et tapons dans la fenétre: 1,2,6,22 et nous voyons apparaitre immédiatement une page
consacrée a la suite de Schroeder [1] ! En effet, cette suite donnant le nombre d’échangeurs est déja apparue en
mathématiques, il y a bien longtemps, dans d’autres contextes... et la bibliographie est vaste.

On trouve des relations de récurrences variées sur ces nombres, de nombreuses maniéres différentes d’envisager
a(n), une table des 100 premicres valeurs de a(n) et beaucoup d’autres choses encore.

Par exemple, on y trouve une estimation précise de la croissance :



(3 +2v2)" .
(nm 3v2 - 41— 224) +>

a(n) ~

Ou encore la relation de récurrence suivante qui permet un calcul rapide des valeurs exactes des nombres de
Schroeder :

(n+1)a(n+1)—3(2n—1)a(n) — (n—2)a(n — 1) = 0.

Démontrez cette relation en exercice. Pour cela, il s’agit de dériver deux fois la formule pour H (t) et de trouver
une équation différentielle du second ordre vérifiée par H qui s’incarne ensuite en la relation de récurrence en
question. Ensuite, ce sera un jeu d’enfant d’écrire un petit programme qui permet d’écrire les valeurs numériques
de a(n) et de trouver en particulier la valeur de a(100) indiquée dans le théoréme 1.

Un peu d’histoire

Avec la bibliographie concernant la suite a(n) qu’on trouve sur le site de Sloane, il n’est pas difficile de remonter
dans I’histoire. D’aprés Plutarque, il semble que ce soit Hipparque, au deuxieme siecle avant Jésus-Christ, qui a
montré que b(10) = 103049 ! Quelle était sa motivation ? Quelle était sa méthode ? Tout ceci n’est pas bien
clair : voir a ce sujet cet article intéressant.

Mais c’est Ernst Schroeder — un mathématicien allemand — qui a étudié¢ systématiquement cette suite a(n) en
1870 dans un article intitulé « Vier combinatorische Probleme », mais il ne s’intéressait pas aux graphes de
polyndmes.

Si vous aimez compter les arbres, et si vous lisez ’anglais, téléchargez donc ce texte !

Mathématiques et arbres généalogiques

En parlant de sites mathématiques et de généalogie, il faut mentionner Mathematics genealogy project. Une base
de données qui contient beaucoup de mathématiciens et leur « ascendance mathématique ». Pour chaque
mathématicien, on peut trouver le nom des €tudiants qui ont fait leurs théses de doctorat sous sa direction (ses
« fils mathématiques ») ainsi que le nom du directeur de sa propre thése (son « pere mathématique »). On peut
ainsi dessiner des arbres généalogiques remontant trés loin dans le passé. Il faut prendre garde cependant au fait
que ce concept de « directeur de thése » ne s’est précisé que trés récemment si bien que ces arbres sont plus des
« amusettes » qu’autre chose : un moyen pour les mathématiciens se se sentir membres d’une grande famille !

Notes

[1] En fait, il y a deux suites : les grands et les petits nombres de Schroeder... et la suite qui nous intéresse est celle des
grands !

Pour citer cet article : Etienne Ghys, Quand beaucoup de courbes se rencontrent . Images des Mathématiques,
CNRS, 2009. En ligne, URL : http://images.math.cnrs. fr/Quand-beaucoup-de-courbes-se.html




