LXXEVI INTRODUCTION.

Application du calcul des probabilités anx sciences morafes.

On vient de voir les avantages qu'offre T'anatyse des probabi-
lités, dans la recherche des lois des phénoménes naturels dont
les causes sont inconnues, ou trop compliquées pour que leurs
effets puissent étre soumis au caleul. Cest le ‘cas de presque tous
les objets des sciences morales. Tant de causes imprévues, ou
cachées, ou inappréciables, influent sur les institutions humaines,
qu'il est impossible d’en juger & priori les vésultats. La série des
événements que le temps améne, développe ces résultats et indique
les moyens de remédier 4 ceux qui sont nuisibles. On a souvent
fait, & cet égard, des lois sages; mais, parce que Ton avait négligé
d'en conserver les motifs, plusieurs ont été abrogées comme
inutiles, et il a fallu, pour les rétablir, que de ficheuses expé-
riences en alent fait de nouveau sentir le besoin. 11 est done bien
important de tenir, dans chaque branche de Yadministration
publique, un registre exact des effets qu'ont produits les divers
moyens dont on a fait usage, et qui sont autant d’expériences

faites en grand, par les gouverneéments. Appliquons aux sciences’

politiques et morales la méthode fondée sur lobservation et
sur le calcul, méthode qui nous a si bien servi dans les sciences
naturelles. N'opposons point une résistance inutile et souvent
dangereuse aux effets inévitables du progrés des lumiéres, mais
ne changeons qu'avec une circonspection extréme nos institutions
et les usages auxquels nous sommes depuis longtemps pliés. Nous
connaissons bien, par Iexpérience du passé, les inconvénients
quils présentent, mais nous ignorons quelle est I'é¢tendue des
maux que leur changement peut produire. Dans cette ignorance,
1a théorie des probabilités prescrit d'éviter tout changement : sur-
tout il faut éviter les changements brusques qui, dans I'ordre
moral comme dans Tordre physique, ne s'opérent jamais sans
une grande perte de force vive.
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Déja le calcul des probabilités a été appliqué avec succés a
plusieurs objets des sciences morales. Je vais en présenter ici les
principaux résultats.

De 1a probabilité des témoignages.

La plupart de nos jugements étant fondés sur la probabilité
des témoignages, il est bien important de la soumetire an caleul.
La chose, il est vrai, devient souvent impossible par la difficulté
d'apprécier la véracité des témoins, et par le grand nombre de
circonstances dont les faits qu'ils attestent sont accompagnés.
Mais on peut, dans plusieurs cas, résoudre des problémes qui
ont beaucoup d’analogie avec les questions qu'on se propose, et
dont les solutions peuvent éire regardées comme des approxima-
tions propres 4 nous guider, et & nous garantir des erreurs et des
dangers auxqgels de mauvais raisonnements nous exposent. Une
approximation de ce genre, lorsqu'elle est bien conduite, est tou-
jours préférable aux raisonnements les plus spécieux. Essayons
done de donner quelques régles générales pour y parvenir.

On a extrait un seul numéro d’une urne qui en renferme
mille. Un témoin de ce tirage annonce que le n° 79 est sorti;
on demande la probabilité de cette sortie. Supposons que l'expé-
rience ait fait connaitre que ce témoin trompe une fois sur dix,
en sorte que la probabilit¢ de son témoignage soit 3. Ici, I'évé-
nement observé est le témoin attestant que le n° 79 est sorti. Cet
événement peut résulter des deux hypothéses suivantes, savoir,
gue le témoin énonce la vérité, ou qu'il trompe. Suivant le prin- -
cipe que nous avons exposé sur la probabilité des causes, tirée
des événements observés, il faut d'abord déterminer & priort
la probabilité de Tévénement dans chagque hypothése. Dans la
premiére, ia probabilité¢ que le témoin annoncera le n® 7g est la
probabilité méme de la sortie de ce numéro, c'est-d-dire ;. If
faut 12 multiplier par la probabilité 5 de la véracité du témoin;




LXXXVII INTRODUCTION.

on aura donc g pour la probabilité de 1'événement observé dans
cette hypothése, Si le témoin trompe, le n° g w'est pas sorti; et
la probabilité de ce cas est sz, Mais, pour annoncer la sortie de
ce numéro, le témoin doit le choisir parmi les ggg numéros nan
sortis; et, comme il est supposé n'avoir aucun motif de préfé-
rence pour les uns plutdt que pour les autres, la probabilité qu'il
choisira le n® 79 est g3 en multipliant donc cette probabilité par
la précédente, on aura gy pour la probabilité que le témoin
annoncera ie n° 79 dans la seconde hypothése. Ii faut encore
multiplier cetie probabilité par la probabilité & de I'hypothése
elle-méme; ce qui donne iz pour la probabilité de I'événement
relative 4 cette hypothése. Présentement, si 'on forme une fraction
dont le numérateur soit la probabilité relative & la premiére hy-
pothése, et dont le dénominateur soit la somme des probabilités
relatives aux deux hypothéses, on aura, par le sixiéme principe,
la probabilit¢ de la premitre hypothése, et cette probabilité
sera &, cest-d-dire la véracité méme du témoin, Cest aussi la

probabilité de la sortie du n° 7g. La probabilité du mensonge -

du témoin et de la non sortie de ce numéro est .

St le témoin, voulant tromper, avait quelque intérét & choisir
le n° 7g parmi les numéros non sortis; sil jugeait, par exemple,
qu'ayant placé sur ce numéro une mise considérable, I'annonce
de sa sortie augmentera son crédit, la probabilité qu'il choisira ce
numéro ne sera plus, comme auparavant, gz; elle pourra étre
alors L, &, etc. suivant lintérét qu'il aura d’annoncer sa sortie.
En la supposant 3, il fandra multiplier par cette fraction la pro-
habilité {35, pour avoir, dans Thypothése du mensonge, la proba-
bilité de I'événement observé, qu'il faut encore multiplier parg;
ce qui donne g pour la probabilité de I'événement dans la
seconde hypothése. Alors la probabilité de la premiére h)rp'othése,
ou de la sortie du n° 79, se réduit, parla régle précédente, a .
[ille est donc trés-affaiblie par la considération de I'intérét que le
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témoin peut avoir 4 annoncer la sortie du n° 79. A la vérité, ce
méme intérét augmente la probabilité & que le témoin: dira la
vérité, si le n° 79 sort. Mais cette probabilité ne peut excéder
F'unité ou s ainsi la probabilité de la sortie du n° 79 ne surpas-
sera.pas ;. Le bon sens nous dicte que cet intérét doit inspirer
de la défiance; mais le calcul en apprécie Vinfluence.

La probabilité & priori du numéro ¢énoneé par le témoin est
I'unité divisée par le nombre des numéros de I'urne; elle se trans-
forme, en vertu du témoignage, dans la véracité méme du témoin;
elle peut donc étre affaiblie par ce témoignage. Si, par exemple,
lurne ne renferme que deux numéros, ce qui donne 4 pour la
probabilité ¢ priori de la sortie dun® 15 et si la véracité d'un
témoin qui T'annonce est §, cette sortic en devient moins pro-
bable. En effet, il est visible que le témoin ayant alors plus de
pente vers le mensonge que vers la vérité, son témoignage doit
diminuer la probabilité du fait attesté, toutes les fois que cette
probabilité égate ou surpasse L. Mais sl y a trois numéros dans
l'urne, la probabilité & priori de la sortie du n° 1 est acerue par
laffirmation d'un témoin dont la véracité surpasse .

Supposons maintenant que I'urne renferme ggg boules noires
et une boule blanche, et qu'une boule en ayant été extraite, un
témoin du tirage annonce que cette boule est blanche; la proba-
bilité de1'événement observé, déterminée & priori dansla premiére
hypothése, sera ici, comme dans la question précédente, égale
4o Mais dans hypothése ot e témoin trompe, la boule blanche
nest pas sortie, et la probabilité de ce cas est 22, Ii faut la mul-
tiplier par la probabilit¢ & du mensonge, ce qui donne 3% pour
la probabilité de I'événement observé, relative 3 la seconde hypo—
thése. Cette probabilité n'était que gy dans la question précé-
dente‘: cette grande différence tient & ce gqu'une boule noire étant
sorti_e, le témoin qui veut tromper n'a point de choix 4 faire parmi:
les 999 boules non sorties, pour annoncer la sortie d’'une boule
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blanche. Maintenant, si Pon forme deux fractions dont les numé-
rateurs- soient les probabilités relatives 4 chaque hypothése, et
dont fe dénominateur commun soit la somme de ces probabilités,
on aura % pour la probabilit¢ de la premiére hypothése et de la
sortie d'une boule blanche, et g pour la probabilité de la seconde
hypothése et de la sortie d'ane boule noire. Cette derniére pro-
babilité est fort approchante de Ia certitude; elle en approcherait
beaucoup plus encore, et deviendrait g, si l'urne renfermait
un million de boules dont une seule serait blanche, la sortie d' une
boule blanche devenapt alors beancoup plus extraordinaire. On
voit ainsi comment la probabilité du mensonge croit & mesure
que le fait devient plus extraordinaire.

Nous avons supposé jusquici que le témoin ne se trompait
point; mais si I'on admet encore la chance de son erreur, le fait
extraordinaire devient plus invraisemblable. Alors au lieu de deux
hypothéses, on aura les quatre suivantes, savoir, celle du témoin
ne trompant point: et ne se trompant point; celle du témoin ne
trompant point et se trompant; I'hypothése du témoin trompant
et ne se trompant point; enfin celle du témoin trompant et se
trompant. En déterminant & priori dans chacune de ces hypo-
théses la probabilité de Tévénement observé, on trouve par le
sixiéme principe, la probabilité que le fait attesté est faux, égale &
une fraction dont le numérateur est le nombre des boules noires
deI'urne, multiplié par la somme des probabilités que le témoin ne
trompe point et se trompe, ou qu’il trompe et ne se trompe point,
et dont le dénominateur est ce numérateur augmenté de 1a somme
des probabilités que le témoin ne trompe point et ne se trompe
point, ou qu'il trompe et se trompe 4 la fois. On voit par 1a que
si le nombre des boules noires de I'urne est trés-grand, ce qui
rend extraordinaire la sortie de la boule blanche, la probabi-
lité que le fait attesté n'est pas approche extrémement de la cer-
titude. :
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En étendant cette conséquence & tous les faits extraordinaires,
il en résulte que la probabilit¢ de Terreur ou du mensonge du
témoin devient d'autant plus grande que le fait attesté est plus
extraordinaire. Quelques auteurs ont avancé le contraire, en se
fondant sur ce que 1a voe d'un fait extraordinaire étant parfaite~
ment semblable 4 celle d'un fait ordinaire, les mémes motifs doi-
vent nous porter & croire également le témoin, quand il affirme
I'un ou Tautre de ces faits. Le simple bon sens repousse une aussi
étrange assertion ; mais le calcul des probabilités, en confirmant
I'indication du sens commun, apprécie de plus I'invraisemblance
des témoignages-sur les faits extraordinaires.

On insiste et Fon suppose deux témoins, également dignes de
foi, dont le premier atteste qu'il a vu mort, il y a quinze jours,
un individu que le second témoin affirme avoir vu hier plein de
vie. L'un ou Fautre de ces faits n'offre rien d'invraisemblable. La
résurrection de I'individu est une conséquence de leur ensemble;
mais les témoignages ne poriant point directement sur elle, ce
quelle a d'extraordinaire ne doit point affaiblir la croyance qui
teur est due. (Encyclopddie, art. Certitude.) .

Cependant, si la conséquence qui résulte de I'ensemble des
témoignages était impossible, I'un d'eux serait nécessairement
faux; or, une conséquence impossible est ia limite des consé-
quences extraordinaires, comme Terreur est la limite des invrai-
semblances la valeur des témoignages, qui devient nulle dans le
cas dune conséquence impossible, doit donc étre trés-affaiblie
dans celui d'une conséquence extraordinaire. Cest, en effet, ce
que le caleul des probabilités confirme.

Pour e faire voir, considérons deux urnes A et B dont ia pre-
miére contient un million de boules blanches, et la seconde, un
mitlion de boules noires. On tire de Fune de ces urnes une boule
que 'on remet dans T'autre urne, dont on extrait ensunite une
boule. Deux témoins, T'un du Premier tirage, et lautre du second,
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attestent que la boule qu'ils ont vu extraire est blanche. Chaque

témoignage, pris isolément, n'd rien d'invraisemblable, et il est
facile de voir que la probabilité du fait attesté est la véracité
méme du témoin. Mais il suit de l'ensemble des témoignages,
qu'une boule blanche a été extraite de {'urne A au premier tirage,
et qu'ensuite, mise dans I'urne B, elle a reparu au second tirage,
ce qui est fort extraordinaire; car cette seconde urne renfermant
alors une boule blanche sur un million dé boyles noires, la pro-
babilité d’en extraire la boule blanche est ;. Pour déterminer
T'affaiblissement qui en résulte dans la probabilité de la chose
énoncée par les deux témoins, nous remarquerons que I'événe-
ment observé est ici laflirmation par chacun d'eux; que la boule
quil a vu extraire est blanche. Représentons par § la probabilité
qu'il énonce la vérité, ce qui peut avoir lieu dans le cas présent,

lorsque le témoin ne trompe point et ne se trompe point, et lors-

qu'il trompe et se trompe 4 la fois. Oﬁ_ peut former les quati‘e hy-
pothéses suivantes.

1° Le premier et le second témoin disent la vérité. Alors une
boule blanche a d'abord été extraite de I'urne A, et la probabilité
de cet événement est L, puisque la boule extraite du premier
tirage a pu sortir également de I'une on de l'antre urne. Ensuite
la boule extraite mise dans I"'arne B a reparu au second tirage : la
probabilité de cet événement est gy ; 1a probabilité du fait énoncé
est done . En la multipliant par le produit des probabilités
et & que les témoins disent la vérité, on aura gmypm pour la pro-
babilité de Tévénement observé dans cette premiére hypothése.

2° Le premier témoin dit la vérité, et le second ne la dit point,
soit qu'il trompe et ne se trompe point, soit qu'il ne trompe point
et se trompe. Alors une boule blanche est sortie de I'urne A au
premier tirage, etla probabilité de cet événement est 1. Ensuite,
eette boule ayant été mise dans Furne B, une boule noire en-a été

extraite : 1a probabilité de cette extraction est jggm; on a donc e
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pour la probabilit¢ de T'événement composé. En la multipliant
par le produit des deux probabilités & et §; que le premier témoin
dit la vérité, et que le second ne la dit point, on aura gt pour
la probabilité de I'événement observé, dans laseconde hypothése.

3° Le premier témoin ne dit pas la vérité, etlesecond I'énonce.
Alors une boule noire est sortie de 'urne B au premier tirage, et,
apres avoir été mise dans I'urne A, une boule blanche a été extraite
de cette urne. La probabilité¢ du premier de ces événements est <

et celle du second est 1% . Ja probabilité de I'événement com-

posé est done gy, En la multipliant par le produit des proba-
bilités et & qué'le premier témoin ne dit pas la vérité, et que e
second I'énonce, on aura 00 pour la probabilité de I'événement
observé, relative i cette hypothése.

4° Enfin, aucun des témoins ne dit la vérité. Alors une boule
noire a été extraite de 'urne B au premier tirage; ensuite, ayant
été mise dans 'urne A, elle a reparu au second tirage. La proba-
bitité de cet événement composé est g En la multipliant par
le produit des probabilités & et que chaque tmoin ne dit pas
la vériié, on aura g pour la probabilité de 'événement observe,
dans cette hypothése.

Maintenant, pour avoir la probabilité de la chose énoncée par
les deux témoins, savoir, quune boule blanche a été extraite &
chacun des tirages, il faut diviser la probabilité correspondante
4 la premiére hypothése par la somme des probabilités relatives
aux quatre hypothéses, et alors on a pour cette probabilité i,
fraction extrémement -petite.

Si les deux témoins affirmaient, le premier, quune boufe
blanche a ét¢ extraite de Pune des deux urnes A et B; le second,
quune boule blanche a été pareillement extraite de l'une des
deux urnes A’ et B, en tout semblables aux premiéres; la proba-
bilité.de la chose énoncée par les deux témoins serait le produit
des probabilités de leurs témoignages, ou 2 : elle serait donc
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cent quatre-vingt mille fois au moins plus grande que la précé-
dente. Om voit par la combien, dans le premier cas, 1a réapparition
an second tirage de la boule blanche extraite au premier, consé-
quence extraordindire des deux témoignages, en affaiblitla valeur.
Nous n'ajouterions point. foi au témoignage-d'un homme qui
nous attesterait qu'en projetant cent dés en Tair, ils sont tous re-
tombés sur la méme face : st nous avions été nous-mémes specta-
teurs de cet événement, nous n'en croirions nos propres yeux
gqu'aprés en avoir scrupulemsement examiné toutes les circons-
tamces, et aprés en-avoir rendu d'autres yeux témoins, pour étre
bien:stirs qu'il n’y.a eu ni hallucination ni prestige ; mais, aprés
cet examen, nous ne balancerions point 4 Tadmettre, malgré son
extréme invraisemblance, et personne ne serait tenté, pour I'ex-
pliquer, de recourir 4 un renversement des lois de la vision. Nous
devons en conclure que la probabilité de la constance des lois de

la nature est pour nous supérieure 4 celle que I'événement dont

il s'agit ne doit point avoir lieu, probabilité supérieure elle-méme
4 celle de la plupart des faits historiques que nous regardons
comme incontestables, On peut juger par 1a du poids immense
de témoignages nécessaire pour admettre une suspension des lois
naturelles, et combien il serait abusif d’appliquer 4 ce cas les
régles ordinaires de la critique. Tous ceux qui, sans offrir cette
immensité de témoignages, étayent ce quils avancent d'événe-
ments contraires & ces lois; affaiblissent plutét qu'ils n”"augmentent
la croyance qu'ils cherchent & inspirer, car alors ces récits rendent
trés-probable Ferreur ou le mensonge de leurs auteurs. Mais ce
qui diminue:la croyance des hommes éclairés accroft souvent
celle du vulgaire, toujours avide du- merveilleux. :

Il y a des choses tellement exiraordinaires que rien ne peat
en balancer 'invraisemblance ; mais celle-ci, par P'effet d'une opi-
nion dominante, peut étre affaiblie au point de paraitre inférieure
4 a probabitité des témoignages, et, quand celte opinion vient 4
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changer, un récit absurde, admis unanimement dans le si¢cle
qui lui a donné naissance, n'offre aux siécles suivants qu'une
nouvelle preuve de I'extréme infiuence de Topinion générale sur
les meilleurs esprits. Deux grands hommes du siécle de Louis XIV,
Racine et Pascal, en sont des exemples frappants. Ii est affligeant
de voir avec quelle complai-sance"l’nacine, ce peintre admirahle
du eceur humain et le podte le plus parfait qui fut jamais, rap-
porte comme miraculeuse la guérison de la jeune Perrier, nitce
de Pascal et pensionnaire i Yabbaye de Port-Royal; il est pénible
de lire les raisonnements par lesquels Paseal cherche & prouver
que ce miracle devenait nécessaire & la religion, pour justifier 1a
doctrine des religieuses de cette abbaye, alors persécutées par

~les jésuites. La jeune Perrier était, depuis trois ans et demi,

affligée d'une fistule Jacrymale; elle toucha, de son ail malade,
une relique que T'on prétendait étre une des épines de la cou-
ronne du Sauveur, et elle se crut 4 linstant guérie. Quelques
jours aprés, les médecins et les chirurgiens constatérent la gué-
rison, et ils jugérent que la nature et les remedes n'y avaient eu
aucune part, Cet événement, arrivé en 16586, ayant fait un grand
bruit, «tout Paris se porta, dit Racine, & Port-Royal. La foule
«croissait de jour en jour, et Dien méme semblait prendre plaisir
«4 autoriser la dévotion des peuples, par la quantité de miracles
«qui se firent en cette église.» A cette époque, les miracles et les
sortiléges ne paraissaient pas encore invraisemblables; et Ton
n'hésitait point a leur atiribuer les singularités de la nature que
'on ne pouvait autrement expliquer.

Cette maniére d'envisager les effets extraordinaires se retrouve
dans les ouvrages les plus remarquables du sidcle de Louis XIV,
dans T'Essai méme sur Tentendement humain, du sage Locke,
qui dit, en parfant des degrés d'assentiment : « Quoique la com-
«mune expérience et le cours ordinaire des choses aient avec
«raison une grande influence sur I'esprit des hommes, pour les
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« porter 4 donner ou & refuser leur consentement-a une chose.qui
«leur est proposée & croire, il y a pourtant un cas ou ce quil ya
o« d'étrange dans un fait n'affaiblit point l'assentiment .que nons
« devons donner au témoignage sincére sur lequel il est fondé.
« Lorsque des événements surnaturels sont conformes: aux. fins
«que se propose celui qui a e pouvoir de changer le cours de: la
s«nature, dans un tel temps et dans de telles circonstances, ils
« peuvent étre d'autant plus. propres a trouver créance dans nos
«esprits, quils sont plus au-dessus des observations ordinaires,
«ou méme quils y sont plus opposés, » Les vrais principes de la
probabilité des témoignages ayant été ainsi méconnus des philo-
sophes auxquels la raison est principalement redevable de ses
progrés, j'ai cru devoir exposer avec étendue les résultats du
caleul sur cet important objet.

Ici se présente naturellement la discussion d'nn argument fa-
meux de Pascal, que Craig, mathématicien anglais, a reproduit
sous une forme géométrique. Des témoins attestent qu'ils tiennent
de la Divinité méme, qu'en se conformant i telle chose on jouira,
non pas d'une ou de deux, mais d'une infinité de vies heureuses.
Quelque faible que soit la probabilité des témoignages, pourva
qu'elle ne soit pas infiniment petite, il est clair que avantage
de ceux qui se conforment & la chose prescrite est infini, puis-
qu'il est le produit de cette probabilité par un bien infini : on ne
doit donc point balancer 4 se procurer cet avantage.

Cet argument est fondé sur le nombre infini des vies heu-
reuses promises au nom de la Divinité par les témoins. Il fandrait
donc faire ce qu'ils prescrivent, précisément parce qu'ils exa-
gérent leurs promesses au deli de toutes limites, conséquence
qui répugne au bon sens. Aussi le caleul nous fait-il voir que
cette exagération méme affaiblit la probabilité de leur témoignage
au point de la rendre infiniment petite ou nulle, En effet, ce cas
revient & celui d'un témoin qui annoncerait la sortie du numére
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le plus élevé d'une urne remplie d'un grand nombre de numéros,
dont un seul a été extrait, et qui aurait un grand intérét a an-
noncer la sortie de ce numéro. On a vu précédemment combien
cet intérét affaiblit son témoignage. En n'évaluant qu'a 1 1a pro-
babilité que si le témoin trompe, il choisira le plus grand numéro,
le caleul donne la probabilité de son annonce plus petite qu'une
fraction dont le numérateur est 'unité, et dont le dénominateur
est I'unité plus la moitié du produit du nombre des numéros,
par la probabilité du mensonge, considérée & priori, on indépen-
damment de I'annonce. Pour assimiler ce cas 4 celui de I'argument
de Pascal, il suffit de représenter par les numéros de I'arne tous
les nombres possibles de vies heureuses, ce qui rend le nombre
de ces numéros infini, et d'observer que si les témoins trompent
ils ont le plus grand intérét, pour accréditer leur mensonge, 4
prometire une éternité de bonheur. L'expression de la probabi-
lit¢ de feur témoignage devient alors infiniment petite. En la
multipliant par le nombre infini de vies heureuses promises,
linfini disparait du produit qui exprime 'avantage résultant de
ceite promesse, ce qui détruit 'argument.de Pascal.

Considérons présentement la probabilité de 'ensemble de plu-
sieurs témoignages sur un fait délerminé. Pour fixer les idées,
supposons que .ce fait soit la sortie d'un numéro d’une urne qui
en renferme cent, et dont on a extrait un seul numéro. Deux té-
moins de ce tirage annoncent que le n° 1 est sorti, et 'on demande
la probabilit¢ résultante de l'ensemble de ces témoignages. On
peut former ces deux hypothéses : les témoins disent la. vérité,
les témoins trompent. Dans la premidre hypothése, le n° 1 est
sortl, et la probabilité de cet événement est . Il faut 1a multi-
plier par le produit des véracités des témoms véracités que nous
stpposerons étre f; et & : on aura donc my pour la probabilité de
I'événement .observé, dans cetie hypothése. Dans la seconde, le
n° 1 n'est pas sorti, et la probabilité de cet événement est %
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Mais T'accord des témoins exige alors qu'en cherchant & tromper
ils choisissent tous deux le n° 1 sur les g9 numéros non sortis : la
probabilité de ce choix est le produit de la fraction § par elle-
méme ; il faut ensuite multiplier ces deux probabilités ensemble,
et par le produit des probabilités § et § que les témoins trom-
pent, on anra ainsi gy pour la probabilité de I'événement observé
dans la seconde hypothése. Maintenant on aura la probabilité du
fait attesté, ou de la sortie du n° 1, en divisant la probabilité
relative 4 la premi¢re hypothése par la somme des probabilités
relatives aux deux hypothéses. Gette probabilité sera donc 22, et
la probabilité de la non sortie de ce numéro et du mensonge des
témoins sera ;. .

8i 'urne ne renfermait que les numéros 1 et 2, on trouverait
de la méme maniére, 3 pour la probabilité¢ de la sortie du n° 2,
et par conséquent g5 pour 1a probabilité du mensonge des témoins,
probabilité quatre-vingt-quatorze fois an moins plus grande que
la précédente. On voit par 1a combien la probabilité du men-
songe des témoins diminue, quand le fait qu'ils attestent est moins
probable en lui-méme. En effet, on congoit qu'alors I'accord des
témoins, lorsqu'ils trompent, devient plus difficile, 4 moins qu'ils
ne s'entendent, ce que nous ne supposons pas ici.

Dans le cas précédent, ol, I'urne ne renfermant que deux
numéros, la probabilité & priori du fait attesté est %, la probabilité
résultante des témoignages est le produit des véracités des témoins,
divisé par ce produit ajouté a celui des probabilitéé respectives
de leur mensonge.

1l nous reste 4 considérer 1'influence du:temps sur la proba-
bilité des faits transmis par une chaine traditionnelle de témoins.
11 est clair que cette probabilit¢ doit diminuer 4 mesure que la
chaine se prolonge. Si le fait n’a aucune probabilité par lui-méme,
celle quil acquiert par les témoignages décroit suivant le pro-
duit continu de la véracité des témoins, Si le fait a par lui-méme
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une probabilité; si, par exemple, ce fait est la sortie du n° 2 dune
urne qui en renferme un nombre fini, et dont il est certain qu'on
a extrait un seul numéro; ce que la chaine traditionnelle ajoute

'3 cette probabilité décroit suivant un produit continu, dont le

prémier facteur est le rapport du nombre des numéros de Furne
moins un; & ce méme nombre; et dont chaque antre factenr est
la véracité de chaque témoin, diminuée du rapport de la probabi-
lité de son mensonge, au nombre de numéros de 'urne moins un;
en sorte que la limite de la probabilité du fait est celle de ce fait
cdnsidéré;:,’z priort ou indépendamment des témoignages, probabi-
lité égale & Yunité divisée par le nombre des numéros de T'urne.

L'action du temps affaiblit donc sans cesse la probabilité des
faits historiques, comme elle altére les monuments les plus du-
rables. On peut, 4 la vérité, la ralentir en multipliant et conservant
les témoignages et les monuments qui les étayent. L'imprimerie
offre pour cet objet un grand moyen, matheurensement inconnu
des anciens. Malgré les avantages infinis qu'elle procare, leg révo-
Intions physiques et morales dont la surface de ce globe sera tou-
Jours agitée finiront, en se joignant 2 l'effet inévitable du temps,
par rendre douteux, aprés des milliers d'années, les faits histo-
rigues aujourd'bui les plus certains.

Craig a essayé de soumettre au caleul I'affaiblissement graduel
des preuves de la religion chrétienne : en supposant que le monde
doit finir & Tépoque o elle cessera d'étre probable, il trouve que
cela doit arriver 1454 ans aprés le moment ou i écrit. Mais son
analyse est aussi fautive que son hypothése sur la durée du
monde est bizarre. :

Des choix et des décisions des assemblées.

La probabilité des décisions d'une assemblée dépend de la plu-
ralité des voix, des lumidres et de Timpartialité des membres qui
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}a'composent : tant de passions et d'intéréts particuliers y mélent
si souvent leur influence, qu'il est impossible de soumettre an
caleul cette probabilité. Il y a cependant quelques résultats géné-
raux dictés par le simple bon sens, et que le caleul confirme. 81,
par exemple, T'assemblée est trés-peu éclairée sur I'objet soumis
4 sa décision; si cet objet exige des considérations délicates, ou
si la vérité sur ce point est contraire & des préjuges recus, en
sorte qu'il y ait plus d'un contre un & parier que chaque votant
s'en écartera; alors la décision de la majorité sera probablement
mauvaise, et la crainte & cet égard sera d'autant plus juste que
Tassemblée sera plus nombreuse. Il importe done 4 la chose pu-
blique que les assemblées n'aient & prononcer que sur des objets &
la portée du plus grand nombre; il importe que Tinstruction spit
généralement répandue, et que de bons ouvrages, fondés sur la
raison et sur l'expériénce, éclairent ceux qui sont appelés & décider
du sort de leurs semblables ou & les gouverner, et les prémunis-
sent d’avance contre les faux aperqus et les préventions de Iigno-
rance. Les savants-ont de fréquentes occasions de remarquer que
les premiers apercus trompent souvent, et que le vrai n'est pas
toujours vraisemblable.

1l est difficile de connaitre et méme de définir le veen dune
assemblée, au milieu de la variété des opinions de ses membres.
Essayons de donner sur cela quelques régles, en considérant
les deux cas les plus ordinaires, I'élection entre plusieurs can-
didats, et celle entre plusieurs propositions relatives au méme
objet.

Lorsqu'une assemblée doit choisir entre plusieurs candidats qui
se présentent pour uneou plusieurs places du méme genre, ce qui
parait le plus simple est de faire écrire 4 chaque votant sur un billet
les noms de tous les candidats, suivant I'ordre du mérite qu'il leur

attribue. En supposant qu'il les classe de bonne foi, l'inspection-

de ces billets fera connaitre les résultats des élections, de quelque
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maniére que les candidats soient comparés entre eux; en sorte
que de nouvelles élections ne peuvent apprendre rien de plus
A cet égard. Il s'agit présentement d'en conclure l'ordre de prefé-
rence que les billets établissent entre les candidats. Imaginons.
que Ton donne a chaque électeur une urne qui contienne une
infinité de boules au moyen desquelles il puisse nuancer tous les
degrés de mérite des candidats; concevons encore qu'il tire de
son urne un nombre de boules proportionnel au mérite de chaque
candidat, et supposons ce nombre écrit sur un billet, & coté du
nom du candidat. Il est clair qu'en faisant une somme de tous les
nombres relatifs-d chaque candidat sur chaque billet, celui de
tous les candidats qui aura la plus grande somme sera le can-
didat que T'assemblée préfere, et qu'en général T'ordre de pré-
férence des candidats sera celui des sommes relatives 4 chacun
d’eux. Mais fes billets ne marquent point le nombre des boules
que chaque électeur donne aux candidats : ils indiquent seulement
que le premier en’a plus que le second, le second plus que le
troisiéme, et ainsi de suite. En supposant donc an premier, sur
un billet donné, un nombre quelconque de boules, toutes les
combinaisons des nombres inférieurs, qui remplissent les condi-
tions précédentes, sont également admissibles; et T'on aura le
nombre de boules relatif 4 chaque candidat, en faisant une somme
de tous les nombres que chaque combinaison lui donne, et en la
divisant par le nombre entier des combinaisons. Une analyse fort
simple fait voir que les nombres qu'il faut écrire sur chaque billet
4 cbté du dernier nom, de {'avant-dernier, ete. sont propor-
tionnels aux termes de la progression arithmétique 1, 2, 3, etc.
En écrivant donc ainsi sur chaque billet les termes de cette pro-
gression, et ajoutant les termes relatifs 4 chaque candidat sur ces
billets, les diverses sommes indiqueront par leur grandeur I'ordre
de préférence qui doit étre établi entre les candidats. Tel est le
mode d’élection qu'indique la théorie des probabilités. Sans doute
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il serait le meilleur si chaque électeur inscrivait sur son billet les
noms des candidats, dans T'ordre du mérite quil leur attribue;
mais les intéréts particuliers et beaucoup de considérations étran-
géres au mérite doivent troubler cei ordre, et faire placer quel-
quefois au dernier rang le candidat le plus redoutable & celui
que l'on préfére, ce qui donne trop davantage aux candidais
d'un médiocre mérite. Aussi Texpérience a-t-elle fait abandon-
ner ce mode d’élection, dans les établissements qui Tavaient
adopté. '

L'élection a la majorité absolue des suffrages réunit 4 la cer-
titude de n'admettre aucun des candidats que cette majorité re-
jette, avantage d'exprimer le plus souvent le voeu de I'assemblée.
Elle coincide toujours avec le mode préeédent, lorsqu'il n'y a que
deux candidats. A la vérité, elle expose & I'inconvénient de rendre
les élections interminables, mais T'expérience a fait voir que cet
inconvénient est nul, et que le désir général de mettre fin anx
¢lections réunit bientét la majorité des suffrages sur un des
candidats.

Le choix entre plusteurs propositions relatives au méme objet
semble devoir étre assujetti aux mémes régles que I'élection entre
plusieurs candidats. Mais il existe entre ces deux cas Cette_diffé-
rence, savoir, que le mérite d'un candidat n'exclut point celui de
ses concurrents; au lieu que si les propositions entre lesqueiles il
faut choisir sont contraires, la vérité de Tune exclut la vérité des
autres. Voicl comme on doit alors envisager la question.

Donnons a chaque votant une urne qui renferme un nombre
infini de boules, et supposons qu'il les distribue sur les diverses
propositions, en raison des probabilités respectives quil leur at-
tribue. Il est clair que le nombre total des boales exprimant la
certitude, et le votant étant, par Thypothése, assuré que l'une
des propositions doit étre vraie, il répartira ce nombre en entier
sur les propositions. Le probléme se réduit donc & déterminer

INTRODUGTION. oni

les combinaisons dans lesquelles les boules seront réparties de.
manidre qu'il y en ait plus sur la premiére proposition du billet
que sur la seconde, plus sur la seconde que sur la troisiéme, etc. ;
4 faire les sommes de tous les nombres de houles relatifs 3 chaque
proposition; dans ces diverses combinaisons, et & diviser cette
somme par le nombre des comhinaisops : les quotients seront les
nombres de boules que I'on doit attribuer aux propositions sur
un billet quelconque. On trouve par Ianalyse qu'en partant de
la derniére proposition, pour remonter 4 la premiére, ces quo-
tients sont entre enx comme les quantités suivantes; 1° 'unité
divisée par le nombre des propositions; 2°la quantité précédente
augmentée de T'unité divisée par le nombre des propositions
moins une; 3° cette seconde quantité augmentée de I'unité di-
visée par le nombre des propositions moins deux, et ainsi-du
reste. On écrira donc sur chaque billet ces quantités 4 cbté des
propositions correspondantes, et, en ajoutant les quantités rela-
tives & chaque proposition sur les divers billets, les sommes indi-
queront, par leur grandeur, L'ordre et 1a prétérence que I'assem-
biée donne & ces propositions. ‘

Disons un mot de la maniére de renouveler les assemblées qui
doivent changer en totalité, dans un nombre d'années déterminé:
le renouvellement doit-il se faire a la fois, on convient-it de le
partager entre ces années? D'aprés ce dernier mode, I'assemblée
serait formée sous l'influence des diverses opinions dominantes
pendant la durée de son renouvellement ; T'opimion qui y régne-
rait alors serait donc irés-probablement la moyenne de tountes
ces opinions. L'assemblée recevrait ainsi du temps le méme avan-
tage que lui donne 'extension des élections de ses membres 3
toutes les parties du territoire qu'elle représente. Maintenant, si
Ton considére ce que l'expérience n'a que trop fait connaitre,
savoir, que les élections sont toujours dirigées dans le sens le
plus exagéré des opinions dominanies, on sentira combien il est
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utile de tempérer ces opinions les unes par les autres au moyen
d'un renouvellement partiel. ‘

De la probabilité des jugements des. trilunaux.

L’analyse confirme ce que le simple bon sens nous dicte, sa-
voir, que 1a bonté des jugements est d'autant plus probable que
les juges sont plus nombreux et plus éclairés. Hl importe donc que
les tribunaux d'appel remplissent ces deux conditions. Les tribu-
naux de premiére instance, plus rapprochés des justiciables, leur
offrent I'avantage d'un premier jugement déja probable, et dont
ils se contenlent souvent, soit en iransigeant, soit en se désistant
de leurs prétentions. Mais si incertitude de T'ohjet en litige et
sort importance déterminent un plaideur 4 recourir au tribunal
d’appel, il doit trouver, dans une plus grande probabilité d'obte-
nir un jugement équitable, plus de streté pour sa fortune, et la
compensation des embarras et des frais qu'une nouvelle procé-
dure entraine. C'est ce qui n'avait point lieu dans institution de
Tappel réciproque des tribunaux de département, institution par
la trés-préjudiciable aux intéréts des citoyens. Il serait peut-8tre
convenable, et conforme au calcul des probabilités, d’exiger une
majorité de deux voix au moins dans un tribunal d’appel, pour
infirmer 1a sentencé du tribunal inférieur. On obtiendrait ce ré-
sultat si, le tribunal d’appel étant composé¢ d’un romhre pair de
juges, la sentence subsistait dans le cas de I'égalité des voix.

Je vais considérer particuliérement les jugements en matiére
eriminelle.

Il faut sans doute aux juges, pour condamner un accusé, les
plus fortes preuves de son délit; mais une preuve morale n'est
jamais qu'une probabilité, et T'expérience n'a que trop fait con-
naitre les erreurs dont les jugements criminels; ceux méme qui
paraissent étre les plus justes, sont encore susceptibles. La-possi-
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bilité de réparer ces erreurs est le plus solide argument des phi-
losophes qui ont voulu proscrire la peine de mort. Nous devrions
donc nous abstenir de juger, §'il nous fallait attendre I'évidence
mathématique. Mais le jugement est commandé par le danger
qui résulterait de I'impunité du crime, Ce jugement se réduit, si
jé ne me trompe, 4 la solution de la question suivante : la preuve
du défit de Taccusé a-t-ellele haut degré de probabilité nécessaire
pour que les citoyens aient moins 4 redouter les erreurs des tribu-
naux, sil estinnocent et condamné, que ses nouveaux attentals, et
ceux des malheureux qu'enhardirait]'exemple de son unpunité, sl
était coupable et-absous? La solution de cette question dépend de
plusieurs éléments trés-difficiles 4 connaitre : telle est Fimminence
du danger qui menacerait la société si I'accusé criminel restait
impuni. Quelquefois ce danger est si grand, que le magistrat se
voit contraint de renoncer aux formes sagement établies pour la
stireté de I'innocence. Mais ce qui rend presque toujours la ques-
tion dont il s'agit insoluble est I'impossibilité d'apprécier exacte-
ment la probabilité du délit, et de fixer celle qui est nécessaire
pour la condamnation de P'accusé. Chaque juge, 4 cet égard, est
forcé de s'en rapporter 4 son propre tact: il forme son opinion
en ‘comparant les divers témoignages et les circonstances dont le
délit est accompagné, aux résultats de ses réflexions et de son
cxpérience, et, sous ce rapport, une longue habitude d'interroger
et de juger les accusés donne beancoup d'avantages pour saisir la
vérité au milieu d'indices souvent contradictoires.

La question précédente dépend encore de la grandeur de la
peine appliquée au délit, car on exige naturellement, pour pro-
noncer la mort, des preuves heaucoup plus fortes que pour infliger
une détention de quelques mois. C'est une raison de proportionner
la peine au d4lit, une peine grave, appliquée 4 un léger délit,
devant inévitablement faire absoudre beaucoup de coupables. Le
produit de la probabilité du délit par sa gravité étant la mesure
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du danger que I'absolution de T'accusé peut faire éprouver a la
société, on pourrait penser que la peine doit dépendre de cette
probabilité. C'est ce que T'on fait indirectement dans les tribu-
naux, olt l'on retient pendant quelque temps Paccusé contre le-
quel s'éléevent des preuves trés-fortes, mais insuffisantes pour le
condamner. Dans la vue d'acquérir de nouvelles lumiéres, on ne
le remet point sur-le-champ au milieu de ses concitoyens, qui ne
le reverraient pas sans de vives alarmes. Mais T'arbitraire de cette
mesure, et Iabus qu'on peut en faire, T'ont fait rejeter dans les
pays ot I'on attache le plus grand prix & la liberté individuelle.

Maintenant, quelle est la probabilité que la décision d'un tri-
bunal qui ne peut condamner qu’d une majorité donnée sera
juste, c'est-a-dire conforme & la vraie solution de la question
posée ci-dessus? Ce probléme important, bien résolu, donnera le
moyen de comparer entre eux les tribunaux divers. La majorité
d'une seule voix dans un nombreux tribunal indique que l'affaire
dont il s'agit est & fort peu prés douteuse. La condamnation de
T'accusé serait donc alors contraire aux principes d’humanité, pro-
tecteurs de Yinnocence. L'unanimité des juges donnerait une trés-
grande probabilité d'une décision juste; mais, en sy astreignant,
trop de coupables seraient absous. If faut donc, ou limiter le
nombre des juges, si 'on veut gu'ils soient unanimes, ou accrottre
la majorité nécessaire pour condamner, lorsque le tribunal devient
plus nombreux. Je vais essayer d'appliquer le caleul & cet objet,
persuadé qu'il est toujours ‘Ie meilleur guide, lorsqu'on appuie
sur les données que le bon sens nous suggére,

La probabilitt que Fopinion de chaque.juge est juste entre
comme élément :principal dans ce calcul. Cette probabilité est
évidemment relative & chaque affaire. Si dans un tribunal de
mille et un juges, cinq cent un sont d'une opinion, et cing cents
sont de Fopinion contraire, il est visible que la probabilit¢ de
Topinion de chaque juge surpasse bien peu 1 ; car, en la suppo-
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sant sensiblement plus grande, une seule voix de différence serait
un événement invraisembiable. Mais si les juges sont unanimes,
cela indique dans les preuves ce degré de force qui entratne la
conviction : la probabilité de I'opinion de chaque juge est donc
trés-prés de I'unité ou de 1a certitude, & moins que des passions
ou des préjugés communs n'égarent 4 la fois tous les juges. Hors
de ces cas, le rapport des voix pour ou contre I'accusé doit seul
déterminer cette probabilité. Je suppose ainsi qu'elle peut varier
depuis  jusqu'a I'unité, mais quelle ne peut étre au-dessous
de +. Si cela n’était pas, la décision du tribunal serait insigni-
fiante comme le sort; elle n'a de valeur quautant que l'opinion
du juge a plus de tendance 4 la vérité qu'a Terreur. C'est ensuite
par le rapport des nombres de voix favorables et contraires 4 l'ac-
cusé que je détermine la probabilité de cette opinion. .

Ces données suffisent pour avoir Texpression générale de la
probabilité que la décision d’'un tribunal jugeant 4 une majorité
connue est juste. Dans les tribunaux o, sur huit juges, cing
voix seraient nécessaires pour la condamnation d'un accusé, la
probabilité de l'erreur 4 craindre sur la justesse de la décision,
surpasserait +. Si le tribunal était réduit a six membres, qui ne
pourraient condamner qu’a Ia pluralité de quatre voix, la proba-
bilité de l'erreur & craindre serait au-dessous de 441l y aurait
donc, pour I'accusé, un avantage  cette réduction dw tribunal.
Dans I'un et {autre cas, la majorité exigée est la méme et égale 4
deux. Ainsi cette majorité demeurant constante, la probabilité de
erreur augmente avec le nombre des juges: cela est général ,
quelle que.soit 1a majorité requise, pourvu quelle reste 1a méme.
En prenant done pour régle le rapport arithmétique, l‘acglLsg se. |
trouve dans une position de moins en moins avantageuse, & me-
sure que i@_._t!!.ihunﬁl _(iér{;i_éﬁ'tmplus nombreux. On Poui‘raii croire
que; dans un tribunal ot Ton exigerait une majorité de douze
voix, quel que fit le nombre des juges, les voix de la minorité,
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neutralisant un pareil nombre de.voix de la majorité, les douze
voix restantes représenteraient I'unanimité d'un jury de douze
membres, requise en Angleterre pour la: condamnation:d'un
accusé ; mais on serait dans une grande erreur:-le bon sens
fait voir qu'il y a différence entre la décision d'un tribunal de
deux cent douze juges, dont cent douze condamnent l'accusé,
tandis que cent T'absolvent, et celle d'un tribunal de douze
juges unanimes pour la condamnation. Dans le premier cas,
les cent voix favorables 4 l'accusé autorisent a penser que les
preuves sont loin d'atteindre le degré de force qui entraine la
conviction; dans le second cas, I'unanimité des juges porte &
croire qu'elles ont atteint ce degré. Mais le simple bon sens ne
suffit point pour apprécier I'extréme différence de la probabilité
de T'erreur dans ces deux cas ; il faut alors recourir au caleul, et
Ton trouve un cinquiéme 4 peu prés pour la probabilité de ler-
reur dans le premier cas, et seulement 7 pour cette probabilité
dans le second cas, probabilité qui n'est pas un milliéme de la
premiére. Cest une confirmation du principe que le rapport
arithmétique est défavorable 4 l'accusé, quand le nombre des
juges augmente. An contraire, si I'on Prend pour, regle le raPEort
géométrique, la probablhté de Terreur de la décision diminue
quand“le nombre des juges s'accroit. Par exemple, ‘dans les ri-
bimaux ¢ qm ‘0 peiivent “vondamner qua la pluralité des deux
tiers des voix, la probabilit¢ de I'erreur & craindre est 4 peu prés
un quart, si le nombre des juges est six ; elle est au-dessous de 1
si ce nombre s'¢léve 4 douze. Ainsi T'on ne doit se régler ni sur
le rapport arithmétique, ni sur le rapport géométrique, si l'on
veut que la probabilité de Terreur ne soit jamais au-dessus ni au-
dessous d'une fraction déterminée.

- Mais & quelle fraction doit-on se fixer? C'est ici que Farbitraire
commence, et les tribunaux offrent & cet égard de grandes varié-
tés. Dans les tribunaux spéciaux, ot cing voix sur huit suffisent
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pour la condamnation de Taccusé, la Probablhte de Yerreur 4
craindre sur la bonté du jugement est gz ou au-dessus de 4. La
grandeur de cette fraction est effrayante ; mais ce qui doit ras-
surer un peu est la considération que, le plus souvent, le juge
qui absout un accusé ne le regarde pas comme innocent : il pro-
nonce seulement qu'il n'est pas atteint par des preuves suffisantes
pour qu'il soit condamné. On est surtout rassuré par la pitié
que la nature a mise dans le ceeur de Thomme, et qui dispose
Tesprit 4 voir difficilement un coupable dans l'accusé soumis i
son jugement. Ce sentiment, plus vif dans ceux qui n'ont point
habitude des jugements criminels, compense les inconvénients
attachés a l'inexpérience des jurés. Dans un jury de douze mem-
bres, si la pluralité exigée pour la condamnation est de huit.
voix sur douze, la probabilité de l'erreur 4 craindre est i, ou
un peu plus grande qu'nn huitiéme ; elle est & peu prés 4 si cette
pluralité est de neuf voix. Dans le cas de I'unanimité, la proba-
bilité de l'erveur & craindre est g5, c'est-d-dire plus de mille fois
moindre que dans nos jurys. Cela suppose que I'unanimité résuite
uniquement des preuves favorables ou contraires 4 'acensé; mais
des motifs entiérement étrangers doivent souvent concourir i la
produire, lorsqu'elle est imposée au jury comme une condition
nécessaire de son jugement. Alors ses décisions dépendant du
lempérament, du caractére et des habitudes des jurés, elles sont
quelquefms contraires aux décisions que la majorlte du jury au-
rait prlses g1l n'eiit écoutd que les preuves; ce qul me Para1t étre
un grand défaut de cette maniére de juger.

La probabilité des décisions est trop faible dans nos jurys, et

_Je pense que, pour donner une garantie suffisante 4 I'imnocence,

on doit exiger au moins la pluralité de neuf voix sur douze.
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attacher les deux individus I'un 4 T'autre, et qui leur font désirer
le bien-étre de celui qui doit survivre. Les établissements dans
lesquels on peut ainsi placer ses capitaux, et, par un léger sacrifice
de son revenu, assurer I'existence de sa famille pour un temps ot
T'on doit craindre de ne.plus suffire 4 ses hesoins, sont donc trés-
avantageux aux moeurs, en favorisant les plus doux penchants de
la nature. lis n'offrent point {'inconvénient que nous avons remar-
qué dans les jeux méme les plus équitabies, celui de rendre la
perte plus sensible que le gain; puisqu'au contraire ils offrent les
moyens d’échanger le superflu contre des ressources assurées
dans l'avenir. Le Gouvernement doit donc encourager ces établis-
sements, et les respecter dans ses vicissitudes; car les espérances
qu'ils présentent, portant sur un avenir éloigné, ils ne peuvent
prospérer qu'a l'abri de toute inquiétude sur leur durée.
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CHAPITRE X1

DE LA PROBABILITE DES TEMOIGNAGES.

iy, Je vais d'abord considérer un seul témoin. La probabilité
de son témoignage se compose de sa véracité, de la possibilité de
son erreur, et de la possibilité du fait en lui-méme. Pour fixer
les idées, concevons que {on ait extrait un numéro d'une urne
qui en renferme e nombre =, et qu'un témein du tirage annonce
que le n° 7 est sorti. L'événement ohservé est icile témoin annon-
gant la sortie du n® i. Soit p la véracité du témoin, ou la proba-
bilité qu'il e cherche point & tromper; soit encore r la proba-
bilit¢ qu'il ne se trompe point.

Cela posé, on peut former les quatre hypothéses suivantes: ou
le témoin ne trompe point el ne se trompe point; ou il ne trompe
point et se trompe; ou il trompe et ne se trompe point; enfin,
ou il trompe et se trompe 4 la fois. Voyons quelle est, & priori,
dans chacune de ces hypothéses, la probabilité que le témoin an-
noncera-la sortie du n° 7.

8i le témoin ne trompe point et ne se trompe point, le n° ¢

. . agel s, . L1
sera sorti; mais la probabilité de cette sortie est & priort, —5 en la

multiphiant par la probabilité pr de I'hypothése, on aura p_nr pour

la probabilité enti¢re de 'événement observé, dans cette premicre
hypothése.

Si le témoin ne trompe point et se trompe, le n° 7 ne doit point
étre sorti, pour qu'il annonce sa sortie; la probabilité de cela est

n—1 . i " . -
s Mats l'erreur du témoin doit porter sur T'un des numéros
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non sortis, Supposons qu'elle puisse également porter sur tous :
. , o 1 e
la probabilité qu'elle portera sur le n° 7 sera — la probabilité

que le témoin, ne trompant point et se trompant, annoncera le
1

. n—1
n®i, est done — .
n o n—1

p{1—r) de I'bypothése elle-méme, on aura p-{1=r)

n

pour la Prd-

babilité de T'événement observé, dans cette seconde hypothése.
Siie témoin trompe et ne se trompe point, le n° ¢ ne sera point

n—1

sorti, et la probabilité de cela est : mais le témoin doit choisir

. ‘ lemoi ST

parmi les n—1 numéros non sortis, le n° i. i I'on suppose que
. . . , 1

son choix puisse également porter sur chacun d'eux, —— sera

h—1 1 1
ou -
n—1 n
est donc 1a probabilité que le témoin annoncera le n° i. En la
multipliant par la probabilité (1—p).r, de hypothése, on aura

Li——np—)'r pour la probabilité entiére de I'événement observé, dans

cette troisieme hypothése.
Enfin, si le tdmoin trompe et se trompe, la probabilité qu'il ne

la probabilité que son choix se fixera sur le n°® i;

croira pas le n° ¢ sorti sera n—n_-—l, et la probabilité qu'il le choi-

. . , . . . 1
sira parmi les n—1 numéros qu'il ne croira pas sortis sera ——;
n—i1 1 1 ey v .
T O — sera donc la probabilité qu'il annoncera la sortie
—_— n

du n° i. En la multipliant par la probabilité (1—p). (1--r) de

thypothése, on aura h——;a)_n(;—r) pour ld probabilité de I'événe-

ment observé, dans cetie quatriéme hypothése.

Cette hypothése renferme un cas dans lequel Ie n° ¢ est sorti;
savoir, 1o cas dans lequel e n° { ¢tant sorti, le témoin ne le croit
pas sorti, et le choisit parmi les n-—1 numéros qu'il ne croit pas

ou % En la multipliant par la probabilité |
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sortis. La probabilité de cela est le produit de ~;— par n—j—_—l En
multipliant ce produit, par la probabilité ( 1—p}.{1—r) de Thy-
pothése, on aura (=p).{1=r) pour la probabilité du cas dont il

o n.(n—1)
sagit.

On peut arriver aux mémes résultats de cette maniére. Soient
a, b, ¢, d, i, etc. les n numéros. Puisque le témoin se trompe,
il ne doit point croire sorti, le numéro sorti; et puisquil trompe,
il ne doit point annoncer comme sorti, le numéro qu'il croit sorti.
Mettons donc 4 Ja premiére place le numéro sorti; 4 Ia seconde,
le numéro que,le témoin croit sorti; et 4 la troisiéme, le numéro
quil annonce. Parmi toutes les combinaisons possibles des nu-
méros trois 4 trois, sans exclure celles ou ils sont répétés, it n'y a
de compatibles avec Ihypothése présente que celles ot le numéro
qui occupe i§a seconde place n'occupe ni la premiére, ni la troi-
sitme; tellessont les combinaisons aba, abe, ete. Or il est facile
de voir que le nombre des combinaisons qui satisfont aux deux

conditions précédentes est n.n—1 ; car la combinaison b peut
se combiner avec les n —1 numéros autres que b, et le nombre
des combinaisons ab, ba, ac, est n.n—1. Maintenant les combi-
naisons dans lesquelles le numéro i est annoncé sans étre sorti
sont de la forme abi, bai, aci, ete. et le nombre de ces combi-

naisons est »—1.n—2; ainsi la probabilité quune de ces com-
n-—2

binaisons aura lieu est

. Les combinaisons dans lesquelles
n.n-—1 .

le numéro ¢ étant sorti, il est annoncé, sont de la forme iaz,
tbi, etc. et le nombre de ces combinaisons est visiblement n—1;

la probabilité qu'une de ces combinaisons aura lieu est donc
i

——. N faut multiplier toutes ces combinaisons par la proba-
R.h—1

bilité {1—p).(1-—r) de Thypothése; et alors on aura les résultats
précédents.
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Maintenant, pour avoir la probabilit¢ de la sortie du numéro
i, on doit faire une somme de toutes les probabilités précédentes,
relatives & cette sortie, et la diviser par la somme de toutes ces
probabilités; ce qui donne pour cette probabilité,

pr_ (=p)(1-7)

n n.{n—1)
I e P (O S e (e

ou pr—+ —-—-—(lmﬁ}'_(i_r).

Si r est égal & T'unité, ou si le témoin ne se trompe point, la
probabilité de la sortie du numéro 1 sera p, c'est-d-dire la pro-
bahilité de la véracité du témoin.

Si n est un trés-grand nombre, cette probabilité sera a trés-
peu prés pr, ou la probabilité de la véracité du témoin, multipliée
par la probabilité qu'il ne se trompe point.

Nous avons supposé que l'erreur du témein, lorsqu'il se trompe,
peut également tomber sur tous les numéros non sortis; mais
cette supposition cesse d'avoir lieu si quelques-uns d’eux ont plus
de ressemblance que les autres avec le numéro sorti, parce que
la méprise a leur égard est plus facile. Nous avons encore supposé
que le témoin, lorsqu'il trompe, n'a pas de motif pour choisir un
numéro plutdt qu'un autre; ce qui peut ne pas avoir lieu. Mais il
serait trés-difficile de faire entrer dans une formule toutes ces
considérations particuliéres.

45. Supposons maintenant que l'urne contienne n—1 boules
noires et une boule blanche, et qu'en ayant extrait une boule, un
témoin du tirage annonece la sortie d'une boule blanche. Détermi-
nons la probahilité de- cette sortie. Nous formerons les mémes
hypothéses que nous venons de faire. Dans la premiére, la pro-

babilité de la sortie de 1a boule blanche est, comme ¢i-dessus, _Pn_’"

LIVRE DEUXIEME. 493

Dans la seconde hypothése, le témoin se trompant sans tromper,
. . a ] e, -
une boule noire doit étre sortie, et la probabilité de cela est -B-l,

et comme le témoin supposé véridique doit énoncer ia sortie d'une
boule blanche, par cela seul qu'il se méprend, la probabilité de

cette annonce sera done n;nl , probabilité qu'il faut multiplier par
la probabilité p.(1—r} de Thypothése, ce qui donne B,.(,lf_’;;}_ﬂ.:l
pour la probabilité de I'événement observé, dans cette hypothése.
Dans la troisieme hypothése, le témoin étant supposé tromper et
ne point se tromper, une houle noire doit étre sortie, et la proba-
n

hilité de cgla est ;_] .Enla multipiiaipar la Probabilité_ (1—p).7

de cette hypothése, on aura w pour la probabilité de

Pévénement ébservé dans cette hypotheése. Enfin, dans la qua-
triéme hypothése, le témoin trompant et se-trompant, ne peut
annoncer la sortie de la boule blanche qui'autant qu'elle sera sortie.

La probabilité de cette sortie est % En la multipliant parla pro-
babifité (1 —p).(1~r) de Thypothése, on aura {—l—ﬁ—ﬂ)ﬁil—_—r—) pour

1a probabilité de ¥'événement observé dans cette hypothése.

Présentement, si T'on réunit parmi les probabilités précédentes
celles dans lesquelles la boule blanche est sortie, on aura la pro-
babilité de cette sortie, en divisant leur somme par {a somme de
toutes les probabilités, ce qui donne ‘

pr+(i—p).{1—r)
pr+(1—p){1—r)+[p.(0—r)+ (1—p}.r].(n—1)

pouria probabilité de la sortie de 1a boule blanche; par conséquent

[p-(1—r)+{1—p).r].(n—1)
pr+(i—p)i—r)+{p.(i —r)+{1—p).ri(n—1)
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est la probabilité que le fait attesté par le témoin du tirage n'a
pas eu lien.

On peut observer ict, que si 'on nomme q fa probabilité que
fe témoin énonce la vérité, on aura

g=pr-=(1—p).1—1}3
car il est visible qu'l dit vrai dans le cas dont il s'agit, soit qu'il
ne trompe point et ne se trompe point, soit qu'il trompe et se
trompe. Cette expression de g donne

1—g==p (1—7)=-(1-—p).1.
En effet, la probabilité 1—¢ qu'il n'énonce pas la vérité est la
probabilité qu'il ne trompe point et se trompe, plus la probabilité
qu'il trompe et ne se trompe point. L'expression précédente de la
probabilité que le fait attesté est faux devient ainsi
(1-—g){n—1}
g+(1—gl{n—1)’

Si 1e nombre n—1 des boules noires est trés-grand, cette pro-
babilité devient, 4 trés-peu prés, égale & I'unité ou 4 la certitude,
pour peu que I'erreur ou le mensonge du témoin soient probables.
Alors le fait qu'il atteste devient extraordinaire. Ainsi I'on voit
comment les faits extraordinaires affaiblissent la croyance due
aux témoins; le mensonge ou I'erreur devenant d’autant plus vrai-
semblables que le fait attesté est plus extraordinaire en lui-méme.

46. Considérons présentement deux urnes 4 et B, dont la pre-
miére contienne un grand nombre n de boules blanches; et la
seconde, le méme nombre de boules noires. On tire de T'une de
ces urnes une boule que Yon remet dans I'autre urne; ensuite on
tire une boule de cette derniére urne. Un 1émoin du premier tirage
atteste qu'une boule blanche est sortie; un témoin du second
tirage atteste pareillement qu'il a vu extraire une boule blanche.
Chacun de ces témoignages, considéré isolément, n'offre rien
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d’invraisemblable; mais la conséquence qui résulte de leur en-
semble est que la méme boule sortie au premier tirage a reparu
au second, ce qui est un phénoméne d'autant plus extraordinaire,
que 7 est un plus grand nombre. Voyons comment la valeur de
ces témoignages en est affaiblie.

Nommons ¢ la probabilit¢ que le premier témoin énonce la
vérité, On voit, par le numéro précédent, que dans le cas présent
cette probabilité se compose de 1a probabilité que le témoin ne
trompe point et ne se trompe point, ajoutée 4 la probabilité qu'il
trompe et se trompe a la fois; car le témoin, dans ces deux cas,
¢nonce la vérité, Soit ¢’ la méme probabilité relative au second
témoin. On peui former ces quatre hypothéses : ou le premier et
le second témoin disent la vérité; ou le premier dit Ja vérité, le
second ne la disant point; ou le second témoin dit la vérité, le
premier ne la disant point; ou enfin aucun des deux ne dit la
vérité. Déterminons ¢ priori, dans chacune de ces hypothéses, la
probabilité de I'événement observé.

Cet événement est I'annonce de la sortie d'une boule blanche
a chaque tirage. La probabilité qu'une boule blanche est sortie au
premier tirage est 4, puisque la boule extraite peut é&tre égale-
ment sortie de I'urne 4 ou de 'urne B. Dans le cas ot elle a été
extraite de I'urne 4, et mise dans I'urne B, n+ 1 boules sont con-
tenues dans cette derniére urne; et la probabilité d'en extraire la

boule blanche est #; le Prodilit de % par ri? est donc la pro-
babilité & priert, de Yextraction d'une boule blanche, dans les deux
tirages consécutifs, En la multipliant par la probabilité g4’ que les
deux témoins disent la vérité, on avra

g9
2.(n-+1)

pour la pfobabilité de 'événement observé, dans la premiére
hypothése.
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Dans la seconde hypothése, la boulea été exiraite de I'urne 4,
et mise dans 'urne B : la probabilité de cette extraction est 1. De
plus, puisque le second témoin ne dit pas la vérité, une boule
noire a éé extraite de f'urne B, et la probabilité de cette extrac-

. n .« q n .
tion est ———. En multipliant done } par T ot le produit par

la probabilité q. (1—¢'}, que le premier témoin dit la vérité,
tandis que le second ne la dit pas, on aura
g.(1—¢")n
a.{n+41) _

pour 1a probabilité de I'événement observé dans la seconde hy-
pothése,

Dans la troisiéme hypothése, une boule noire a été extraite de
I'urne B, et mise dans I'urne 4 : 1a probabilité de cette extraction
est L. De plus, une boule blanche a été ensuite extraite de Turne

A, et la probabilité de cette extraction est " .en multipliant
n-+1

donc § par Tl:—-l , et le produit par la probabilité (1—g).4', que
le second témoin dit la vérité, tandis que le premier ne la dit
pas, on aura
{1—-g}.¢.n
2.(n+1)

pour la probabilité relative 4 la troisiéme hypothése.

Enfin, ddns la quatriéme hypothése, une boule noire a d’ abord
été extraite de 'urne B, et la probabilité de cette extraction est .

Ensuite cette boule noire mise dans I'urne 4, en a été extraite au

second tirage, et la probablhté de cette extraction est —— + :en

multipliant done le produit de ces deux probabilités, par la pro-

babilité (1—g).(1—¢') qu'aucun des témoins ne dit la vérité,
on aura :
(1-q).(1—g")

2.(n+1)
pour la probabilité relative 4 la quatriéme hypothése.
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Maintenant la probabilité du fait qui résulte de I'ensemble des
deux témoignages, savoir, qu'une boule blanche extraite au pre-
mier tirage a reparu au second tirage, est visiblement égale 4 la
probabilité relative & la premiére hypothése, divisée par la somme
des probabilités relatives aux quatre hypothéses; cette probabilité
est donc

_ 9¢ _

gq+(1—¢).(0—¢')+[g.1—4 )+ ¢ . (1—~¢)].n
Le phénoméne de 1a réapparition d'une houle blanche an second
tirage devient d’autant plus extraordinaire, que le nombre n des
boules de chaquié urne est plus considérable; et alors la probabilité
précédente devient trés-petite. On voit done que la probabilité du
fait résultant de Tensemble des témoignages est extrémement affai-
blie, lorsqu'il est extraordinaire.

47. Considérons les témoignages simultanés: supposons deux
témoins d’accord sur un fait, et déterminons sa probabilité. Pour
fixer les idées, supposons que le fait soit 'extraction dun®i, d'une
urne qui en renferme le nombre »; en sorte que I'événement ob-
servé soit Taccord de deux témoins du tirage, & énoncer la sortie
du n° 7. Nommons p et p leurs véracités I‘ESPGCthEb, et suppo-
sons, pour simplifier, qu'ils ne se trompent point. Cela posé, on
ne peut former que ces deux hypothéses : les témoins disent la
vérité; les témoins trompent.

Dans la premiére hypothése, le numéro 1 est sorti, et la pro-

babilité de cet événement est l. En la muitipliant par le produit

des véracités p et p’ des temoms on aura pour la probabilite

de I'événement observé, dans cette hypothese.
Dans la seconde, le numéro i n'est pas sorti, et la probabilité

] n—1 . ' - a1 1
de cet événement est ; mais les deux témoins s'accordent a

choisir le numére ¢ parmi les n— 1 numéros non sortis. Or le
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nombre des combinaisons différentes qui peuvent résulter de leur
choix est (n —1)*, et dans ce nombre, ils doivent choisir celle ot
le numéro i est combiné avec lui-méme; la probabilité de ce choix

est donc (_ni“")' En la multipliant par la probabilité précédente
n~—1

» et par les produits des probabilités 1 —p et 1—p’ que les
temoms trompent; on aura (—l-—_-f-)(—) pour la probabilité de
n.n—

Tévénement observé, dans la seconde hypothése. :
Maintenant on aura la probabilité de ia sortie du numéro i, en

divisant la probabilité relative 4 la premiére hypothése, par la

somme des probabilités relatives aux deux hypothéses; on aura

done pour cette probabilité,

PP . (0)
;o L—p).0—p)?
pplt pn) - 1 P)
si n==2, alors la sortie du numéro i est aussi probable que sa
non sortie; et la probabilité de sa sortie, résultante de 1'accord
des témoignages, est
PP
pp'+(t—p)-(1—p)’

Clest généralement la probabilité d'un fait attesté par deux témoins,
lorsque I'existence du fait est aussi probable que sa non-existence,
Si les deux témoins sont également véridiques, ce qui donne p'=p,
cette probabilité devient

En général, si un nombre r de témoins ¢galement véridiques aflir-

ment lexistence d'un fait de ce genre, sa probabilité résultante des
témoignages sera

P

p+{1—p)’
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Mais cette formule n'est applicable quau cas ou l'existence du fait
et sa non-existence sont en elles-mémes également probables.

Sile nombre n des numéros de Purne est trés-grand, la formule
(o) devient a trés-peu prés I'unité; et par conséquent la sortie du
numéro { est extrémement probable. Cela tient 4 ce qu'il est trés-
peu vraisemblable que les témoins voulant tromper, s'accordent
a énoncer le méme numéro, lorsque I'urne en contient un grand
nombre. Le simple bon sens indique ce résultat du calcul ; mais
on voit en méme temps que la probabilité de la sortie du numéro
est beaucoup diminuée, si les deux témoins cherchant & tromper,
ont pu s'entendre.

Supposons maintenant que le premier témoin affirme la sortie
du numéro 1, et que le second témoin affirme la sortie du nu-
méro i. On peut former alors les trois hypothéses suivantes. Le
premier témoin dit la vérité et le second trompe. Dans ce cas, le

numeéro 1 est sorti, et la probabilité de cet événement est ;1!- De

plus, le second témoin qui trompe, doit choisir parmi les autres
numéros non sortis, le numéro 7, et la probabilité¢ de ce choix

est — ! Le produit de ces deux probabilités, par le produit des

probablhtés pet1—p, que le premier témoin ne trompe pas et
que te second trompe, sera la probabilité de I'événement observe,
ou de Pénonciation de la sortie des numéros i et ¢, dans cette
hypothése; probabilité qui est ainsi li.:i’_)
t.n—1
Dans la seconde hypothése, le premier iémoin trompe, et le
second ne trompe pas. Alors le numéro i’ est sorti; et la proba-

bilité de cet événement est -:I De plus, le premier témoin choisit

le numéro 7 sur les n—1 numéros non soriis, et la probabilité de ce

choix est — . En multipliant le produit de ces deux probabilités,
n—1
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par le produit des probabilités 1—p et p/, que le premier témoin
trompe et que le second ne trompe pas, on aura {_'_j_P)_L
n.R—1
Enfin, dans la troisiéme hypothése, les deux témoins trompent

a 1a fois. Alors aucun des deux numéros i et ¢ n'est sorti. La pro-
babilité de cet événement est n;nz. De plus, le premiér témoin

doit choistr le numéro ¢, et le second doit choisir le numéro 7',
parmi les a—1 numéros non sortis, et la probabilité de cet événe-

ment composé est (#); En muitipliant le produit de ces deux

probabilités, par le produit des probabilités 1—p v et 1 jf'_ qu_gia

Lo . —2, 1 —p. 1 —p
premier et le second témoin trompent, on aura PR lopl P
: n.n—)

pour la probabilité de I'événement observé, dans cette hypothése:
Maintenant on aura la probabilité de Ia sortie du numéro ¢, en
divisant la probabilité relative 4 la premiére hypothése, par la
somme des probabilités relatives aux trois hypothéses; la proba-
- bilité de cette sortie est donc

p-i=p)
R B

Si n= 1, cest-a-dire si Fexistence de chaque fait attesté par les
deux témoins est, 4 priort, aussi probable que sa non-existence;
alors la probabilité¢ précédente devient L, lorsque p=p'; ce qui
est visible d'ailleurs, les deux témoignages se détruisant récipro-
quement. En général, si un fait de ce genre est atlesté par r
témoins, et nié par v témoins, tous également véridiques, il est
facile de voir que sa probabilité sera
P .
P+ (—p)?
c'est-3-dire, la méme que si le fait était attesté par r—r' témoins.
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48. Considérons présentement une chaine traditionnelle de r
témoins, et supposons que le fait transmis soit la sortie du nu-
méro { d'une urne qui renferme n numéros. Désignons par y, sa
probabilité. L'addition d'un nouveau témoin changera cette pro-
babilité en y..,, probabilité qui sera formée, 1° du produit de y,
par la véracité du nouveau témoin, véracité que nous désignerons
par p...; 2° du produit de la probabilité 1—P,., qUe ce nouveau
témoin trompe, par la probabilité 1 — 7. que le témoin précédent

n'a pas dit la vérité, et par la probabilité que le nouveau

1
n—1
témoin choisira le numéro sorti, dans le nombre des r — 1 nu-
meras autres que celui qui lui a été indiqué pay le témoin préceé-
dent; on aura done

J:h-.-::Pr+1"yr+ ﬁ (i_"pr'kl)‘(l_y")_;

équation dont l'intégrale est

yr:;’; +C. (rpi—1}.(ppy—1).... (Ap, —1)

(r—1)r

C étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, on obser-
vera que la probabilit¢ du fait, d’aprés le premier témoignage, est,
par ce qui précéde, égale 2 p.; on a done y,=—= pis ce qui donne

C—= n—:I- ; partant

= % + (a—1) ' (np,—l).(nén,—l)).....(np,—l) .

Si n est infini, on a

- —— L 1 . . i} - - -
Si n==13, c'est-d-dire, si Texistence du [ait est aussi prohable que
53 non-existence, on a

J’r#%+%.(2p,~z).(zp,—1) ..... (zp,—l).
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En général, 4 mesure que la chaine traditionnelle se prolonge,
¥, approche indéfiniment de sa iimite%,' limite qui est la probabi-

lité & priori, de la sortie du numéro 1. Le terme ? nﬁ,——lz) etc.

de 'expression de y,, est done ce que la chaine des témoins ajoute
a cette probabilité. On voit ainsi comment la probabilité s'affaiblit
4 mesure que la tradition se prolonge. A la vérité, les monuments,
Timprimerie et d'autres causes peuvent diminuer cet effet iné-
vitable du temps; mais 1ls ne peuvent jamais entiérement le dé-
truire.

$1 Yon a deux chaines traditionnelles, chacune de r témoins;
si I'on suppose les témoins de ces chaines, également véridiques,
et st le dernier témoin de I'une des chalnes s'accorde avec le
dernier de Tautre a affirmer 1a sortie du numéro 1; on aura la
probabilité de cetie sortie, en substitnant y, pour p et p', dans la
formule (o) du numéro précédent, qui devient par 14,

——ty
VAT
¥t n—yl

19. Considérons deux témoins dont p et p’ soient les véracités
respectives. On sait que tous deux, ou du moins I'un d’eux, sans
étre contredit par Iautre qui, dans ce cas; n'a point prononcé,
affirment que le numéro ; est sorti d'une urne qui en renferme le
nombre n. En supposant toujours qu'on n'a extrait qu'un seul
numéro, on demande la probabilité de ia sortie du numéro 1.

Soient r et ' les probabilités respectives que les témoins pro-
noncent. On ne peut faire ici que les quatre hypothéses suivantes :
1° les deux témoins prononcent et disent la vérité; 2° les deux
témoins prononcent et trompent; 3° I'un des témoins prononce
et dit la vérité, et lautre témoin ne prononce pas; 4° I'un des
témoins prononce et trompe, et lautre ne pronence point.

Dans la premiére hypothése, le numéro i est sorti, et la probabi-
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lité de eet événement est % 1 faut la multiplier parle produit des

probabilités r et r' que les deux témoins ont prononcé, et par le
produit des probabilités p et p’ qu'ils disent la vérité; on aura ainsi
pp.rr’
n
pour la probabilité de Pévénement observé, dans cette hypothése.

Dans la seconde, le numéro 7 n'est pas sorti, et la probabilité

de cet événement est ~—*

. Mais si les deux témoins trompent
sans s'entendre, la probabilité qu'ils s'accorderont & énoncer le
méme numéro i, est (TETJ"‘ i faut multiplier le produit de ces

probabilités par la probabilité rr’ que les deux témoins prononcent
a la fois, et par la probabilité (1—p).( 1—p') qulils trompent tous
denx. On aura ainsi

(1~P)-(1—P’)- rr'

n.n—1
pour la probabilité de I'événement observé dans la seconde hy-
pothése. : :
Dans la troisi¢me, le numéro i est sorti, et 1a probabilité de cet

événement est ':T Il fautla mulﬁplier par la probabilité pr.(1—r)

-~p'7.(1—7), que T'un des témoins prononce en disant la vérité,
tandis que l'autre témoin ne prononce point. On aura ainsi

pr.{i—r)4p'r'{1—r)
n

pour la probabilité de 'événement observé dans cette hypothése.
Enfin, dans la quatriéme, le numéro i n'est pas sorti, et la

Probabilité de cet événement est ="

; mais le témoin qui trompe

doit le choisir dans les n -1 numéros non sortis, et la probabilité
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1
n—1’
bilités par la probabilité (1—p}.r.1—7')+(1—p').r' .(1—7r) que
'un des témoins pronongant, trompe, tandis que l'autre témoin
ne prononce point. On a ainsi
(=p) r o=V -H (1 —p)r 1—0)

n

de ce choix est

Il fant multiplier le produit de ces proba-

pour la probabilité correspondante 4 la quatriéme hypothése.
Maintenant on aura }a probabilité de la sortie du numéro i, en
divisant la somme des probabilités relatives 4 Ia premiére et 4 la
troisieme hypothése, par la somme des probabilités relatives &
toutes les hypothéses; ce qui donne pour cette probabilité

ppl.rr'+pri—r Y\ 4-p'r(1—1)

pporr 4+ rfi—rY - i—r)+ (lfp)'('“P')-rr’.
n—t

Ces exemples indiquent suffisamment la méthode d'assujettir au
calcul des probabilités, les témoignages.

50. On peut assimiler le jugement d'un tribunal qui prononce
entre deux opinions contradictoires, an résultat des témoignages
de plusieurs témoins de l'extraction d'un numéro d'une urne qui
ne contient que deux numéros. En exprimant par p la probabilité
que le juge prononce la vérité; la probabilité de la bonté d'un
jugement rendu & 'unanimité sera, par ce qui précéde,

. ”
p+(—p)’
r étant le nombre des juges. On peut déterminer p par I'obser-
vation du rapport des jugements rendus 4 'unanimité par le

. tribunal, au nombre total des jugements. Lorsque ce nombre est

trés-grand, en le désignant par n, et par 7 le nombre des juge-
ments rendus & Iunanimité, on aura i fort peu preés

r [ — i.
p—py=1gi

B RN ——————— el b
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la résolution de cette équation donnera la véracité p des juges.
Cette équation se réduit & un degré de moitié moindre, en faisant

p= i_—?@. Flle devient alors

(1...\/E)r+(|—\/5)r$i_
2T n'

, . . r r—1 .
équation qui, développée, est du degré 7 0u ——, suivant que r

est pair ou impair.
La probabilité de la bonté d'un nouvean jugement rendu
I'unanimité sera

1— 1:.-.(1—}3)’.

Si 'on suppose le tribunal formé de trois juges, on aura

Qi—n
P:";":t \/la.n '

Nous adopterons le signe 4+, car il est naturel de supposer 4
chaque juge une plus grande probabilité pour la vérité que pour
Terreur. Si la moitié des jugements rendus par le tribunal a été

rendue 4 P'unanimité, alors % = %, et Ton trouve p—o0,78g. La
probabilit¢ d'un nouveau jugement rendu a l'unanimité sera
0,981. Si ce jugement n'est rendu qu'a {a pluralité, sa proba-
bilité sera p ou o,789.

En général, on voit que la probabilité 1— %(1— p) de la
bonté d'un nouveau jugement rendu 4 I'unanimité est d'autant
plus grande que r est un plus grand nombre, et que les valeurs

i M I L1
de p et de — sont plus grandes, ce qui dépend des lumiéres des
juges. 1l y a donc un grand avantage 4 former des tribunaux
d'appel, composés d'un grand nombre de juges choisis parmi les
personnes les plus éclairées.
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Loy 1
3512,3 100" 3534,08
11327
11328°
Nt_awton avait trouvé, parles observations de Pound, surla plus
grande élongation du quatriéme satellite de Saturne, la masse de

est égale 4

o , 1 . , ..
cette planéte égale & Jop, 3 0 qui surpasse d'un sixidme le ré-
sultat précédent. 1 y a des millions de milliards 4 parier contre
un, que celui de Newton est en erreur; et l'on n'en sera point
surpris, si fon considére la difficulté d'observer les plus grandes
¢longations des satellites de Saturne. La facilité d'observer celles
des satellites de Jupiter a -rendu, comme on I'a vu, heaucoup
plus exacte la valeur que Newton a conclue des observations
de Pound.

De la probabilité des jugements.

Jai assimilé, dans le n° 50 du second livre, le jugement d’un
tribunal qui prononce entre deux opinions contradicioires, au
résultat des témoignages de plusieurs témoins de l'extraction du
numéro dune urne qui ne contient que deux numéros. Il y a
cependant, entre ces deux cas, cette différence, savoir, que la
probabilité du témoignage est indépendante de la nature de la
chose attestée, parce que fon suppose que le témoin n'a pu se
tromper sur cette chose, au lieu qu'un objet en litige peut étre
environné d'obscurités telles que les juges, en leur supposant
toute la bonne foi dégirable, peuvent étre cependant d’avis con-
traires. La nature de Taffaire qui leur est soumise doit donc
influer sur leur jugement. Je vais faire entrer cette considération
dans les recherches suivantes, en 'appliquant aux jugements en
matiére criminelle.

Il faut sans doute aux juges, pour condamner un accusé, les
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plus fortes preuves de son délit; mais une preuve morale n'est

jemais qu'une probabilité, et I'expérience n'a que trop fait con-

naitre les erreurs dont les jugements criminels, ceux méme qui
paraissent étre les plus justes, sont encore susceptibles. La pos-
sihilité de réparer ces erreurs est le plus solide argument des
philosophes qui ont voulu proserire la peine de mort. Nous de-
vrions donc nous abstenir de juger, s'il nous failait attendre I'évi-
dence mathématique. Mais lorsque les preuves ont une force telle
que le produit de Terreur 4 craindre, par sa faible probabilité,

_soit inférieure au danger qui résulterait de I'impunité du crime,

le jugement est commandé par Uintérét de la société. Ce juge-
ment se réduit, si je ne me trompe, 4 la solution de la question
suivante : la preuve du délit de T'accusé a-t-elle e haut degré de
probabilité nécessaire pour que les citoyens aient moins & redou-
ter les erreursides tribunaux, sl est innocent et condamné, que
ses nouveaux attentals, et ceux des malheureux qu'enhardirait
I'exemple de son impunité, sil était coupable et absous? La solu-
tion de celte question dépend de plusieurs éléments trés-difficiles
a connaitre. Telle est Timminence du danger qui menacerait la
société, silaccusé criminel restait impuni. Quelquefois ce danger
est si grand, que le magistrat se voit obligé de renoncer aux formes
sagement établies pour la sireté de innocence. Mais ce qui rend
presque toujours la question dont il s'agit insoluble est I'impos-
sibilité d’apprécier exactement ta probabilité du délit, et de fixer
celle qui est nécessaire pour la condamnation de I'accusé. Chague
juge, & cet égard, est forcé de s'en rapporter 4 son propre tact.
Il forme son opinion, en comparant les divers témoignages et les

- circonstances dont le délit est accompagné, aux résultats de ses

réflexions et de son expérience; et, sous ce rapport, une longue
habitude d'interroger et de juger les accusés donne heaucoup
d’avantages pour saisir la vérité, au milieu d'indices souvent con-
tradictoires.
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La question précédente dépend encore de la grandeur de la
peine appliquée au délit; car on exige naturellement, pour pro-
noncer la mort, des preuves beaucoup plus fortes que pour in-
fliger une détention de quelques mois, C'est une raison de pro-
portionner 1a peine au délit, une peine grave, appliquée a un
léger délit, devant inévitablement faire absoudre beaucoup de
coupables. Le produit de la probabilité du délit, par sa gravité,
étant la mesure du danger que l'absolution de I'accusé peut faire
éprouver & la société, on pourrait penser que la peine doit dé-
pendre de cette probabilité. Cest ce que I'on fait indirectement
dans les tribunaux, ot I'on retient pendant quelque temps l'ac-
cusé contre lequel s'élévent des preuves trés-fortes, mais insuffi-
santes pour le condamner. Dans la vue d'acquérir de nouvelles
lumiéres, on ne le remet point sur-le-champ au milieu de -ses
concitoyens, qui ne le reverraient pas sans de vives alarmes,
Mais l'arbitraire de cette mesure, et l'abus qu'on en peut faire,
Vont fait rejeter dans les pays ol Ton attache un trés-grand prix
a la liberté individuelle.

Maintenant, quelle est la probabilité que la décision d'un tri-
bunal, qui ne peut condamner qu'd une majorité donnée, sera
juste, -Cest-a-dire conforme & la vraie solution de la question
posée ci-dessns? Ce probléme important, hien résolu, donnera
le moyen de comparer entre eux les tribunaux divers. La majo-
rité d'une seule voix, dans un nombreux tribunal, indique que
Taffaire dont il sagit est & pew prés douteuse. La condamnation
de Taccusé serait donc alors contraire aux principes d’humanité
protecteurs de Iinnocence. L'unanimité des juges donnerait une
trés-grande probabilité d'une décision juste; mais, en s'y astrei-
gnant, trop de coupables seraient absous. 1l faut done, ou limiter
le nombre des juges, si l'on veut quiils scient unanimes, ou ac-
croitre la majorité nécessaire pour condamner, lorsque le tribu-
nal devient plus nombreux. Je vais essayer d’appliquer le calend
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4 cet objet, persuadé que les applications de ce genre, lors-
qu'elles sont bien conduites et fondées sur des données que le
bon sens nous suggére, sont toujours préférables aux raisonne-
ments les plus spécienx. .

La probabilit¢ que l'opinion de chaque juge -est juste entre
comme élément principal dans ce calcul. Cette probabilité est
évidemment relative 4 chaque affaire. Si dans un tribunal de
mille et un juges, cinq cent un sont d'une opinion et cing cents
sont d'une opinion contraire, il est visible que Topinion de chaque
juge surpasse bien peu ; car, en la supposant sensiblement plus
grande, une seule voix de différence serait un événement invrai-
semblable. Mais si les juges sont unanimes, cela indique dans les
preuves ce degré de force qui entraine la conviction. La proba-
bitité de I'opinion de chaque juge est donc alors trés-pres de
Tunité ou de la certitude, & moins que des passions ou des pré-
jugés communs n'égarent tous les juges. Hors de ces cas, le rap-

port des voix pour ou contré 'accusé doit seul déterminer cette

probabilité. Je suppose ainsi qu'elle peut varier depuis 4 jusqu'a
Funité, mais qu'elle ne peut étre au-dessous de 1. Si cela n'était
pas, la décision du tribunal serait insignifiante comme le sort:
elle n'a de valeur qu'auntant que T'opinion du juge a plus de ten-
dance & la vérité qu'a I'erreur. C'est ensuite par le rapport des
nombres de voix favorables ou contraires & Taccusé que je déter-
mine la probabilité de ceite opinion.

Ces donaées suffisent pour avoir T'expression générale de la

probabilit¢ que la décision du tribunal, jugeant & une majorité
donnée, est juste. Dans nos tribunanx spéciaux, composés de
huit juges, cing voix sont nécessaires pour la condamnation d'un
accusé : la probabilité de l'erreur 4 craindre sur la justesse de la
décision surpasse alors L. Si le tribunal était réduit 4 six mem-
bres, qui ne pourraient condamner qu'd la pluralité de quatre
voix, la probabilité de l'erreur 4 craindre serait alors au-dessous
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de14il y aurait donc, pour l'accusé, un avantage & cette réduc-
tton du tribunal. Dans I'un et Tautre cas, la majorité exigée est
ia méme et égale A deux. Ainsi cette majorité demevrant cons-
tante, la probabilité de l'erreur augmente avec le nombre des
juges. Gela est général, quelle que soit la majorité exigee, pourvu
qu'elle reste la méme. En prenant done pour régle le rapport
arithmétique, T'accusé se trouve dans une position de moins en
moins avantageuse, 4 mesure que le tribunal devient plus nom-
breux. Ce rapport est suivi dans la chambre des pairs d'Angle-
terre. On y exige, pour la condamnation, une majorité de douze
voix, quel que soit le nombre des juges. Si I'on a cru que les
voix opposées, se détruisant réciproquement, les douze voix res-
tantes représentent 'unanimité dun jury de douze membres,
exigée dans le méme pays pour la condamnation d’un accusé, on
a été dans une grande erreur. Le bon sens fait voir qu'il y a
différence enire la décision d'un tribunal de denx cent douze
juges, dont cent douze condamment {'accusé, tandis que cent
T'absolvent, et celle d'un iribunal de douze juges unanimes pour
la condamnation. Dans le premier cas, les cent voix favorables a
{'accusé autorisent & penser que les preuves sont loin d'atteindre
le degré de force qui entratne la conviction; dans le second cas,
'unanimité des juges porte 4 croire qu'elies ont atteint ce degré.
Mais le simple bon sens ne suffit pas pour apprécier T'extréme
différence de la probabilité de Ierreur dans ces deux cas; il faut
alors recourir au calcul, et I'on trouve & trés-peu prés un cin-
quiéme pour la probabilité de T'erreur dans le premier cas, et
seulement 317 pour eette probabilité dans le second cas, proba-
bilité qui n'est pas un milliéme de la premiére. C'est une confir-
mation du principe que le rapport arithmétique est défavorable
a 'accusé, quand le nombre des juges augmente. Au contraire,
si lon prend pour régle le rapport géométrique, la probabilité
de l'erreur de la décision diminue quand le nombre des juges
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saccroit. Par exemple, dans les tribunanx qui né pourraient con-
damner qua la pluralité des deux tiers des voix, la probabilité
de Yerreur & craindre est & peu prés un quart si le nombre des
juges est de six; elle est au-dessous de 4 si ce nombre s'éléve A
douze. Ainsi I'on ne doit se régler, ni sur 1e rapport arithmétique,
ni sur le rapport géoméirique, si on veut que Ja probabilité
de T'erreur ne soit jamais au-dessus ni au-dessous d'une fraction
déterminée.

Mais & quelle fraction doit-on se fixer? C'est ici que Yarbitraire
commence, et les tribunanx offrent & cet égard de grandes va-
riétés. Dans les tribunaux spéciaux, ou cing voix sur huit saffi-
sent pour la condamnation de I'accusé, Ia prohabﬁité de l'erreur
4 craindre sur la bonté du jugement est 5, ou au-dessus de 1.
La grandeur de cette fraction est eflfrayante; mais, ce qui doit
rassurer un peu, cest la considération que, le plus souvent, le
juge qui absout un accusé ne le regarde pas comme innocent : il
prononce seulement qu'il n'est pas atteint par des preuves sufh-
santes pour quil soit condamné. On est surtout rassuré par la
pitié que la nature a mise dans le cceur de I'homme, et qui dis-
pose Tesprit & voir difficilement un coupable dans l'accusé sou-
mis a son jugement. Ce sentiment, plus vif dans ceux qui n'ont
point I'habitude des jugements criminels, compense les inconvé-
nients attachés & I'inexpérience des jurés. Dans un jury de douze
membres, si la pluralité exigée pour la condamnation est de huit
voix sur douze, la probahilité de I'erreur & craindre est 33, ou
un peu moindre quun huiti¢me; elle est 4 peu prés & si cette
pluralité est de neuf voix. Dans le cas de T'unanimité, la proba-
bilité de T'erreur & craindre est g5, c'est-a-dire plus de mille fois
moindre que dans nos jurys.

La solution du probléme que nous venons de considérer ne
suffit pas pour fixer la majorité convenable, dans un tribunal
d'un nombre quelconque de juges. 1l faut pour cela connattre la
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probabitité du délit au-dessous de laquelle un accusé ne peunt
dtre condamné, sans que les citoyens aient plus & redouter les
erreurs des tribunaux que les attentats qui. pourraient nattre de
Timpunité d'un coupable absous. 1l faut ensuite déterminer la
probabilité du délit résultante de la décision du tribunal, et fixer
la majorité dé maniére que ces probabilités soient égales. Mais il
est impossible de les obtenir. La premiére est, comme nous
I'avons dit, relative 4 la position dans laquelle 1a société se trouve,
position variable, trés-difficile 4 bien définir, et toujours trop
compliquée pour étre soumise au caleul; la seconde dépend
d'une chose entiérement inconnue, la loi de probabilité de T'opi-
nion de chaque juge dans l'estimation qu'il fait de la probabilité
du délit. Vu notre ignorance de ces deux éléments du caleul,
quol de plus raisonnable que de partir de la solution du seul
probléme que nous puissions résoudre dans cette matiére, celui
de la probabilité de T'erreur de la décision d’un tribunal ? Cette
probabilité me parait trop forte dans nos tribunaux, et je pense
qu'a cet égard il convient de se rapprocher du jury anglais, ou
elle n'est que de s En la fixant 4 la fraction gy, et en détermi-
nant la majorité nécessaire pour l'atteindre, on place Taccusé
dans la position ol il serait vis-a-vis d'un jury de neuf membres
dont on exigerait I'unanimité; ce qui me parait garantir suffisam-
ment l'innocencé des erreurs des tribunaux, et la société des
maux que produirait l'impunité des coupables. Il doit étre extréme-
ment rare alors qu'un accusé soit condamné avec une probabilité
moindre que celle qui est nécessaire 4 sa condamnation; car la
majorité qui le condamne déclare que la probabilité de son délit
est au moins égale & cette probabilité nécessaire; la minorité qui
'absout déclare que la premiére de ces probabilités tui parait
inférieure a la seconde; mais il est naturel de croire que cette
infériorité est peu considérable. Il devra donc rarement arriver
que la probabilité moyenne, qui résulte de Fensemble des juge-

PREMIER SUPPLEMENT. 565

ments des membres du tribunal, soit inférieure 4 la probabilité
requise pour la condamnation de I'aceusé, si T'on réduit, par une
majorité convenable, Ia probabilité de Terreur & craindre sur 1a
justesse de la décision, & la fraction . L'analyse fournit, pour
avoir cette majorité, des formules que je vais exposer ici, et qu'il
est facile de réduire dans nne table dépendante du nombre des
juges. Mais une pareille table paraitra trop arbitraire au commun
des hommes, qui préféreront toujours 'un ou Lautre des rapports
arithmétique et géométrique, qu'ils peuvent aisément concevoir.

I. Le juge ne doit pas, pour condamner un accusé, attendre
I'évidence mathématique, qu'il est impossible d'atteindre dans
les choses morales; mais, lorsque la probabilité du délit est telle
que les citoyens aient plus & redouter les attentats qui pourraient
naitre de son impunité que les erreurs des tribunaux, l'intérét
de la société iexige la condamnation de I'accusé. Je nomme a ce
degré de probabilité, et je suppose que le juge qui condamne
un accusé prononce par.la que la probabilité de son délit est au
moins a. Je nomme z la probabilité¢ de cette opinion du juge,
probabilité que je supposerai égale ou supérieure & L et variant
par des degrés infiniment petits, égaux 4 dw, et également pro-
bables a priori. Je suppose encore que le tribunal est composé
de p-+-¢ juges, dont p condamnent I'accusé et ¢ I'absolvent : la
probabilité que I'opinion du tribunal est juste sera proportion-
nelle & #?(1—a}7, et la probabilité qu'elle ne I'est pas sera propor-
tionnelle 4 (1—x)P.a2. La probabilité de la bonté du jugement
sera donc, par le n° 1 du second livre,

xP.(1— g}t
mi’.(l—w)?+(1lm)i’.m?' (“)

1l faut multiplier cette quantité par la probabilité de la valeur de
z, prise de événement observé. Cet événement est que le tribu-
nal sest divisé en deux parties, dont T'une, composée de p juges,
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condamne l'accusé, et dont l'autre, formée de ¢ juges, Tabsout.
La probabilité de » est donc la fonction 2*(1—z)*+ (1— &) a7,
divisée par la soinme de toutes les fonctions semblables, relatives
a toutes les valeurs de z, depuis &=} jusqu'd z==1; elle est
par conséquent

[xr.{1—2)1+ (1 —a). 29]. dx
Jerdae 1—ay ’

I'intégrale du dénominateur étant prise depuisz=—o jusqu'a z=1.
En multipliant cette fonction par la fonction (o), on aura

ardz.(1—z)7
Jrrdz.(1—z)

pour la probabilité de la bonté du jugement, relative 3 «. La
méme probabilité relative & toutes les valeurs de x est donc

ode . (1—ax
%ﬁﬂr (®)

Tintégrale du numérateur étant prise depuis x=={ jusqu'a x =1,
et celle du dénominateur étant prise depuis 2 =0 jusqu'a x=1.
1l suit de 1& que la probabilité de Yerreur 4 craindre sur la bonté
du jugement est encore exprimée par la formule (), pourvu
que on prennel'intégrale du numérateur, depuis == o jusqu'
xz==1%, On trouve ainsi cette derniére probabilité égale a

VP ) pg) | (g ey (prgr)
I 1.3 1.2.3 ‘ (c)

(ptg+1).(p+g) (prg—1)....(p+2)
- 1.2.3 .09

Si T'on exige 'unanimité, ¢ est nul, et cette expression devient

1
ak’
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2. Déterminons présentement la probabilité de erreur a
craindre sur la justesse de la décision d'un tribunal, lorsque p et

- ¢ sont de grands nombres; ce qui rend la formule (¢) trés-diffi-

«cile & évaluer en nombres. Il faut distinguer ici deux eas, I'un
dans lequel p-—q est considérable; Yautre dans lequel p—q est
assez petit. Dans le premier cas, on fera usage de la formule (o)
du n° 28 du second livre, qui donne pour la probabilité de
I'erreur

)P+9+%

(p+q PO (o 1 el 1) BN
2P+q+%-pp+i.qq+:;--(p—q}-\/; (r—qr v2.pg.(p+g) V°

7 étant la circonférence dont le diamétre est 'unité.

Dans le second cas, ot p—g¢ est un petit nombre relativement
i p, on trouvera facilement, par T'analyse du n° 19 du second
livre, la probabilité de Ierreur 4 craindre, égale &

dt. et .
f_\/";__, (f}
I'intégrale étant prise depuis

p— =0+
8pq
jusqu'a linfini.
Pour donner un exemple de chacune de ces formules, suppo-
sons un tribunal formé de cent quarante-quatre juges, et qu'it
faille les cing huitiémes pour la condamnation de I'accusé. Alors

on a

p=90, g=>54,

et la formule (¢) donne 7; pour la probabilité de 'erreur 4 craindre
sur la bonté de la décision du tribunal. Dans le cas de Punanimité
d'un jury de huit membres, la probabilité de T'erreur & craindre




568 THEORIE ANALYTIQUE DES PROBABILITES.
est 533 'accusé est donc alors dans une position plus favorable
que vis-a-vis d'un semblable jury.

Supposons le tribunal formé de deux cent douze juges, et
qu'une majorité de douze voix suffise pour la condamnation. Dans
ce cas

P—-I—q:i!lﬂ, P—g¢=12,

et la formule {f) donne 4'8;89 pour la probabilité de Terreur

4 craindre.

 tares L

DEUXIEME SUPPLEMENT.

APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES
AUX OPERATIONS GEODESIQUES.

On détermine la longueur d'un grand arc 4 la surface de la
terre par une chaine de triangles qui s'appuient sur une base
mesurée avec exactitude; mais, quelque précision que Ton ap-
porte dans la mesure des angles, leurs erreurs inévitables peu-
vent, en saccumulant, écarter sensiblement de 1a vérité la valeur
de T'arc que T'on a conclue d'un grand nombre de triangles. On
ne connait déonc qu'imparfaitement cette valeur, si l'on ne peut
pas assigner la probabilité que son erreur est comprise dans des
limites données. Le désir d'étendre I'application du calcul des
probabilités 4 ta philosophie naturelle m'a fait rechercher les for-
mules propres i cet objet.

Cette application consiste 4 tirer des observations les résultats
les ptus probables, et & déterminer la probabilité des erreurs dont
ils sont toujours susceptibles. Lorsque ces résultats, étant connus
4 peu prés, on veut les corriger par un grand nombre d'observa-
tions, le probléme se réduit & déterminer la probabilité¢ d'une ou
de plusieurs fonctions linéaires des erreurs partielles des obser-
vations, la loi de probabilité de ces erreurs étant supposde
connue. J'ai donné, dansle second livre de ma Théorie analytique
des probabilités, une méthode et des formules générales pour cet
objet, et je les ai appliquées, dans le premier supplément, 4 quel-
ques points intéressants du Systéme du monde. Dans les questions
d’astronomie, chaque observation fournit, pour corriger les élé-
ments, une équation de condition; iorsgue ces équations sont




