CHAPITRE L
DERIVATION.

THEOREME DE LEBESGUE SUR LA DERIVEE
D'UNE FONCTION MONOTONE,

1. Exemple d'une fonction continue nen dérivable,

En Analyse classique, on suppose généralement que les fonctions qu'on
envisage admettent des dérivées, méme des dérivées continues jusqu’a tel on
el ordre. Quelquefois on ne recule pas devant gquelques points d'exception.
Mais jusqu'au commencement du présent si¢cle on ne s’est posé que rarement
a question de savoir si les fonctions appartenant i telle et telle catégorie, comme
par exemple les fonctions continues ou les fonctions monotones, admettent néces-
airement des dérivées. Ou bien si elles n'en admettent pas partout, au moins
i Texception d’un ensemble dont la nature peut &tre précisée. On n’est arrivé
dans cette direction qu'a quelques résultats presque €vidents, comme par
emple la dérivabilité de gauche et de droite des fonctions convexes, ce qui
traine Pexistence de leur dérivée pour toute valeur de x, sauf au plus pour
e infinit¢ dénombrable de valeurs exceptionnelles,

On convient généralement de dater ces questions de Pannée 1806, d'un
oire “sur la théorie des fonctions dérivées” d’AmPERE [1]") ol ce grand
nt essayait sans succes d'élablir la dérivabilité d’une fonction “quelconque™ A
ception de certaines valeurs “particulizres et isolées” de la variable. D ailleurs,
enant compte de 1’évolution de Uidée de foncton, on a le sentiment — bien
e fexte original ne dise rien de positif sur ce point ~ que les efforts
re ne pouvaient guére &re dirigés au dela des fonctons composées de
monotones, ‘

Pendant tout le XiXe sitcle, quelque fécond gque ce sidcle aif &té pour le
ppement de Analyse, la solution du probléme n’a pas avancé, il semble
i’ premier abord, qu'on s'en éloigndt. En effet, le premier résultat
l,.aprés plus d’un demi-siecle, est fourni par la critique de WEIERSTRASS?),

Les nombres ou les astérisques entre chmcheta renvcuent 4 la bibliographie placée
dn livre.

Publié par pu Bos-Revmono [1}
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4
répétées d’établir la dérivabilité des fom_:tions co'nti—
nues du type le plus général et cela en construisant une fa{zctzontéc[;mt:r;zz
ori i t multipliés, on en a invenic ae p
sans dérivée. Puis ces exemples se son i e e
i ' loyé & metire en évidence leurs rapports,
en plus simples, on s'est emp ! D Svidenes ; el
part presque
avec d’autres problemes, oeuvre a laque € 0 pris Jue s
:ran‘lis maitres dg} P'Analyse de la seconde moitié du s11éc|e elté qui ft?s: ngha
3 j ici -gtre le plus élementaire,
iusqw’d nos jours. En volel un, ;:)eut. , Elémenta
:ﬁe D]::Il:qWAERDE]\]l [1] et fondé sur le fait évident qu'une suite infinité t‘f(;vrm:-’:e
de nombres entiers ne peut ére convergente que si ses termes restent égaux
A partir d'un certain rang. -
’ Convenons de dire, comme d’habitude,
dérivée au point x lorsque le rapport

fx+B)—Fx)
h

qui mit fin aux tentatives

que la fonction f(x) admet une

lears pour lesquelles f{x-+#)
ur i-+0Q et x-+i parcourant des. va ' ‘ (
;enfl; E:ns, v;r:‘a une limite finie et déterminée. Désignons par {x} 1a distance
de x & Ventier le plus proche. Cela étant, formons la fonction

i Oﬂ
M s = U0,

les termes de cette série représentant des fonctions continues et, de plus, la

je. é i i i 107", la fonction f(x) est
série. étant majorée par la série géométrique e mos allons

continue. Alors, en essayant de calculer la dérivee
nous heurter 3 une contradiction. _ ’ t

Pour aiteindre ce but, observons que l'on se peu
au cas ol O=x<1 et écrivons x sous la forme

borner évidemment

x==0, @yt ""
et cela en convenant de préférer, le cas échéant, Iécriture sous forme dfa fratcm:;
décimale finie, complétée par des zéros. Nous distinguons deux cas suivant q

1 1
O,awa,,‘ua---;’_j ou > 5 -

Dans le premier cas
{10"x} =0, @1 @ara-
tandis que dans le second
{10"x} =1—0, @urrlusz - - -
Posons fi,, — — 107 lorsque a,, est égal 2 4 ou & 9 et fin= 107 an cas
contraire. Envisageons le rapport
‘ Jlc 4 hn)—1(x) .
(2) hm i

w3 THECREME DE LEBESGUE. ENSEMBLES DE MESURE NULLE 5

par la formule (1), ce rapport s’exprime paf une série de la forme

107 ﬁ- + {10°(x + IOfmrL)}—{IO“x} '
#=0 10

Or, il est manifeste que les numérateurs s’annulent a partir de n=m
et que d'autre part, pour n<m, ils se réduisent & + 10™™; de cette fagon,
les termes correspondants de notre expression donnent + 1, et par conséquent
ta valeur du rapport (2) est un entier, positif ou non, mais en tout cas pair
ou impair suivant la parité de m. Donc la suite. des rapports (2), formée
d'entiers de parité variable, ne peut point converger.

2. Théoréme de Lebesgue sur la dérivée d’une fonction monotone.
Ensembles de mesure nulle.

Passons 4 la classe des fonctions monotones. On doit A LEBESGUE le

théoréme suivant, im des plus frappants et des plus importants de ’Analyse
réelle: '

Théoréme. Toute fonction monotone f(x) admet une dérivée finie et
déferminée en tou! point x, sauf peut-ére aux points x d’un ensemble de mesure
nulle, -ou comime on dit encore, presgite parfout.

Nous indigquerons le sens de ces expressions tout a4 I’heure. Ajoutons
" que LEBESGUE a établi son théoréme, d'ailleurs.dans Phypothése additionnelle
de I confinuité de f(x), en 1904, dans la premiére &dition de son livre M
:sur l'intégration, 4 la fin du dernier chapitre, comme derniére conséquence de
“la théorie entidre. Cependant, ni l'idée de I'intégrale, ni celle de la mesure
‘interviennent dans 1'énoncé du théoréme. En effet, 'idée d’ensembie de mesure
-nulle ne dépend pas essentiellement de-la théorie générale de la mesure, et
es propriétés principales de ces ensembles s’établissent en quelques mots.
Par ensemble de mesure nulie, on entend d'aprés Lebesgue les ensembles
valeurs x guon peut enfermer en un nombre fini ou une suite dénombrable
ntervalles de maniére que leur longueur totale, c’est-i-dire la somme de
longuenrs, soit arbitrairement petite. 1l découle immédiatement de cette
inition que tout sous-ensemble d’un tel ensemble est aussi de mesure nulle.
en est de méme quant 4 la réunion d'un nombre fini ou d'une suite dé-
brable de tels ensembles; en effet, on n'aura qu'a enfermer ces ensembles
pectivement en des systémes d’intervalles dont la longueur totale ne dépasse
. §/2"; Ia longueur totale de tous ces intervalles, enfermant la réunion de
ensembles, ne dépassera pas alors la quantité. s. En particulier, chaque
emble fini ou dénombrable de valeurs x est de mesure nulle.
- Quelquefois il sera avantageux de présenter noire définition sous la
rme suivante. L'ensemble E est de mesure nulle, si on peut 'enfermer. dans
shite d'intervalles de longueur totale finie de sorte que tout point de E
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soit intérieur 3 une infinité de ces intervalles. Les deux définitions sont équiva-
lentes. En effet, 1a seconde implique la prémitre, puisque quand tous les
points de E appartiennent 2 une infinité d'intervalles de longueur totale finie,
on pourra abaisser cette longueur totale & volonté en supprimant un nombre
fini d'intervalles. Inversement, quand E est de'mesure nulle d’aprés la premiére
définition, on n'aura qu'a Venfermer successiverment en des systimes d’intervalles
dont la fongueur totale reste respectivement inférieure 2 1/27, et sl était
nécessaire, d'élargir les intervalles a gauche et A droite par exemple en re-
doublant leurs Jongueurs ; fa réunion de fous ces systtmes satisfera alors aux
exigences de la seconde définition.

Le terme “presque pariout” (en abrévation: p. p.) est utilisé pour dire
que le fait en question subsiste partout, sauf peut-gtre en tous les points d'un
ensemble de mesure nulle.

Avant de démontrer le théoreme fondamental de Lebesgue, montrons -

d'abord que, dans une certaine direction, il donne le maximum et ne pourra étre
perfectionné. En effet, étant donné un ensemble E de mesure nuile, nous allons
construire une fonction croissante qui n’admet pas de dérivée finie en les points
de E (4 vrai dire, notre fonction admet en ces points une dérivée infinie).
A cet effet, on n'aura qu'a enfermer E en des intervailes au sens de la seconde
définition et & poser f(x) égale 4 la somme des longueurs des intervalles ou
des segments d'intervalles sifués 4 gauche du point x; la fonction ainsi définie
jouira évidemment de la propriété exigée.

3. Démonstration du théoréme de Lebesgue.

Nous allons démontrer 1a dérivabilité presque partout des fonctions mo-
notones et cela sans nous reporier a la théorie de I'intégration. Les premiéres
démonstrations qui tiennent compte de pareille indépendance, sont dues 2
FaBer [1] et G. C. Young et W. H. Younag [1].

Pour la commodité du langage nous supposerons d’abord qu’il s’agisse
d'une fonction continue et monotone et nous indiguerons seulement & la fin
les modifications, d’ailleurs presque évidentes, qu'on aura a faire pour lever
hypothése de la continuité.

La démonstration sera fondée sur un théoréme auxiliaire que voici :

Lemme?) Soit g(x) une fonction continue, définie dans Pintervalle
a=x=b, et soif E I'ensemble des points x intérieurs . cet intervalle ef iels
qulil existe un £ sifué a droite de X, de sorfe que g(&)>g{x). Lensemble E
est alors ou bien vide ou bien c'est un ensemble ouvert, Cest-a-dire qu'il se
décompose en un nombre fini ou une infinité dénombrable d'intervalles ouverts
ef disjoints (s, be), €t fon a poif tous ces intervalles

gla) = g(by).

3 F. Riesz {17}
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Pour démonirer ce lemme, observons d'abord que lensembl
ouve'rt puisque si §>x, et g& > g(x,), alors, & caum:1 de la conti?u?itf fessf
reiauo_ns E>x, g(§) > g(x) restent valables lorsque x varie dans le voisil,mge
du point x,. Cela étant soit (ay, b) I'un queiconque des intervalies ouverts
dont se compose E; alors le point &, n'appartiendra pas 4 cet ensemble. Soit
_ :E un p'ornt intermédiaire entre a, et by; nous allons prouver que g(x) Sg:r(b };
I'inégalité & démontrer s’ensuivra en faisant tendre, x vers a,. A cet effet sokit’
entre x et &, x, le point le plus proche de ce dernier pour lequel g(x;) ng(x)'
nous avons 4 montrer que x; coincide avec b;. Or, s'il n’en &ait pa; ainsi’
les pqmts & qui correspondént & x, par Phypothése du théoréme devraieni
etre s:tu.és au deld de b, et, comme de plus &, n’appartient pas A I'ensemble E
on aurait g{x) < g(&) = g(b) < g(x,), ce qui implique contradiction. '
, On‘ peu.t d’aifleurs montrer et le lecteur s'en rendra aisément compte
qu'on a précisément g{ax) — g(b), sauf peut-dtre si ¢y—a. Cependant ce fait -
est sans conséquence pour l'application qui suit.
Qela étant, soit f{x} une fonction continue et monotone pour ¢ = x = &;
pour fu_(e:r les idées, nous la supposons non décroissante, Pour exaElin(; [a{
: dé.nvabmté de f(x), nous allons comparer ses nombres dérivés. Comme on
_salt, on appelle nombres dérivés supérieur et inférieur & droite et on désigne
respectivement par Az et 43 la plus _grande et la plus petite des limites du

.7; ) 1 :
rapport 7 (f(x+h)—F(x)y pour £>0, A—0, et on définit d’une manidre
.._ar_lalgmgue les noml_)res dérivés & gauche A, et 4,. Des valeurs infinies sont
admises. Unf: derivée finie et déterminée existe en tout point x ol les quatre
ombres dérivés ont la méme valeur finie. ‘

Pour démontrer le théoréme de Lebesgue, on n' ’
_ n'au
‘on a presque partout : B " AU prouver que

10 45 < o0y 2 Ai=2,.
n effet, en appliquant 2° 4 ta fonction —f{—x), il résulte que 'on a aussi p. p. -
' AF = 1’\'3"

t.en combinant cela avec 1° et 29, on obtient
Adélgédg-_‘;laéﬁ,s( oa}

nc ce sont précisément les signes d’égaliié qui doi i
i dioine g I qui doivent &tre valables, ce qu’il
Pour vérifier Fassertion 1° c’est-2-dire que Vensemble E_ des points x
r lquuels /,Id= oo, st de mesure nulle, observons que cet ensemble est
Mmpris dan‘s lensemble E¢ pour lequel 42> C, C désignant une quantité
1. aussi grande qu'on voudra. Or la relation A4; > C implique Pexistence

£>x tel que
fE—fx) | -
E—x T
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c’est-a-dire que g(&) > g(x), oit Pon a posé g{(x) = f(x)— Cx. Donc, l’t'erlis.emb]e
Eq est emboité dans les intervalles (a., &) de notre théoréme auxiliaire, et
d’aprés ce théortme on a
f(b,r;)—Cbk ;f_(ak)—Cak,
c’est-a-dire que )
Cloe—ar) = fb) —f(@).
Cela donne, par addition, _
C X (h—a) = 2/{f(6)—F(a9)] = F(B)—f(a),
‘gui ' i tofale des inter-

¢ ‘qui montre que, pour C suffisamment grand, la longue'ur d
frall(és (i, by) sera aussi petite que lon voudra. Clest-a-dire que I'énsemble
E_ est de mesure nulle. . : o

B La seconde assettion se vérifie par un raisonnement analogue mais répété
aiternativement sous deux formes différentes. Soientc < C dem.c qgantltés po-
gitives. Formons d'abord la fonction g(x)==f(—x)-+cx et soﬁ ‘.‘:.1 le systémAe
des intervalles qui y correspondent par notre théorgme auxiliaire ou p_lutot
celui de leuts syrﬁétriques par rapport & Porigine; alors, pour des raisons
analogues 4 celles de tout 4 'heure, 2 renfermera tous les x pqur.lesquels
i, < ¢ Soit de plus 3, le systtme formé des intervalles (aw, &w) qui corres-

g < C.

pondent & [a fonction g{x)=f(x)—Cx, mais considérée séparément & I'in- .

térieur de chaque intervalle (ax,f). On aura alors pour ces intervalles
F(bs) —fla)y = C(bk-“ak), Clba—au) = f(be) —flaw),

et il s'ensuit que
CH=hzEW=scd

c

C

.oﬂ Pon a désigné par %, Z; la longueur totale des deux systémeg. d'intervalles

et par Vi, V, les sommes des variations respectives de la fogct;on fx) _
En répétant les deux procédés alternativement, on obtiendra une suite

3, 2 de systémes d'intervalles, chacun emboité dans les précédents et

1) poe s )
t'on aura d’ine fagon générale

D=2

227& == 22?;—1-

AR c
Il s'ensuit que

S = (,g) 5 0.

Or, les points x pour lesquels on a wimultanément 45> C et & < ¢, sont
évidemment cd‘njpi:i‘s dans tous les systtmes =,; c'est-A-dire qu'ils forment_ un
ensemble E.c de mesure nulle. Enfin, chague point x tel que Aq > 4, appartient
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a de tels ensembles, et 'on peut méme supposer que ¢ et C sont des nombres
| rationnels, pour la seule raisen que, entre deux nombres réels différents, on

peut toujours intercaler deux nombres rationnels. C'est-a-dire que, en formant

les ensembles E.c pour tous les couples rationnels, leur réunion £* contiendra
tous les x pour lesquels 4,>4,. Mais d’autre part, il 'y a qu’une infinité
{ dénombrable de couples rationnels; donc Uensemble E* est la réunion d'une
¥ ‘infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle et par conséquent E* ef,
4 plus forte raison, I'ensemble envisagé qui y est compris, seront eux-mémes
de mesure nulle.

Ainsi le théoréme est démontré- dans le cas oii la fonction monotone Jx)
est continue. Pour V'étendre au cas des fonctions discontinues, observons - que
notre théoréme auxiliaire reste valable, aprés des modifications presque évidentes,
pour des fonctions discontinues. En effet, pour notre fin, il suffit d’envisager’
fe cas ol les limites g(x—0) et g(x+0) existent, tel étant le cas évidemment *
pour les fonctions monotones f{(x), done aussi pour JxX)—Cx et f{—x)+cx.

Désignons, pour @ <x <(b, par G(x) la plus grande des valeurs g(x — 0), g(x),
g(x + 0), et convenons de poser Ga) = g(a + 0) et G(&) = g(6 — 0). Cela étant,
les points x, s'il v en a, intérieurs 3 (a,b) et tels qu'il existe un £~ x de sorte
que g(£) > G(x), forment un ensemble ouvert, et pour les intervalles (a,, #,)
dont se compose cet ensemnble, on aura glay, + 0) < Glby).

Les modifications que Pen aura 4 faire dans les raisonnements qui pré-
cedent, pour démontrer le théordme auxiliaire sous ceite forme élargie et poiir
lappliquer au cas des fonctions monotones discontinues, sont tellement évi-
dentes qu'il nous est permis de supprimer les détails. Le sequl point sur lequei
nous ayons a insister, c’est que I'introduction;: de la fonction ((x) ne touche
en rien les points de continuité et quant aux poinis de discontinuité, formant un
ensemble dénombrable ¥) et 4 plus forte raison de mesure nulle, on pourra
4 chaque instant les ajouter 4 Pensemble actuel ou les en exclure, suivant les
exigeices,

i} I suffit de voir que, k étant un entier positif quelconque, les poinis x on

1
lg(x 4+ ) —gix—0)| > %

nt en nombre fini fout au plus, En effet, s'il y en avait une infinité, on en pourrait firer une
iite partielle convergente monotone, ou bien croissante ou bien décroissante. La limite
ant désignée par 5 l'une' au moins des limites £(E—0), g(E+ 0) ne peut pas exister,
trairement 4 Ihypothése faite. :
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4. Fonctions a variation bormée.

Nous alions énoncer notre résultat pour une classe encore plus étendue
de fonctions, celle des fonctions & variation bornée, Cette classe de fonctions
joue un role capital dans plusieurs branches de I’Analyse, entre autres dans
la théorie des séries de Fourier et dans la rectification des courbes, et bien
entendu aussi dans la théorie de lintégration. On y armrive entre autres, en
observant que ia dérivabilité presque partout, quand elle est vraie pour deux
fonctions, disons f,(x) et £,(x), reste valide pour leur différence f(x) = /i (x)—£(x)
et que, d’autre part, lorsque fi(x) et fu(x) sont non décroissantes, on a évi-
! demment, pour toute décomposition de [l'infervalle. (g, b) en des intervalles
| partiels (X1, %) (k=1,2,..., 1 X—a, X.—b),

S| = 58 ~£,@ + KO (@)

On appelle fonctions & variation bornée les fonctions f(x), continues oun
non, pour lesquelles la somme envisagée

(3) aa—ZLf(xk) FCxe-1)|

ne dépasse pas une borne finie, indépendante du chaix particulier de la dé-

' composition. La plus petite des bornes admissibles s’appelle o variation tofale
: " de f(x) dans Pintervaife (a, b); on la désignera par T(a, b).

La variation totale est une “fonction additive de Pintervalle”. Cela veut
: dire que, ¢ étant un point enire a et b, la fonction f(x) est & variation bornée
- dans (g, b) si et seulement si elle I'est dans (g, c) et dans (¢, b), et qwalors

T(a, by=T(a,c)+ T(c, b).

Il Wy a gua observer 4 cet effet que, les sommes I, me pouvant qu’
augmenter lorsqion intercale un’ nouveau point de décomposition, il suffit
d’envisager les décompositions de (g,5) qui proviennent d'une décomposition
de (2, ¢) et d’'une décomposition de (¢, b); alors Zo;— S~ 2 et ia propo-
sition se vérifie en passant aux plus petites bornes supérieures.

Nous venons de voir que la différence de deux fonctions non-décrois-
santes est & variation bornée. On doit & CAMILLE JORDAN la réciproque, saveir le

Théordme Toule foncfion 4 variation bornée est la différence de deux
fonctions non-décroissantes.

La démonstration de ce fait est trés simple; il o'y a qu'a introduire fa
fonction T(¥)= T(a, x), égate a la variation totale de f{(x) calculée pour I'in-
tervalle {a, x), et que nous proposons appeler aussi, par analogie aux intégrales
indéfinies, la variation tofale indéfinie de f(x); T{(x} ainsi que T(x) - F{x} sont
alors non-décroissantes et fournissent la décomposition exigée

&)= TEx)—[Tx)—fx}].

! no 5} THEOREME DE FUBINI . 1T

Cela est évident pour 7'(x); en effet, si x<"lj, on a
Ta, )= T{a, x)+ T{x, §),
TE)—T(x)= T(x, 5 =0,

doitc

1 Pour montrer que
Tx)—f(x)=TE—fE),
ou, ce qui revient au méme, que
FEO—f)=TE—T(x)=T(x, &),
il i’y a qu'a observer que [f(§}—f(x)| est une somme particuliére de type 3
oty il n 'y a pas de points de décomposition intérieurs), et que par conséquent
I/ —F(x)] = T(x, §).

Drailleurs, la derniére inégalité suggére encore une seconde décomposition de "
f(x) en fonciions monotones:

J)=Px}—NG)

oflt

PEY=5 [T@+f0] ¢t N@y= - (T—f(]

sont, a une constante additive prés, ce qu'on appelle respectivement les vo-
riations posifive et négative de f(x) dans lintervalle (2,x) et que nous
appellerons aussi fes variations positive et négative indéfinies de f(x).

7 Enfin, comme la dérivation d'une différence se fait terme i terme, et
comme de plus la réunion des deux ensembles d’exception, §’if y en a, dont
chacun de mesure nulle, est elle~-méme de mesure nulle, nous sommes 4 méme
d’énoncer notre théoréme sous sa forme finale:

Théortme de Lebesgue. Toute fonction & variation bornée admet
presque parfout ane dérivée finke.

QUELQUES CONSEQUENCES IMMEDIATES DU THEOREME
DE LEBESGUE.

5. Théoréme de Fubini sur la dérivation des séries
& iermes momnotones.

_ Qaqs ce qui suit, nous allons tirer quelques conséquences plus ou moins
immédiates du théoréme fondamental que nous venons d'établir. Com-

rneng:(tms par le théoréme de FuBINI concernant la dérivation des sénes a termes
notones.
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Théoréme de Fubini® Soif
) A A+ =5(x)
une série convergente dont les fermes sont des fonctions monofones de méme
type, définies sur Pintervalle a=x=b. On aura
(5) [+ A =5 (),
sauf peut-2tre dans un ensemble de mesure nulle, c'est-d-dire que la dérivation
terme  ferme est permise presque pariouf.

Voici la démonstration. Sans restreindre la généralité, on peut manifeste-
ment supposer que f.(@)=0. Pour fixer les idées, nous supposons aussi que
les .f, sont des fonctions non-décroissantes. Cela étant, posons

$a(x) =)+ L)+ X)) sa(X) —5(x).

Sauf un ensembte E, de mesure nulle, réunion de linfinité dénombrable de
tous les ensembles d’exception, toutes ces fonctions admettent des dérivées
finies et déterminées. Comme on a évidemment

Sa(x) = spa(x) Z5°(x),
la série au premier membre de (5) a un sens et est convergente sauf au plus dans
E,. De plus, les s, allant en croissant, il suffira de vérifier la relation (B), ¢ ‘est-
A-dire 1a relation 5'{(x)—sn(x) — 0, pour une suite partielle n, R, ... con-

venabiement choisie. On fera ce choix de sorte que s(6)—s,,.(b) diminue assez
rapidement pour que la série formée de ces différences et, avec ¢lle, celle formée

des différences S 5or () = 5(O)— 5 ()

sait elle-méme convergente ; on pourra par exemple choisir les m, de sorte que
s(b)—sn (D)< 27"

Alors, la série formée des s—s,, étant du méme type que (4), la série qui

en résulte par dérivation terme A terme convergera présque partout et, 4 plus
forte raison, on aura presque partout

S’(x) '_S"‘k(x) - 01
ce qu'il fallait démontrer:

6. Points de densité des ensembles lindaires.

Le théoréme que nous venons d’établir fournit, comme application immé-
diate, un théoréme sur la densité des ensembles linéaires. Pour ce but, disons
tout d'abord ce ‘gu'on entend par peinis de densité d'un tel ensemble,
Leur définition est fondée sur la notion de mesure extérieure.

&) Fusma [2], ;:f. encore Tonecie [1], Rajcuman—Saxs [1].
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La mesure extérieure m.(E) d’un ensemble £ de points x se définit
comme la borne inférieure des longueurs totales de fous les systémes d’intervalles
qui renferment £, 1 s’ensuit immédiatement de la définition que m.(E,UE;))=
= m.(E,) -} mE;) dans tous les cas oit E et £, sont compris dans deux
intervalles disjoints, fait que I'on peut aussi exprimer en disant que la mesure
extérieure de la partie d'un ensemble £ comprise dans un intervalle variable
est une fonction additive d’intervalle.

Convenons de dire que le point x, appartenant ot non a l’ensemb]eE

_en est un point de densité lorsqu'on a

m(E; x—h, x4+ %)
. h+k
'expression au numérateur indiquant la mesure extérieure de la partie de E

comprise enfre x—} et x-+ k. Avec cette dénommahon, le theoréme dont 11
s'agit s'énonce de la facon suivante:

=1 (O<hk—0),

Théoremé&®) Presque fous les points (Cest-d-dire tous, sauf au pius
ceux d'un ensemble de mesure nulle) d'un ensemble lindaire quelconque sont
des points de densité de cet ensemble.

Enongons le théordme souns forme analytique en introduisant Iz fonction
f(x) égale dans l'intervalle {(a,5) ol est situé I'ensemble E, i la mesure exté-
rieure de la pattie de £ qui est comprise entre g et x. Cela posé, le théoréme
affirme que f'{x)=—1 en presque tout point de E. Pour le démontrer, on
n'aura qu'a envisager des ensembles ouverts (systémes d'intervalles) 3, 5, ...
auxquelles E est intéricur et dont les longueurs totales tendent rapidement
vers m.(E). En désignant par f.(x) la fonction analogue 4 f(x) formée -avec
Z, au lieu de E, c’est-d-dire ia longueur totale des infervalles ou de leurs
segments appartenant 4 3, et situés 4 gauche de x, on n'aura qird appliquer
le theoréme de Fubini 4 la série composée des différences f.(x)—7(x); il
gensuivra que fi(x)—7(x) tend vers zéro presque partout dans (g, b) donc
dans £, et comme de plus fi(x)=1 sur E pour tous les n, le théoréme est
démaniré. )

Il convient d’observer que LEBESGUE n’a énoncé le théoréme de densité

:un'e pour les ensembles dits mesurables dont nous parlerons plus loin; d’ail-

leurs, les deux énoncés ne différent qu ‘en apparence; en réalité, ils sont des -
coroliaires 'un de [autre.

. % Lesesave [¥] (L &d., p, 123124, et 2. &d., p. 185—187).
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7. Fonctions des sauts.

- Voici un autre corroliaire du théoréme de Fubini.
Soit {X,} un ensemble fini ou dénombrable dans Vintervalle (a, b), et en-

visageons la série
2 )

fn(x)=0 pour xXx<Xu, fﬂ(x'n)=ﬂm fﬂ(x)‘:u'\—-l_u“ pour x> Xn.

Supposons que les sériés

ol

Z Un, Z'Un

soient absolument convergentes. En ce cas, la somme s(x) de le série envisagée
existe et est ce quon appelle une fortction des sauts; elle peut étre Ecrite sous
la forme explicite

(6) s(x) = Z tnt Z .

Dans le cas ot #.=0 et », =0, les fonctions f.(x) sont croissantc_es et
£1(X) =0 sauf au point x=1x,, donc, en verln du théoréme de Fubini, on
a aussi 5'(x)==0 presque partout. -

. Le méme fait subsiste méme dans le cas général ol les quantités u,, v
peuvent &tre des nombres réels de signe guelconque. Tout revient 3 montrer
que foute fonction des sauts s(x} est @ variation bornde et que sa variation
totale indéfinie T(x) est aussl une fonction des sauts, notamment celle corres-
pondant aux mémes points x, et aux quantités |u.), jve| au lew de ttn,vn.
Les variations positive ef négative indéfinies sont alors engendrees respectivement

riies positives et négatives de th,, ¥s.
i [elsl ‘:gfﬁt df: montrer 2 ci effet que la variation totale T==T(b) est égale
A U= 3(|tta}+|ve|); Uassertion relative 3 T(x) en résultant si Yon envisage,
au lieu de (g, b), Vintervalle partiel (g, x).

Etant donné £>0, choisissons entier M de fagon que ia somme des M
premiers termes de la série définissant U, approche de U/ & # prés. Envisageons
une décomposition de Uintervalle (g, &) telle que chaque infervalle partiel fermé
e =x=p contienne un et un seul des points X, x;, ...,xy et cela & son
extrémité gauche ou droite. Pour un intervalle partiel de type e =x=x. ol
r=M, ona

sy —s@l=lut T nt 2 wlzipl—( 2 jul+ 3l

et tous les u, et v, qui figurent dans cette formute sont, sauf &,, d’indice >M.

La situafion est analogue pour les intervalles partiels de type x,.gxgﬂ.. il en

résulte que la somme 3|s(8)—s(x)|, étendue a tous les intervalles partiels de
M

la décomposition envisagée, est = ; (|ttn} + }a]}-—& = U—2¢. Comme, d’autre
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part, il est manifeste par la représentation (6)-de la fonction s(x) que la somme
analogue correspondant & une décomposition quelconque de (g, &) ne peut
dépasser la quantité U, on conclut que la variation totale 7 est égale a
ce qui achéve la démonstration des propositions ci-dessus.

Etant & variation bornée, la fonction .s(x) admet en tout point des limites
de gauche et de droite. Montrons qu'aux points donnés x., s(x) faif des sauts
-de gauche et de droife respectivement égaux & u. el d v, et qu'eile est continue
anx autres poinis,

Servons-nous de nouveau a cet effet des décompositions du type parti-
culier envisagé plus haat; on aura pour un intervalle de type (e, x,):

[s{xr) — s(@)—u| < 5;
en faisant tendre e vers X, il en résulte gue
|s(x)— s(r—0)—1,| = ¢;

et cela pour r=1,2,...,M. Or M n'dtait limité par & qu'inférieurement,
ce résultat est donc valable pour r=1,2,.... Comme & était arbitraire, on
obfient finalement que

s(x)—s(x—0=u  (r=1,2,..)
Un raisonnement analogue fournit la relation
S+ —s(x) =2 (r=1,2,..)

Le méme raisonnement peut aussi &re appliqué 4 un point x qui est
différent de tous les x;, donnés; il n'y a qu'a 'ajouter 4 la suite {x.} en lui
faisant correspondre les quantités o et v égales a 0, ce qui ne change rien a
la définition de s(x). [l en résulte que s{x)—s(x—0)—=0, s(x+0)—-s(x)—
c'est-3-dire que x est un point de continuité,

L'intérét des fonctions des sauts consiste en ce que foute fonction & va-
rigtion bornée f(x) peut étre décomposée en somme d'une fonction continge
& variation bornée g(x} ef d'une fonction des sants s(x); on les appelle la
partie continge et 1a partie des -saufs de f(x). En effet, il n'y a qu'a définir

$(x) comme ia fonction des sauts dont les points de discontinuité et dont les
" sauts correspondants sont égaux 4 ceux de f(x); g(x)= f(x)—s(x) est alors

partout continue et, étant la différence de deux fonctions a variation bornée,
elle est aussi & variation bornée,

On voit immédiatement que, dans le cas oir F{x) est monotone, sa partie

- tontinue g(x) et sa partie des sauts s(x) sont aussi monofones ef de méme sens.

8. Fonctions & variation bornée quelconques.

Nous venons de voir que pour une fonction des sauts s(x) on a presque
artout §'(x)=0. La variation totale indéfinie 7(x) de s(x) éant aussi une
ofiction des sauts, on a presq.e partout 77(x)=0.
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Légalité de ces deux dérivées se généralise au cas d’une fonction 4 va-

riation bornée quelconque f(x) et de sa variation totale indéfinie T{x).

Théoreme. On a presque pariout
() =1F @ |

Commengons la démonstration en choisissant une suite {4} de‘ décom-
positions de I'intervalie (a, b) telle que la somme 3) corr?qugdant a lz% de-
compositioti o, approche de 1a variation totale T= T(b). 3 27" prés. Faisons
correspondre a la décomposition A, la fonction ‘ Fa(x) §u1vante. Dans‘chacun
des segments X1 =X =X de cette décomposition, soit f.(x) égale a

f(x)-+constante ou & — F(x)+ constante

selon que
‘ fx) = flie) 20 ou <O
les constantes doivent étre déterminées de sorte que fla)y=
prises aux points x, sajustent.

On a alors

0 et que les valeurs

Flxe)—Fa(xi) = | fO)— (X1l
et par conséquent

T —fu(®)=T (b)—g Ul —folx)) = 27

Drautre part, la fonction T(xy—f.(x) est croissante, ou, ce qui revient
au méme, on a
TE—T() = fE—f(x) pour x<E
Cela découle immédiatement de l'inégalité
TE—T() = |1 —F0)]
lorsque x et § appartiennent au méme segment (xe-1,
cas ol

x). De 14 on passe au

X< xp< o <X <
en ajoutant les inégalités refatives aux segments
(x) l'k), (xk’ xk-?-l).r RS (xpr E)-

2T O—F]
série convergente 327, est aussi convergente. En veriu du
la série dérivée converge presque partout, et par conséquent

T'(x)—fix)—0
presque partout. Or on a évidemment

falx) =+ £/ (x);

La série

étant majorée parla
théoréme de Fubini,
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vu que T"(x) = O puisque 7'(x) est croissante, cela prouve que 7"(x) = |f'(x)|
presque partout. . -

La raisonnement ci-dessus permet aussi d’établir des relations entre les
; discontinuités de f(x) et celles de sa variation totale indéfinie 7(x). On démontre |
notamment le '

] Théoréme. f(x) et T(x) ont les mémes points de continuité et de disconti-
aufté ef leurs sauts sont égaux au signe prés, C'est-d-dire qu'on a en toat poinf x

TE)—Tx~0)==[f)—=f(x—0){, T(x=40)—T(x)=|f(x-}0)—F(x)|.
!-_ En effet, on a pour x <&

| TE— TEO—AO+AE) = | TO—AG|+| T —f) = 227
~ en faisant tendre £ vers x, il résulte que

| T+ 0)—TEO—fl+0) A =20
fn(x—{—‘d)—fn(x)—»T(x+0)fT(x) lorsque 1t —» oo.
Or, les sauts de £ sont évidemment égaux, au signe prés, 4 ceux de f, donc
|/ (x+0)—f(x)| = T(x + 0)— T(x).

L’asserfion concernant les limites de gauche se vérifie de la méme fagon.

Donc

9, Théordme de Denjey—Young—Saks sur les nombres dérivés
des fonctions les plus générales,

Bien que nous n’en ayons pas besoin dans la suite, il ne manque

certainement pas d'intérét de faire connaitre ici le théoréme trés général con-
“cernant la dérivation, ou plus précisément, Fallure des guatre nombres dérivés
“des fonctions les plus générales. )
_ Le théoréme est di 4 Denjov et & M™ Young”) qui I'ont établi indé-
endamment 'un de 'autre dans le cas des fonctions continues; puis, Mme Youna
'a étendu aux fonctions mesurables®); enfin Saks a montré que le théordme
ubsiste aussi pour les fonctions les plus générales ). Conformément & ce que
‘on attend toujours lorsquil s'agit d’un théoréme de trés grande généralité,
a° démonstration inventée par Saks est d’une extréme simplicité.

. Considérons, avec DENjoOY, deux nombres dérivés comme associds s'ils
ont relafifs aux mémes cotés, comme par exemple 4, et A, et comme opposés
lils correspondent 4 des cOtés et 4 des rangs différents, comme par exeraple
et 4;. Le théoréme en question peuf éire énoncé comme suit:

7} Denjov [1] {en particulier p. I74—195); G. C. Youns [1].
8 G. C. Youna [2].
“#) Sars f1]; cf. encore Hanson. {1], Brumsera [1].
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Théordme. A part un ensemble de mesure nulle, il ne pourra se pré-
senter que les cas suivants. Deux dérivés associés sont ou bien dpaux ef finis,
ou bien inégaux ef l'un au moins est infini; denx dérives opposés sorf si-
multanément finis et égaux ou infinis et inégaux, savoir celui de rang stuperieur
égal @ oo ef Pautre égal @ —oo.

Dlaillers la premitre loi, celle sur les dérivés associés, n'est qu'une
conséquence évidente de la seconde et nous naurons & nous occuper que de
celle-ci.

Avant d’entrer dans les détails, nous attirons I'attention sur I'extréme sim-
plicité¢ de la loi que on obtient lorsqu'on cesse de distinguer entre droite et
gauche et qu'on ne considére que les deux nombres dérivés nerres, inférieur
et supérieur, définis par exemple comme la plus petite et la plus grande des

limites du rapport
Sl ) —flx—k)
h+x

Alors, @ part un ensemble de mesure nulle, il ne se présente que les deux
possibilités extrémes: ou bien ces deux limites sont infinies et de sens coniraire,
Pune Infinie négative ef Pautre infinie positive, ou bien la fonction admet une
dérivée déterminde et finie,

Dans le cas particulier d’une fonction monotone, les infinis de sens
contraire rie pouvant se présenter, il ne reste quune seule possibilité, celle
de I’existence d’une dérivée finie et déterminée. _

-Esquissons la démonstration. Tout revient 4 prouver que, presque partout
oft le nombre dérivé 4, n'est pas infini négatif, ce dérivé et son opposé A
sont égaux et finis: la loi générale en ressort en remplagant f(x) successivement
par — f(x), f(—x} et — f(—x). Pour fixer les idées, nous supposerons que
F(x) est définie dans Vintervalle (a, ), que rien n'empéche d’ailleurs de rem-
placer par un ensemble quelconque.. Soit £ I'ensemble des points x pour
lesquels A, differe de —oo; cet ensemble peut &tre envisagé comme la réunion
d'une infinité dénombrable d’ensembles Eq, » oft n==0,1,2,... et ol r parcourt
les nombres rationnels compris dans lintervalle {a, b), ces ensembles étant
formés respectivement des points x >r dans lesquels on a

FO—1® . _,
x—E&

(h, k=0, 0<h+k-0).

pour tous les & situés entre r et x. La somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles de mesure nulle étant elle-méme de mesure nulle, il nous suffira
de prouver que la loi dont il s'agit est valable presque partout dans chague
E. r, et comme de plus le cas général se raméne au cas n=0,r=0 et cela
en remplagant f(x), par f(x—r}+ nx, zous n‘aurons a nous occuper que de
Pensemble Eo= Eo,o. Faisons abstraction de ceux des points de cet ensemble
qui n'en sont pas des points de densité (il suffirait aussi de n’exclure que
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ceux qui ne le sont pas par rapport & la fermeture E : i

o,u- Fx) p’admet pas de derivée finie et déterminée par ur:;pﬁi)t :tl?elf:éxsglge;x
c, ESt--é-dll‘e calculée de sorte que 'on s'approche de x en ne quittant au‘.;
Pensemble E,. De la sorte, nous w’avons supprimé jusqu’ici qu'un ensemllj)le
de mesure. n'ulrle; en effet; grice A la définition de I'ensemble E,, la fonction
J(x), considérée & part en cet ensemble, y est monotone et par cooléséquent elle
¥ admliait, presque Partoqt, une dérivée finie et détermince par rapport 4 cet
ij;zir:gu: ce dernier fait wétant qu'un corollaire évident du théoréme de

Envisageons les points x de E, qui restent. Considéroms le rapport

d’accroissement
JO—F(0)
xX'—x

L’orsq‘ue 'x tend vers x en ne quittant pas l'ensemble E,, le rapport tend
_d’aprés I'hypothése faite, vers une limite qu’on pourra d:i,signer i;;r;r b (r.lx),
Dans les cas 01‘1’ X’ n'appartient pas & I"'ensemble £, mais est déja suffisam%ent.
_ procite de x, x’ pourra &tre remplacé, grice & Uhypothése de densité, par un
: E>x aepai:tenant & E, et tel que la différence E— x’ soit infiniment p.etﬁe ar
: rapport a’x —x.lCc_)mme, par la définition de I'ensemble E,=E,,, on aﬂra
- fE= f(x ): le nimérateur du rapport envisagé ne diminue donc pl;os’lors u'o
remplace x’ par § quant au dénominateur, il n’en est pas sensiblement aqltéré“

En e pte Encor denx ]g]lE pe it p en ce |]er|]]er on

, t Ha!]t com € des 5 5 que pi i 7

. - T dre

voit llllllledlatemﬂlt que V

- by = [l (X) = 4,

n:éc[:;mme, ‘11 autrf: ?art, la quantité f, (x), d'aprés sa définition, représente elie-
d’_._e une des limites, de gauche ainsi que de droite, du méme rapport
d-accroissement par lequel on définit les quantités 4 et 4., clest-d-dire que
b= Fa(x) et Aa= fh(x),

ce n’est que le signe d'égali :
montré. & galité qui pourra se présenter. Le théoréme est donc

FONCTIONS D'INTERVALLE.

10. Préliminaires.

I}Lc;uz ’?nl:;:ut_'lritlms A des appliFations importantes en considérant d’autres
o o (:-t\.ra e,d ,I‘IOH nécessairement additives. D'une fagon générale, on
i ]:(am;) ¢ mte:évalle ,*:(1): He, ,t‘S’) une Ipi qui fait correspondre aux
s : pparfenant 4 une cerfaine famille une quantité déterminée.

n'empiche de considérer des fonctions multivalentes d’intervalle,
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comme par exemple

fle, B)=(F—a) &),
enr située enire ¢ et §, dailleurs arbitraire, et f(x) une
fonction ordinaire; on sait comment la quantité fle, 8) intervient dans la théorie
de Pintégration ou, plus précisément, de ce que 'on appelie lintégrale de
Riemann. Les enveloppes supérieure et inférieure de. cette fonction, savoir

[o (p—a) sup f) (8—a) jnt 12

E désignant une val

qui sont uniquement déterminées, servent, somme o1 saif, & définir les inté-
grales par excés et par défaut, appeiées aussi intégrales de Darboux, La va-
riation absolue

HGEHOT

avons va plus haut, dans la notion de
joint les points
lus généralement,

d’une fonction f(x) intervient, nous I’
fonction A variation bornée. La longueur de la corde qui
d'abscisses x—¢ et x==7 d'une courbe y= f(x} ou, p
celle de la corde d’une courbe

x==x(f), y=y{®), z=2z()

correspondant aux valeurs « et & du paramétre f, est 3 la base des notions
de courbe tectifiable et de sa longueur. La fonction multivalente -

@ ‘ (g(®)—g @)/

ctions ordinaires dont une, g(x), & variation bornée, et
sert & définir Uintégrale de Stieltjes'). Nous. verrons
nent, sous des hypothéses convenables, ala
intervalle. Citons enfin la fonction d’intervaile

composée de deux fon
Vautre, f(x), continue,
que tous ces exemples appartien
classe des fonctons intégrables

(F(B)—Fe)}
©) “e®—g(@)

" sur laquelle se fonde Vintégrale de Hellinger') dont cet auteur fait usage dans
la théorie des formes quadratiques & une infinité de variables.

La définition de fonction intégrable d'intervalle et de son intégrale est
bien simple; il ne sagit 12 que d’une généralisation immédiate de Iintégrale de
Riemann ou de cefles de Darboux. On partage Pintervalle (a, b) en des inter-
valles pariiels, on forme la somme des valeurs qui correspondent A ces inter-
valles et 'on regarde si ces sommes tendent vers une limite finie et déterminée
lorsqu’on fait varier la décomposition de sorte que la longueur des intervalles
partiels tende uniformément vers zéro, ou, en d'autres termes, si I'on peut faire

10) Les intégrales de Stieltjes seront analysées en détail au Chap. IIL
1) Cf, Hewwmaer [1] (en parficulier p. 25—51) et [2] (en particulier p. 234—240).
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cgfrespondre 4 tout s>0und=d(e) >0 de ‘sorte que pour toute décompo-

sition de (a, ) en des segments inférieurs & &, les sommes corres ondarﬂ
aRprochent 4 s prés une limite déterminée. Quand il en est ainsi l:}: fon f'es

- d'intervalle est dife intégrable et la fimite de la somme est a el’é an .
grale et elle est désignée par ' appelfe son e

jf(‘u, 8).

_Pour faire mieux ressortir la énéralité de cetfe notid 4 i
d-'attlre,r; 'attention duw lecteur sur ]eg fait évident'qu::etgﬁﬂa(;n,leiuﬂl)lnzﬁg?]ssgg:isi
;w.es. d m?erva[le, ou, ce qui ‘revient au méme, toutes les fonctions f(e, ) de la
orme: f{f)— j:(a) s9nt intégrables quelque: singulidre que soit la fonction f(x)

Avant c!exammer les. exemples particuliers que nous venons d'énuméref.
l‘l01‘.ls a.[ions établir deux théorémes d’ordre général, concernant les rel.’itions,
qui e:giteg;ten;re I;in;égration et la dérivation des fmictibns d’intervalle

end par dérive 1 ’f inf
fimite 1orsqu’ellepe;':iste,: gelf ::; ;gr{oncfzon d’infervalle f{e, £ au point x la

f(e, 8)
‘G_‘a.'
Idfgfle;‘va]le, ‘(éa, #8)ise contractant au point x, Les nombres dérivés se définissent
.quanﬁtr;ar:er: atnalotgrue. Lorsque, en particulier, f(w, §) est additive, ces
q onf autres que celles qui corre ent, ordinaire, 2
D ction F(e) o, q : rrespondent, au sens ordinaire, 3 la
- Le probléme Jde la. c'lérivaﬁon des fonctions: d’intervalle a été étudié par
.IJSIELII;‘S aut:':urs. d'un ‘pomt de vue frés général®). Le premier théordme que
eus-allons démontrer n'est que la quintessence des principaux résultats obtenus.

l'I._ Premier théoréme fondamental.

=11 s’agit du .

pIuTS. hni ,(:_rﬂ tz' n; ;3... Soit ji(.a"f?) une foqctiom d'infervalle intégrable dans (g, b),
plus gative etpd intégrale nulle. Dans ces hypothéses, fle, ) adinet
Siue ‘paf'fout dans lintervalle (a,b) une dérivée déterminée égale & zéro.
Lq qemqnstration. du théoréme est presque immédiate. Soient d,, d.

antités positives choisies de sorte que la somme des valeurs f(:zr ,;)’ : I.ll
ondent & une décomposition de Pintervalle entier (a, b)- en des se:gmecrllts
longueur est égale au plus 4 d,, ne dépasse pas le terme général d'une
nvergente, _donnée d’avance, par exemple de la série 227", Cela étant,
ns les fonctions F(x) définies comme suit. La fonction F,{(x) es;

f.. en particulie : at.
ey particulier, Burkier [1]—[3}; R. C. Yoguu {1f; Saxs ] (p. 102—107) et




29 DERIVATION ~ {Chap. 1

égale 4 la borne supérieufe des sommes des valeurs f(e, ) qui correspondent
aux décompositions de Pintervalle (¢,x) en des segments dont la longueur
ne dépasse pas d,. Ces fonctions F.(x) seront évidemment des fonctions
non-décroissantes, formant une série convergente, de sorle que, grace au
théoreme de Fubini, Fy(x) tendra vers zéro presque partout. De plus, comme

fle, ) = Fulf)—Fa@)  (B—a=0n),

les dérivées des F, seront, partout ois elles existent, des majorantes des nombres
dérivés de la fonction d'intervalle f. Clest-d-dire que ces nombres dérivés
s'annulent presque partout, ce qu’il fallait démontrer.

12. Second théoréme fondamental.

Avant de parler du second théoréme fondamental, observons un fait que
nous avons passé jusqu’ici sous silence. Ce fait consiste en ce que lintégrabilité
de fla, B} sur (d,b) entraine celle sur tout infervaile partiel (c, d).

A cet effet, envisageons un #>0 et le 6—=4d(¢) qui y correspond lors-
qu'il s’agit de Uintervalle entier (g, &) (n° 10). Considérons deux décompositions
de (¢, d) en des segments inférieurs & J et une décomposition de (a, c) et une
de (d, b) du méme type; ces décompositions définissent deux décompositions
de lintervalle entier {a, #). Or en formant la différence des sommes corres-
pondantes, sommes qui approchent Uintégrale de fle,f) sur (a,b) & e prés,
la valeur numérique de cette différence ne dépasse pas 2g, et d’autre part, les
termes correspondant aux segments (4, ¢} et (d,b) se détruisent; par conséquent,
la différence des deux sommes correspondant & (c, d) est au plus égale & 2&;
d’aprés fe critére de convergence de Cauchy, cela garantit 'existence de la
limite, c’est-3-dire de Pintégrale sur le segment (¢, &). T

De plus, ia convergence des sommes vers les intégrales est uniforme par
rapport 4 tous les segments. Enfin, Uintégrale sur les sous-intervailes {c, d)
est évidemment une fonction addifive d’intervalle et s'exprime sous la forme
F(d)— F(c) au moyen de Uintégrale indéfinie F(x).

Cela étant, considérons, pour &> 0 donné, une décomposition de Uinter-
valle (a, ¥) en des segments 1, h,..., [, ne dépassant pas en jongueur la
quantité 6 =d(s); pour cette décomposition ainsi que pour toute autre qui
en découle en intercalant de nouveaux points de division, la différence entre
les sommes correspondantes et lintégrale sur (g, b) sera au plus égale & s

En particulier, en mainfenant inaltérés une partie des intervalies fx, en divisant
indéfiniment Jes autres ef en passant & la limite, on arrivera 4 une somme a
termes de type mixte; les uns seront de type flmx, &), les autres de type
F(8)—F(e). Puis en échangeant le rile des deux types et en formant la
différence des deux sommes dont chacune approche P'intégrale de f(e, ) sur
(a,b) 2 ¢ prés, on arrive & linégalité .
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3+ e, B~ (F B~ Fla)] = 2

et comme on dispose encore dans chaque terme des signes -, il résulte que

2| f(ax, B —F(B)+ Flw)| < 26.
C'est-a-dire que la fonction d’intervalle

g1y =g (@ 6) =|f(«, )—F () + Fla |,
évide_:niment non-négative, est intégrable et d'intégrale nuHe; donc on peut y
appliquer notre premier théoréme fondamental et celui-ci nous assure ‘que g(/)
admet presque partout une dérivée égale 4 zéro. On en concint le

Théoréme. La fonction dintervalle intégrable f(I) et son intdgrale
) indf!ﬁm'e F(x} admgiffent presque partout les mémes nombres dérivés; en parii-
.culier, presque parfout ot 'une des denx admet une dérivée finie et déferminée
il en sera méme de l'quire, ef inversement. ,

13. Les_ intégrales de Darboux et celle de Riemann,

_ Reprenons les deux fonctions d'intervaile (7) et formons leurs intégrales
+all SeNs que nous venons d’introduire; nous obtenons alors, 4 ce que I’on sait
'Ies intégrales par défaut et par excés de la fonction J(x), appelées aussi’
: ntégrales de Darboux. La premiére de ces intégrales est en général inférieure
& la seconde; quand elles coincident, on parle de Pintégrabilité et de I'inté-
rale au sens de Riemann. C'est-a-dire que [a condition de Iintégrabifité de
(_x) au sens de Riemann dans lintervalle (q, &) consiste précisément en ce que
-fonction d’intervalle, évidemment non-négative,

10) B —=) [a sup f(x) — ,;'lfs 5f(x)] =(B —a)or(f; e, B)

U w(f; a 8} désigne I'oscillation de f(x) dans lintervalle (z, §), soit d'intégrale
:u!l‘e. La d'érivée de cette fonction d'intervalle, w(x), oscitlation de F(x) au
0iit X, existe et s’annule en tout point de continuité de f(x), et inversement-
f:_]atwn w{x.)=0 au point x assure la continuité de f(x) au point x.

. En co_n!bmant ce fait avec le premier théordme fondamental, on aboutit
ne condition nécessaire de ce gue f(x) soit intégrable au sens de Riemann

“que la fonction f(x) soit continue presque parfout. ’

. Inversement, quand f(x) est supposé bornée, la méme condition est aussi
isante. Geénéralement on demontre ce fait ainsi que sa nécessité sans se
3 ‘a !a théorie des fonctions d'intervalles, d’ailleurs, peut-étre ne sera-t-il
atis - _\n}térét de le ranger dans notre ordre d'idées actael. A cette fin
pns_d abord que f(x), donc aussi w(f; «,£) étant bornées par hypothése:
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Iintégrale indéfinie de (10), ou d'ume fagon précise, la fonction

20— [ f—a)o(f; 0.6
est A rapport d’accroissement borné, c'est-a-dire qu'elle satisfait 4 une condi-
fion de Lipschitz, '
(in QE—2(ey=CE—a)  (e<fh
de plus elle est non-décroissante. Enfin, d'aprés le second théoréme fondamen-

" {al, elle admet presque partout la méme dérivée que la fonction d’intervalle

(10), c'est-a-dire que, dans Phypothése faite, 2'(x) =0 presque partout. Tout
revient donc 2 montrer qu'ane fonction 8(x) non-décroissante, satisfaisant &
la condition (11) et dont la dérivée Sannule presque partout, est nécessairement
constanfe, c'est-d-dire gue 'image de l'intervalle (a, b) par la fonction y == 52{x)
se réduit & un seul point. ‘ :

Envisageons, & cet effet, {ensemble £ des points x pour lesquels £2'(x)
wexiste ou ne sannule pas, et son image par y=4§(x) que nous désignons
par §(E). E éfant de mesure nulle, on peut le renfermer en un systéme d'in-
tervalles de longueur totale arbifrairement petite, disons <e¢; I'image de ces
intervalles qui, grace 4 (11), aura une longueur totale < Ce, renfermera I'ensemble
£2(E). Par conséquent, ce dernier ensemble est aussi de mesure nulle,

It en sera de méme quant & ensemble £2(e), image de I'ensemble com-
plémentaire e = (g, b)— E. En effet, comme £2’'(x) — 0 sur e, on pourra attacher
a chaque point x de e des points £>'x pour lesquels 2(5)-—£2(x) < e(E-—x)
oft &0 est fixé arbitrairement petit. C'est-a-dire que, pour & fixé, ¢ est com-
pris dans I'ensemble, formé par rapporta la fonction £(x)=ex—82(x} figurant
dans notre théoréme auxiliaire, n°3, et que nous désignerons par e,. D'aprés
ce théoreme, I'ensemble ouvert ¢, n’est qu'un systéme d'intervalles (g, by) pour
lesquels g(a) = g(by); c'est-a-dire que £2(8:)—2(a} = s(b,—ay); 1l s'ensuit
gue la longueur totale des intervalles ($2(ax), £2(4:)) dont se compose Pensemble
$§2(e.), ne surpasse pas s(b— ) et que, par conséquent, I'ensemble £2(e), compris
dans tous ces ensembles £2(e.), est de mesure nulle, ce qu'il fallait démonirer.

Enfin, Uintervaile (82(a), $2(b)) &ant entidrement recouvert par deux ensem-
bles de mesure nulle, devra &tre lui-méme de mesure nulle.

A vrai dire, ce raisoninement ne sera complet qu'aprés avoir montré qu'un
ensemble de mesure nulle ne peut épuiser Vintervalle entier. Jusqu'd présent
nous n’avons pas eu A nous reporter & ce fait sans lequel cependant tous nos
résultats du type “presque partoul” ne seraient que des jeux -mots. Pour
{e prouver, supposons le contraire, c'est-a-dire que I'intervalle (a, b) soit de
‘mesure nulle; alors, quel que soit s> 0, Uintervalie fermé [a, b] peut &tre
recouvert par une suite d’intervalles de longueur totale < &, et en prolongeant
ces intervalles vers droite et gauche, par exemple en 'es r~Joublant, on arrive

o 14 THEOREME DE DARBOUX 25

4 une suite d'intervalles telle que chaque point x de lintervalle fermé [a, £}
est intérieur & au moins un de ces intervalies. D’aprés le théordme bien cor;nu
de BoOREL, notre suite peut &tre remplacée par un nombre fini de ses éléments
sans cesser de recouvrir Vintervalle [a, 8); de la il decoule immédiatement que
2¢ > b—a, conirairement 4 'hypothése, '

14. Théoréme de Darboux.

Il nous reste une seconde lacune A combler. Au commencement du
n® précédent nous nous sommes appuyés, sans la démonirer, sur 'existence
des intégrales par défaut et par excés d'une fonction bornée dailleurs ar-
bitraire, et nous en avons conclu & Pintégrabilité de la fonction d’intervalle (10). -
En effet, le théordme d'existence en question, le théoreme de DaRBOUX, se
frouve démontré dans les Cours d’Anaiyse classiques, entre autres au premierp
chapitre du Cours"de Camure Jornan., Cependant nous préférons le présenter .
sous la forme d'un principe général auquel nous aurons enéore 4 nous
reporter & plusieurs reprises. ' -

Supposons que la fonction dintervalle f(e, B) soit non-deécroissante por

'décompositiorz: cela veut dire que, pour e < £ <y,

_ fla,y) = fa )+ (B 1) :
ou, ce qui revient au méme, que les sommes qui serventd définir P'intégrale
augmentent ou ne diminuent pas quand on intercale un nouveau point de di- -
visjon.- D’ailleurs, nous aurions aussi pu supposer f(e, 5) décroissante au
es analogue; en effef, cela revient A considérer —f(a, £) au lieu de fe, 8.
"1l nous faut encore faire une secande hypothése, & savoir que la fonction
'ﬁ’) soit continue partout. Nous entendons par )i que, pour tout point x, f(e, §)
Qewent_infiniement petite lorsque Vintervalle (e, f) se contracte au point x;
e[a_ \.:eut dire que, pour chaque x, on peut attacher & chague #>0 une
uantité ¢ =d(s) >0 de sorte que I'hypothése ¢ =< x = 8 f—ea < J entraine
e |f(e, B <.
Suppqsons enfin que les sommes Xf(e 1, @) correspondant 4 toutes les
_ positions possibles de Vintervaile (g, b) admettent une borne supéricure

Nous allons démontrer le

(héordme. Sous les trois hypothéses faites, la fonction fle, §) est

j ble et ‘son intégrale est égale & la plus petite borne supérieure L des
711ES Ef(ah_l, a'k)-

nvisageons & cet effet une décomposition 4, pour laquelle la somme

'onda’pt’e 4. dépasse la quantité L—-—%, soit v le nombre des points
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de division dont consiste 3,. Choisissons ¢ de sorte que, pour §—e < d, on ait
[f(e, B) < % autour de tous ces points de division, et envisageons une dé-

composition 4 de (g, §) en des segments inférieurs & d; il y correspond une
somme 3. En superposant les deux décompositions 4 et 4 on obtient une
décomposition 4 et une somme 3" Or, notre fonction d’intervalle étant non-

décroissante par décomposition, il s'ensuit que =X’ zZ’pL—-%. D’autre

part, on pourra passer de 4 &4 4 en » étapes, en intercalant toujours un des
v points de division dont se compose 4; & chaque pas on n'augmente

la somme correspondanté que de 2 au plus; donc 2" = 24 %, et enfin,

2
en combinant les deux inégalités, il résulte que %= L—z. Donc 2 approche
L A # prds, ce qu'il fallait démoentrer.

L'intégrale par défaut d’une fonction bornée f(x) entre évidemment dans
le type considéré, celle par excds ainsi que la différence des deux intégrales,
Pintégrale de la forction d ‘intervalle (10), sont de type opposé.

15. Fonctions i variation bornée et rectification des courbes.

Deux aufres notions importantes qui, considérées comme intégrales de
fonctions d'intervalle, entrent dans le type que nous venons de considérer, sont
la variation totale des fonctions & variation bornée et la longueur des courbes
rectifiables. Bien que la premitre ne soit qu’un cas particulier de [a seconde,
il sera instructif de 'envisager d’abord séparément.

La variation totale d’une fonction continue f(x) & variation bornée, formée
pour un intervalle (g, b), n’est que P'intégrale sur (4, ) de la fonction d’intervalile

(12) fle, &) =|f(B)—f(e},

ce qui se refléte aussi dans la notation généralement adoptée

T = [ |af(x)!.

Cette intégrale entre évidemment dans le type considéré et en y apphi-
quant notre second théoréme fondamental, il s’ensuit immédiatement que T(x),
variation totale indéfinie de f(x), a sa dérivée T'(x) égale presque partout,
au signe prés, & celle de f(x), c'est-a-dire que 7"(x)=|f'(x)|, comme nous
Pavons déja vu plus haut {n°8), méme pour les fonctions discontinues.

Nous reviendrons tout 2 ’heure au cas des fonctions discontinues. Parlons
d'abord des courbes rectifiables. Soit donnée la courbe I” (pour fixer les idées,
nous nous plagons dans l'espace ordinaire): x=x(f), y=y(®), z=2z({)
(@ =t=¥), ot x(f), y(£) et z(t) sont des fonctions continues. Envisageons les
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lignes poligonales inscrites, c’est-a-dire les” lignes formées en décomposant
lintervalle (2, b) en des segments (fi-i, &) ot k=1,2,...,n et f,—a,f,=>,
et en menant les cordes P.1P; oit P, désigne le poini de la courbe qui
correspond 4 la valeur f=1#.. La courbe I" est dite rectifiable si la longueur
de la ligne polygonale F,... P, ne dépasse pas une certaine borne finie, indé-
pendante de la maniére de décomposition de Vintervalle (a, b); la plus petite

"de ces bornes définit fa longueur de la courbe. Les cordes P :P: étant
minorées par |x(f) —x(t.i)| ainsi que par les deux autres quantités analogues
et majorées par leur somme, on voit immédiatement qu'une condition néces-
saire et suffisanie pour que la courbe soit rectifiable, consiste en .ce qie les
fonctions continues x(f), p(f), z{(#) soient & variation bornée. D'autre part, nos
théoremes généraux nous assurent que cetfe condition est équivalente i celle
que la fonction d'intervalle f(a, £), définie comme égale 4 la corde joignant
les points P(x) et P(®) qui correspondent aux valeurs e« et # du paramétre 7, -
soft intégrable, et que la longueur de I' n'est que Vintégrale de cette fonction
prise de @ jusqu’a & De plus, en désignant par s() la longueur d'arc de notre
courbe mesurée de a jusqu'd £, notre second théoréme fondamental implique
Pextension la plus générale de la formule classique

(13) EOHr=EOF+Or+&nHn

donnée successivement par LEBESGUE ™) et TONELLIY) et valable, d’aprés ce-
lui-ci, pour tonte courbe rectifiable ef presque partout par rapport au parq-
‘métre t, d'ailleurs arbitraire. En choisissant, en particulier, la longueur s comme
‘paramétre, on obtient

(14) KOV Er+HEEr=1

telation qui assure Pexistence d’une langente déterminde presque partout par
rapport 4 §.

~ On peut arriver aux mémes résultats sans faire appe] aun second théoréme
fondamental ef cela en appliquant le premier théoréme % la fonction d'inter-
valle f(e, £) égale a la différence de I'arc et de la corde joignant les points
(=) et P(8), fonction évidemment non-négative, non-croissante par décomposition
d'intégrale 0. La relation (14) se présente alors, avec des notations éwdentes,
sous la forme

PR

LS

PQR

esque partout.
Retoirnons au cas d’une seule fonction continue et & variation bornée,
J;(f). On pourra y atfacher la “courbe” x=x(f), y=—0, z=0, évidemnient

") Lesrsoue [#] (1. éd., p. 50—63, 125—120),
14y ToneLur [2]; Lesesoue [¥] (2. éd,, p. 198—201),
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rectifiable; et la variation totale indéfinie

Tty = ldx(t)

a
coincide avec la fonction s({¥). Donc la relation (13) donne immédiatement que
ro)=x®l

presque partout, ¢’est-d-dire que ce fait constaté indépendamment tout i ’heure
n'est qu'un cas particulier de la formule classique (13) envisagée au sens gé-
néral que nous venons de préciser. Cela nous suggére aussi une des voies
pour passer aux fonctions discontinues. Pour fixer les idées, supposons d’abord
que. x{f) ne présente qu’une seule discontinuité, soit pour t=r¢ (a<c < b),
et considérons de nouveau Ia “courbe” x =x{f), y=0,z=0, mais complétée
maintenant, pour ne pas étre discontinue, par deux segments orientés, le premier
allant de x(¢c—0) 4 x(c) et ie second de x(c} 4 x{c-+0). Le méme procédé
devra 8tre répété, dans le cas général, un nombre fini ou une infinité dénom-
brable de fois de fagon & supprimer tous les points de discontinuité. En
appliquant nos résultats 4 la courbe ainsi complétée, il s’ensuivra aisément
que la relation 7"(f) —|[x'(f)} presque partout, reste valabie aussi pour les
fonctions discontinues & variation bornée.

La relation entre fonctions A variation bornée et courbes rectifiables de-
vient encore plus formelle, du moins pour des courbes planes x—x{), y — ¥{9),
si ce plan est regardé comme plan des nombres complexes {=x-+/y. En
effet, la longueur de la courbe n’est autre que la variation fotale de o fonction
d valeurs complexes L(f)=x(f) 4 iy{t), définie, tout comme dans le cas réel,
par la plus petite- borne supéricure des sommes

pAI(AE=

CHAPITRE II.
INTEGRALE DE LEBESGUE.

DEFINITION ET PROPRIETES FONDAMENTALES.

16. Intégrale des fonctions en escalier. Deux lemmes.

Aprés CAUCHY et RIEMANN, _dmélt la seconde moitié du siécle dernier, .
de nombreuses définitions de I'intégrale ont été successivement proposées pour
les fonctions bornées ainsi que pour celies non bornées, Mais ce n'est qu'au
commencement du présent sidcle, en 1902, que HENR! LEBESGUE a introduit,
dans sa Thése [L], une notion d’intégrale qui devait changer l'aspect de toute
"“une foule de problémes dépendant de U'intégration. Les raisons .d’un tel change-
ment el avec elles I'utilité et la beauté de la théorie de LEBESGUE se verront’
‘au cours des cHapitres qui suivent; inutile d’en parler d'avdnce.

' Dans la These de LEBESGUE et dans ses Legons sur Uintégration, pro-
ifeésées au College de France, qui la suivirent, 1a route conduisant aux résulfats
‘est encore asscz arcue; des années allaient passer avant que les contemporains
g'habituaient aux méthodes nouvelles. Pendant ces années on s’est efforcé
‘d’arriver au méme but par des routes plus commodes et cela en remplagant
la définition primitive par d’aufres, permettant, comme le dit DE LA VALLEE
‘PoussiN, de faire entrer, si possible, la nouvelle théorie dans I'enseignement
assique. Dans ce qui suit, nous allons exposer la théorie en pariant de 'une
“ces- définitions, liée & I'idée d’opération fonctionnelle, tandis que la défi-
ition primitive s’attache 2 la notion de mesure. A [a suite, nous allons présenter
ncore quelques autres définitions, avec en premier lien celle de Lebesgue,
les comparer entre elles et 4 celle dont nous parlerons tout i I'heure.
:"Nous partons de la classe des fonctions en escalier définies dans un
htervalle (g, b), fini ou infini, c’est-4-dire des fonctions 4 valeur constante ¢
‘¢hacun d’un nombre fini d'intervalles partiels 4 de longueur finie |4 et
nnulant hors de ces intervalles; quant aux extrémités de ces intervalles,
ious. pourrons v fixer les valeurs des fonctions A notre aise; en effet, il nous
3 permis, dans ce qui suit, de négliger les ensembles de mesure nulle
ut-nous génent. Pour ces fonctions, neus suppesons 'intégrale définie, comme
rdinaire, par la somme
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