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Sommation non entiere

1. INTRODUCTION. Les mathématiques sont I'art de I'abstraction et
de la généralisation. Historiquement, les “nombres” ont d’abord été les entiers
naturels ; ensuite, les nombres rationnels, négatifs, réels, complexes ont été
introduits. De méme, le concept de dérivation a été généralisé aux dérivations
successives, d’ordre 2, 3, ... puis au “calcul fractionnaire” avec les dérivations
d’ordre non entier; il y a de méme des travaux sur les itérations d’ordre non
entier.

Cependant, lorsqu’on additionne des quantités, le nombre de termes consi-
déré est généralement un entier naturel : on sait additionner 2 nombres, 3
nombres, mais comment additionner —7 nombres, ou bien les m premiers
termes de la série harmonique ?

Dans cette note, on montre qu’il y a une fagon tres naturelle d’étendre
les sommations aux cas ou le “nombre de termes” est réel, voire complexe.
On pourrait penser que cette méthode a été découverte il y a au moins deux
cents ans - comme nous le pensions initialement. A notre grande surprise,
cette méthode ne semble pas avoir été étudiée dans la littérature, ni étre
connue des experts, a 'exception de quelques remarques sporadiques dans les
ceuvres d’Euler (cf. la relation (13)). Bien évidemment, certaines méthodes
classiques d’introduction de la fonction I' sont un exemple de sommation
avec un nombre complexe de termes, comme en témoigne 1'équation (5) dans
le paragraphe 1.2.

Dans cette note de présentation, nous ne donnons pas toutes les démons-
trations.

1.1. Les Axiomes On commence par donner des conditions naturelles
pour les sommations avec un nombre complexe de termes; dans la suite,
x,y, z et s désignent des nombres complexes et f et g des fonctions a valeurs
complexes définies sur C ou des parties de C, éventuellement soumises a des
conditions spécifiées ultérieurement.



(S1) Relation de Chasles.

)

YW+ Y W) =) f).

v=x v=y+1

(S2) Invariance par translation.

Yo W) =) fw+s)

(S3) Linéarité. Pour A et p dans C,

Y

Y AMW) +ugw) =AY fw)+n) fv).

vV=x V= vV=x

(S4) Cohérence.

S Iw) = ()

(S5) Monomes. Pour tout d € N, 'application

z
D%
vV=x
est polynomiale dans C.

%
(S6) Continuité de la translation a droite. Si pour tout z € C, on a
lim,, oo f(2 4+ n) =0, alors

lim Zf(u—i—n) = 0; (1)

n—-+00

plus généralement, pour toute suite de polynomes de degré fixé, (p,)nen telle
que
VzeC: lim [f(z+n)—pu(z+n)| =0,

n—-+o0o

on demande d’avoir

lim Zf(u—i—n) —an(l/—i-n) = 0. (2)

n—-+o00



Les quatre premiers axiomes (S1) - (S4) sont si naturels qu'il est difficile
d’imaginer une méthode de sommation qui ne les satisfasse pas. Ils impliquent
facilement que 'on a pour tout n € N*: >™"_ f(v) = f(1)+ f(2)+---+ f(n)
et on assure une généralisation de la notion classique de sommation.

L’axiome (S5) est motivé par les relations classiques

n n

n(n+1) s nn+1DE2n+1) <= 5 [(nn+1))
D 0 VLt S DL - (")

v=1 v=1

et les formules similaires pour les puissances supérieures. On montrera ci-
dessous que nos axiomes impliquent la validité de ces formules .

Enfin, 'axiome (S6) est également naturel. Le premier cas, (1), exprime
le fait que si f tend vers 0 a l'infini, la somme sur le domaine de longueur
constante [z +n,y + n] doit également tendre vers 0. La relation (2) exprime
un phénomene semblable, a cela pres quune approximation polynomiale a
été introduite (cf. la discussion apres la Proposition 1).

1.2. Des Axiomes a une Définition. Pour voir comment ces conditions
déterminent une méthode de sommation de fagon univoque, on commence
par sommer des fonctions polynomiales. Le cas le plus simple est celui de la
somme Ziﬂ ¢, ou ¢ € C. D’apres I'axiome (S1), on doit avoir

=1
1
c—+ Z c:Zc.

v=1 1/:3/2 v=1

1/2

En appliquant les axiomes (S2) au membre de gauche et (S4) au membre de
droite, on obtient

1/2 1/2
ZC—I—ZC:C.
v=1 v=1

Il en résulte que 211,/:2 ¢ = ¢/2. Ce calcul élémentaire peut étre étendu pour

couvrir toute somme d’une fonction polynomiale avec un nombre rationnel
de termes.

Proposition 1. Soit p € C[X] et P l'unique polynome tel que P(0) = 0 et
P(z) — P(z — 1) = p(z), pour tout z complexe. Alors :

1. Avec le méme résultat, on peut remplacer la conditions que les sommes de mondémes
soient polynomiales par la condition a priori plus faible que ce soient des fonctions C*
qui sont somme de leur série de Taylor.



— La définition
> p(v) = P(y) — Pz —1) (3)

satisfait les ariomes (SJ)—(S—%) , dans le cas ou f est un polynome.

— Réciproquement, toute sommation qui satisfait les axiomes (S1)-(S4)
satisfait également (3) pour tout polynome p € Q[X] et tout couple de
complexes x et y dont la différence est dans Q.

— Toute sommation qui satisfait les axiomes (S1)-(S5) satisfait également
(3) pour tout polynéome p € C[X] et tout couple de complexes x et y.

Démonstration. Pour démontrer la premiere assertion, on considere (3) comme
une définition. On vérifie aisément les propriétés (S1), (S3), (S4) et (S5).
Pour vérifier (S2), on associe au polynome p les polynéme ¢ et r définis par
q(x) = p(x+s) et r(z) = P(x+s) — P(s). On montre d’abord que “r = Q" :
onar(0)=0etr(z)—r(z—1)=P(z+s)— P(z+s—1) =q(z); on pourra
donc appliquer (3) au couple (¢, 7). On a

dopwts) = Y r(v)=qly) —alz - 1)
= P(y+s)—Pla+s—1)= > p).

Montrons finalement que (S_>6) est satisfait. On considere 'espace vectoriel
V; constitué des polynomes complexes de degré au plus égal d, muni de la
norme || - || définie par [|¢|| = Z?:o lq(7)|. La forme linéaire s¥ sur V; qui
associe & un polynéme ¢ le complexe s%(q) = >"Y__q(v) est continue et si
une suite (g, ), tend vers 0, alors la suite s¥(g,) tend vers 0. Pour montrer la
relation (2), on définit ¢, par ¢,(z) = p(x + n) — p,(x + n). Par hypothese,
la suite g, tend vers 0 au sens de la convergence simple ; elle tend donc vers
0 au sens de la norme || - || et on a donc (3).

Pour démontrer le deuxieme point, on va développer I'idée utilisée pour
démontrer que 211,/:21 ¢ =c¢/2. D’apres (S1), on a pour tout entier r > 1

r r/s 2r/s r
Zud:ZVd+ Z v+ Z Ve,
v=1 v=1 v=r/s+1 v=_(s—1)r/s+1

Comme nous 'avons déja remarqué, le membre de gauche garde son sens



classique. En utilisant (S2) et (S3), on en déduit

s—1 7/s /s s—1 7/s
ZV _ZZ (v +kr/s) —SZV +ZZQd 1 (
k=0 v=1 k=0 v=1

ot qg_14(v) = (v + kr/s)? — v? est un polynome nul si d = 0 et de degré

d — 1 sinon.

Cette relation étant établie, on raisonne par récurrence. Si d = 0, I’équation

précédente détermine ZZ/:S 1 1 et par linéarité la somme ZZ/:S | ¢, pour n’impor-

te quel nombre complexe c. Une fois qu'on a évalué la somme ZZ/:S L f(v) sur

tous les polynémes de degré d—1, la relation que 1’on vient d’établir détermine
Y et par linéarité, cela determme S5 f(v) pour tous les polynomes

de dggre d. Si p est un polynome et x — y est dans Q, les axiomes (S1)-(S4)
impliquent que SY_ p(v) = SV p(v + 2 — 1). Mais on a déja montré
que I'équation (3) est une définition admissible pour une méthode de som-
mation sur les polynomes; ainsi, si une méthode de sommation satisfait les
relations (S1)-(S4), pour tout polynéme p et tout couple de complexes (z,y)

de différence rationnelle, la relation (3) est satisfaite.

Le troisieme point résulte du fait que deux polynomes qui coincident sur
les rationnels sont égaux. [

Soit maintenant f une fonction arbitraire de C dans C. Si on cherche a
définir > °Y_ f(v) pour x et y dans C, on peut écrire

Y y+n r+n—1 y+n
DI+ > fw =) fm+ Y fWw),
v=x v=y+1 v=x v=x+n
ou n € N* est un entier positif arbitraire. On en déduit
Yy rz+n—1 y+n y+n
D Sw) = Y fw) =Y S+ Y W)
v=x v=r v=y+1 v=z+n

n

= Y (fwtz—1)—=fw+y)+> fv+n) (4)

v=1 v=x

A quoi nous sert ce réarrangement élémentaire? Dans la derniere ligne, la
premiere somme du membre de droite porte sur un nombre entier de termes :
elle peut étre évaluée de facon classique. Pour ce qui est de la seconde somme,
I’avantage est que nous avons translaté le somme par n vers la droite. Puisque



(4) a lieu pour tout n, on peut utiliser (S_>6) pour évaluer la limite quand n
tend vers l'infini : si pour tout z, la suite (f(n + z)), tend vers 0, alors
(S_é) implique que la limite de la derniere somme est nulle quand n tend vers
I'infini, et on obtient dans ce cas

Y W)= (fv+z=1)=flr+y)).

C’est bien sur une condition particuliere a imposer a f, mais cette idée
peut étre généralisée. Considérons par exemple la fonctionf = In; pour
v € [x,y] C RT, les valeurs f(v + n) sont bien approchées par la fonction
constante f(n), avec une erreur qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini;
on dira dans ce cas que f est “approximativement constante”. En utilisant
(S3), on obtient pour tout n € N*

Z In(v+n) = Zln(n) + Z (In(v +n) —Inn).

Mais, par (S_é) , la derniere somme s’annule quand n tend vers l'infini, tan-
dis que le sommant de la premiere somme est constant et on peut donc
évaluer celle-ci par la Proposition 1. En passant a la limite en n, on obtient
nécessairement

Zlnyzgi_}r{.lo (Z(ln(u—l—x—l) —ln(y—l—y))—i—(y—x—i—l)lnn) :

v=1

Avant de généraliser encore plus notre définition, observons que notre
méthode interpole la fonction factorielle de fagon classique. On définit

H f(v) :=exp (Z In f(y)>

et on obtient

z

- v
| = = i 1 1
A=1lv = Jimew (Z n(52) n)

v=1
- 14
— lim [ n? —T(z+1
lim (n HV+Z> (z+1), (5)

v=1

en utilisant une représentation classique de la fonction I'.



Nous pouvons maintenant nous appuyer sur le calcul heuristique (4), la
Proposition 1 et 'axiome (S6) pour donner une définition générale : tout ce
dont nous avons besoin est de pouvoir approximer f(n + z) par une suite de
valeurs p,(n + z) de polynémes p,, de degré fixé.

Les domaines de définition nécessitent quelque soin : I'exemple du loga-
rithme montre que I'on ne doit pas se limiter a des fonctions définies sur C.
Ce dont nous avons besoin, c’est de considérer des domaines de définition
U stables par la translation v — u + 1. Cela nous conduit a la définition
suivante (le degré du polynome nul est par convention —o0).

Définition 1 (Fonctions fractionnairement sommables). Soit U une partie
non vide de C et d € NU {—o0}. Une fonction f: U — C est dite fraction-
nairement sommable de degré d si les conditions suivantes sont satisfaites.
— L’ensemble U est stable par la translation u — u + 1.
— Il existe une suite de polynomes de degré d telle que

pour tout x € U on a lim |f(n+x) — pp(n+x)| = 0.
n—oo

— Pour tout x dans U et tout y tel que y+ 1 est dans U, la limite

JE&(Z pn(V)+Z(f(V+$—1)_f(V+?/)))

v=n-+x
existe, ot la premiere somme est définie en (3).
Dans ce cas, on note cette limite

Y

y
Zf(u) ou plus simplement Zf.

V=x x

Si la fonction In f est fractionnairement sommable, on pose

H @) =exp (g f@)) .

On notera que cette définition ne dépend pas du choix des polynomes ap-
proximants. Soit en effet (g, ), une autre famille de polynémes approximants ;
pour tout x € U on a lim,_,o(pn(n + x) — ¢,(n + z)) = 0; puisque Cy4[X]|
est de dimension finie d + 1, cette derniere relation est valable pour tout x
de C. Comme on I’a montré dans la Proposition 1, les sommes de polynomes

%
satisfont 1’axiome (S6); en substituant 0 & f et ¢, —p —n a p, dans (S6) ,

on obtient
n+y n+y
lim < > o) = > qn(V)> = 0.

v=n-+zx v=n-+zx



En outre, cette définitions est la seule qui satisfasse les axiomes (S1)-(S6) ,
comme on 1’établit dans le théoreme suivant

Théoreme 1. La Définition 1 satisfait les axiomes (SZ)—(%) (pour des do-
maines de définition convenables) et c’est la seule définition avec cette pro-
priété, pour les classes de fonctions considérées.

Démonstration. On a déja montré I'unicité en dérivant la Définition 1 des
axiomes (Sl)—(S_é) . Il nous reste a vérifier que la Définition 1 induit les
axiomes (S1)-(S6) . Les axiomes (S3) et (S5) sont automatiquement satisfaits.

%
Les axiomes (S1), (S2) et (S4) sont facilement vérifiés. Pour vérifier (S6) , on
utilise la définition et les autres axiomes, en particulier (S1), et on calcule

A = nh_g)lo (Zf(u+n)—2pn(y+n)>

y y y
-~ I (2 F+m)= 30 f0) + DD (f 4= 1)~ S+ y>>)
y+n Y n+z—1 y+n
= lim () fW)-2 S+ D ) - Y f(V)> =0.
=x+n v=x v=x v=y+1
Cela montre que la Définition satisfait tous les axiomes. O

2. PROPRIETES DES SOMMES FRACTIONNAIRES. Mainte-
nant que nous avons une définition de sommes avec un nombre non entier de
termes, il est intéressant de rechercher les proprités des sommes finies clas-
siques qui se concervent dans ce cadre, et d’en trouver de nouvelles.

2.1. Proprétés classiques généralisées. Une des identités les plus fonda-
mentales pour les sommes finies est la sommation des progressions géométriques.
Pour simplifier, on considere un rél g € [0, 1[. La fonction v — ¢” est approxi-
mativement nulle et la définition donne

T 00 o0 1— z4+1
qu — Z (qu—l o qy+x) — (1 _ qx—i-l) Z ql/—l _ : _qq ] (6)
v=0 v=1 v=1

La formule de sommation des séries géométriques est donc valable pour tout
x e C.

Un calcul similaire montre que la formule du binoéme reste valable dans
le nouveau cadre : pour tout ¢ € C\{—1,—2,...} et x € C avec |z| < 1, on a

(1+2)° :§C: (5)1; (7)

v=0

8



On peut étendre la formule (6) au cas ¢ > 1 et la formule (7) au cas
|z| > 1, mais cela implique la “sommation a gauche” que nous introduirons
dans la troisieme partie.

La multiplication des sommes fractionnaires fournit un exemple d’identité
avec une structure plus compliquée. Pour x € C, et sous réserve que toutes
les sommes non entieres existent, on a

(Zf(iﬁ) : (Z!ﬂ’ﬁ)
- Z<f(u)g(u)+f(V)E_>:g(k’)+9(V)gf(k)>a (8)

v=1 k=1 k=1

ce qui généralise les formules du type (a; +az)(by +by) = a1by + asbs + ashy +
bg@l .

2.2. Proprétés nouvelles et fonctions spéciales. Comme nous l'avons
vu dans le paragraphe 1.2, notre définition interpole la fonction factorielle
par la fonction I,

2! Eﬁ =T(z+1). (9)

Une conséquence amusante est la relation

~1/2
H (v +1) = tanh7; (10)

v=1

que 'on obtient en utilisant la relation classique I'(2)I'(1 — z) = 7/ sin(7z) =
im/sin(miz) :

= e 2 P2 (12 — i)
ﬂ(y+1) = ﬂ(y+z)ﬂ(u—z): RS
_ L1/2+9(1/2 —1) _ sin(7i) _ sindw
. L)1 — 1) isin(m(1/2+14)) dicosim
= :;I;EZ = tanh . (11)

Plusieurs sommes non entires sont liées aux fonctions spéciales. Nous
prendrons la série harmonique comme exemple. Puisque v — v~! est ap-
proximativement nulle, on a

Sls(n)

9




et en particulier, on a

-1/2

Zl o(1-i4 ) = ome (13)
v 2 3 N ’

v=1

ce qui avait déja été remarqué par Euler.

La fonction ¢ d’Hurwitz est une fonction définie sur
C\{1} x C\{0,—1,-2,...} et qui vérifie

C(s,x iﬁ pour R(s) >1et x> 0. (14)

v=0

On note 5
Cl(s,z) = %C(s,x).

On peut montrer que l'on a

M v =((=a,1) = ((—a,z + 1) pour z € C\{~1,-2,-3,...} et a# —1,

(15)
avec le cas particulier
~1/2
z v =(2-2"%)((-a,1), pour a# —1. (16)
v=1
En dérivant (15) b fois (ou b est un entier naturel), on obtient
> v nw)’ = (=1)" (¢"(=a.1) = (V(~a,2 + 1)) (17)
v=1
ce qui conduit a quelques valeurs particulieres inattendues, comme
~1/2
In2
Iny=—-——-—— 1,1). 18
S vy =52 = S(1) (13

2.3. Séries mirroir et sommation a gauche. L’identité

F(=10) + £(=9) + f(=8 Z Fw)=>_f(-

v=—10

10



semble si triviale qu’elle n’est presque jamais mentionnée. S’étend-elle aux
sommes fractionnaires 7 Il y a la un probleme crucial puisqu’avec notre défini-
tion, la seconde somme implique de connaitre le comportement de f au voi-
sinage de —oo. Nous traitons ce point dans le paragraphe suivant.

3. UN AUTRE AXIOME ET LA SOMMATION A GAUCHE. On
peut modifier 'axiome (S6) en s’intéressant aux limites quand n — —oo. On
obtient ainsi l'axiome de “continuité de la translation a gauche” :

(&i) Continuité de la translation & gauche. Si pour tout z € C, on a
lim, . f(z —n) =0, alors

im ; fv—=n)=0; (19)

plus généralement, pour toute suite de polynomes de degré fixé, (p,)nen telle
que
VzeC: lim |f(z—n)—pu(z—n)| =0,

n—-+4oo
on demande d’avoir

lim Zf(u —n)— an(u —n)| =0. (20)

n—-+00

En répétant les calculs du sous-paragraphe 1.2. on obtient une définition
alternative que l'on ne donne pas ici formellement : c’est exactement la
Définition 1, a cela pres que toute limite n — oo est remplacée par n — —oo.

On montre de méme que cette définition est la seule qui satisfasse (S1)-
(S5) et (§6) . On remarque qu’en général I'existence de >3 et ¥= sont indépen-
dantes; en outre, si I'une et l'autre existent, elles peuvent avoir des valeurs
différentes. Par exemple, pour tout z avec R(z) > 0, on a

—-1/2

d v = (=1 (2-277) (=2, 1), (21)

tandis que
—1/2

M vi=(2-27)((-21). (22)

En revanche, on a la relation

b

) = 3 F(w). (23)

v=a v=—b

11



4. UN PRODUIT INFINI. Les sommes non entieres ne sont pas qu'un
nouvel environnement peuplé d’énoncés dénués de sens dans le contexte clas-
sique. En fait, quelques unes des formules obtenues sont bien connues et
d’autres semblent nouvelles. Bien siir, toutes les identités obtenues peuvent
en principe étre calculées sans recours aux sommes non entieres. Mais les
démonstrations fondées sur la sommation non entiere peuvent étre assez intui-
tives et simples, puisque la plupart des étapes ne sont que des généralisations
de propriétés de sommation tres classiques. Nous en donnons un exemple en
donnant une forme close pour le produit infini

2n 9 —k(-1)*
P() := lim ]Hl (1 + ?) (24)

pour x > —/2. Ce produit a été étudié en premier par Borwein et Dykshoorn
en 1993. En prenant les logarithmes, on obtient

In P(z) = —g (%m (1+2%) 9 (k—%) In (1+ﬁ))

On considere la fonction v — 2vIn(1+2/v) qui tend vers 2z quand v — oo.
D’apres la Définition 1, on a

—-1/2

s
§2V1n<1+;>
= lim [—%-2x+i2kln(l+%>—2(k—%)1n<1+k+1/2>].

k=1

12



On obtient donc

—1/2 —-1/2
InP(x) = —a— Z 2vin (1 + %) =—r—2 Z vin (V —: x)
v=1 v=1
~1/2 ~1/2
= —x—2£yln(y+x)+2£l/lnu
v=1 v=1
—1/24x 9
) _ 2 3¢ (—
x Z (v —x)lnv T 3¢ (—1,1)
v=I1+zx
—1/24x —1/24x 2
= —x—2 vinv 4 2z Iny — — — 3¢ (-1,1
2, v I LD

= —x—2 (g; (—1,3: + %) — -1,z + 1))
2 (m ((m - %) !) - ln(x!)) - h;—; —3¢/(=1,1),

ou l'on a utilisé I’équation (18), le décalage d’indices, I’équation (17), I'équation
(5) et la sommation continue. En prenant ’exponentielle des deux membres
extrémes, on obtient finalement

Plz) = 212 (?Z—ﬁ;)%x

< exp (o= 2Lk )+ 201+ D) 31D )
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