DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
CCINP 2014 — MP

Ce sujet est composé de deux exercices et d’un probléme tous indépendants.
PROBLEME — CCINP 2014

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur a 1. On désigne par diag(aq, ..., a,) la matrice diagonale de .#,(R) dont les coef-
ficients diagonaux sont les réels o, . . ., o, dans cet ordre. Pour M dans .#,(R), on note MT sa transposée.
On note E = R™ et on munit Pespace vectoriel E du produit scalaire canonique noté (-|-) et de la norme
euclidienne ||-|| associée. On note . (E) le sous-espace des endomorphismes auto-adjoints de E, c’est-a-dire
I’ensemble des endomorphismes s de F vérifiant :

V(e y) € B2, (s(2)|y) = (@] 5(x)) -
Un endomorphisme auto-adjoint s de E est dit positif (respectivement défini positif) si :
Ve e E, (s(x)|x) >0 (respectivement Va € E\ {0}, (s(z)|x) > 0) .
Une matrice S de .4, (R) est dite symétrique positive (respectivement symétrique définie positive) si :
VX € My (R) XTSX >0 (respectivement VX € .4, 1(R)\ {0} XTSX >0).

On note ., (R) (respectivement .7, (R)) 'ensemble des matrices symétriques positives (respectivement
symétriques définies positives) de ., (R).

On rappelle qu'un endomorphisme s de E est auto-adjoint (respectivement auto-adjoint positif, auto-adjoint
défini positif) si, et seulement si, sa matrice dans toute base orthonormée de E est symétrique (respectivement
symétrique positive, symétrique définie positive).

On admet que, pour tous réels positifs ay,...,a,, on a

(l I ai> < - E a; (inégalité arithmético-géométrique.)
n
=1 i=1

Objectif du probléme

On se donne une matrice S de .7, (R) (ou .7, (R)) et on étudie le maximum (ou minimum) de la forme
linéaire A — tr(AS) sur des ensembles de matrices.

PARTIE I - Questions préliminaires

Q1. a) Enoncer (sans démonstration) le théoréme de réduction des endomorphismes auto-adjoints de 1’es-
pace euclidien E et sa version relative aux matrices symétriques réelles.
b) Toute matrice symétrique a coefficients complexes est-elle nécessairement diagonalisable 7 On pourra
par exemple considérer la matrice de #5(C) :

Q2. Soit s dans . (F), de valeurs propres (réelles) Aq,..., A, rangées dans lordre croissant :
AL <A <<,

Soit 8 = (g1, -+ ,&n) une base orthonormée de E telle que, pour tout i dans [1;n], &; est un vecteur
propre associé a la valeur propre \;. Pour tout vecteur = de E, on pose :

Ry(z) = (s(2) |z)



a) Exprimer Rs(z) a 'aide des A; et des coordonnées de = dans la base .
b) En déduire l'inclusion : Rs(S(0,1)) C [A1; A\, ] ot S(0,1) désigne la sphére unité de E.

Q3.a) On suppose dans cette question que s est auto-adjoint positif (respectivement auto-adjoint défini
positif). Démontrer que les valeurs propres de s sont toutes positives (respectivement strictement

positives).
b) Soit S dans .7 (R) avec S = (s; ), de valeurs propres A1, -- , A, rangées dans l'ordre croissant :
AL <A <o <A
On note s ’endomorphisme de F représenté par S dans la base canonique B = (e, - - , €,,). Exprimer

le terme général s; ; de S comme un produit scalaire et démontrer :
Vie[lin] M<s:<A.
PARTIE II - Un maximum sur &,(R)

On note I, la matrice unité de ., (R) et 0, (R) le groupe des matrices orthogonales de .#,(R).
Q4. Démontrer que I'application M +— MM — I,, est continue de .#,(R) dans ., (R).

Q5. Justifier que, si A est une matrice orthogonale, alors en notant A = (a; ;) :
V(i j) € [Lin]*  Jaiyl < 1.

Q6. En déduire que le groupe orthogonal &,,(R) est une partie compacte de 4, (R).
Q7. Soit S dans .7, (R), de valeurs propres (positives) A1,...,A,. On pose A = diag(A1,- -+, An).
Si A est une matrice orthogonale, on note T'(A) le nombre réel T'(A) = tr(AS).

a) Soit A dans €, (R). Démontrer qu'’il existe une matrice orthogonale B telle que :
T(A) =tr(BA) .

b) Démontrer que l'application T' de €,,(R) dans R admet un maximum sur &,,(R) que l'on notera t.
¢) Démontrer que, pour toute matrice orthogonale A de &,,(R), T'(A) < tr(5), puis déterminer le réel

t.
PARTIE III - Inégalité de HADAMARD
Soit S dans .7F(R) avec S = (s;,;), de valeurs propres (réelles positives) Ai,..., A, rangées dans l'ordre
croissant :

0< A <A<l <A,

Q8. Démontrer I'inégalité valable pour tout S dans ., (R) :
1 n
det(9) < (n tr(S)) . (%)
Q9. Soit a = (ay,...,a,) € R", D = diag(ay,...,a,) et So = DTSD. Démontrer S, € .7, (R) et

calculer tr(S,).

Q10. Dans cette question on suppose que les coeflicients diagonaux s;; de S sont strictement positifs et,

pour 1 < i < n, on pose o; = . En utilisant l'inégalité (x), démontrer :

Sii

det(S) § HSZ‘}I‘ .
i=1



—-

Q11. Pour tout réel € strictement positif, on pose S, = S + €I,,. Démontrer det(S:) < | |(si; + €), puis

=1

conclure :

n n
H A < H si; (inégalité ’'HADAMARD) .
i=1 i=1

PARTIE 1V - Application de I’inégalité de HADAMARD : détermination d’un minimum

Soit S dans ., T(R), de valeurs propres vérifiant 0 < A; < .-+ < \,, et A = diag(A1,...,\,). Soit

Q € 0,(R) telle que S = QAQT. On désigne par U P'ensemble des matrices de .7 T(R) de déterminant

égal a 1.

Q12. Démontrer que, pour tout A dans I, la matrice B donnée par B = QT AQ est une matrice de U vérifiant
tr(AS) = tr(BA).

Q13. Démontrer {tr(AS)|A e U} = {tr(BA)|B € U}, puis que ces ensembles admettent une borne infé-
rieure que 'on notera m.

Q14. Démontrer, pour B = (b; ;) € U, tr(BA) > n(Ay--- M) (byg -+ bpn) /™.

Q15. En déduire que, pour B = (b; ;) € U, on a tr(BA) > n(det(S))/™.
1

Q16. Pour tout entier k tel que 1 < k < n, on pose pug = )\—(det(S))l/" et D = diag(u1, ..., tn)-
k

Déterminer le réel m.
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PARTIE I - Questions préliminaires

Q17. a) ’ Tout endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien est ortho-diagonalisable. ‘

’ Toute matrice symétrique réelle est ortho-semblable & une matrice diagonale. ‘

. 1

b) Soit S = | "
1 —
en déduit que S est nilpotente mais non nulle et ne saurait donc étre diagonalisable. Comme elle est

. En notant s son polyndme caractéristique, on a yg = X? —i? —1 = X2. On

cependant symétrique | une matrice symétrique complexe n’est pas nécessairement diagonalisable.

Q18. Pour z dans F, on note (z1,...,2,) ses coordonnées dans 3.
n
a) Soit x dans E. On écrit = = E x;e; et il vient, puisqu’on a affaire a une base de diagonalisation,
i=1

n n
s(x) = Z Aix;e; et donc, par orthonormalité, | Rs(x) = Z iz
i=1

=1

n
b) Soit z dans S(0,1). On a alors 1 = ||z|* = Z x?, par orthonormalité de 3. On en déduit que R, ()
i=1
est une combinaison convexe de (\g,...,\,) puisque (z%,...,22) est une famille de réels positifs de
somme 1. Etant une moyenne, cette quantité est comprise entre le plus petit et le plus grand des A;,

ie. | By(S(0,1)) € [MisAn ]|

Q19. a) Par définition si s est auto-adjoint positif (respectivement auto-adjoint défini positif) Rs(S(0, 1)) est
inclus dans Ry (respectivement R ). La question précédente montre alors que

’ les valeurs propres de s sont toutes positives (respectivement strictement positives). ‘

b) Soit ¢ et j dans [1;n]. Le coefficient s;; de S est la i® coordonnée de s(e;). Comme la base
canonique est orthonormée pour le produit scalaire canonique sur R"™, cette coordonnée s’écrit

si; = (s(ej) | e;) | Ainsi s, ; = Rs(e;) et donc, d’apres la question précédente

PARTIE II - Un maximum sur 7, (R)

Q20. La transposition est linéaire, le produit est bilinéaire et une translation est une isométrie. Comme
M, (R) est de dimension finie, on en déduit que ‘ M +— MTM — I, est continue sur ., (R). ‘

Q21. Soit A une matrice orthogonale. En notant A = (a; ;), pour (¢,7) dans [1;n], on a, d’apres I'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ, |a; ;| = [(s(e;) | ei)] < |[s(e;)| le1]]- Or s préserve la norme et la base canonique

est unitaire. On en déduit | |a; ;| < 1.

Q22. Les normes étant équivalentes en dimension finie et ., (R) étant de dimension finie, on peut le munir
d’une norme quelconque, par exemple la norme de la convergence uniforme. Pour cette norme, la ques-
tion précédente montre que @, (R) est inclus dans boule unité fermée, donc un compact d’apres le théo-
réme de HEINE-BOREL. D’aprés la question 20 c’est I'image réciproque du singleton {0} par une applica-
tion continue. Or le singleton {0} est une partie fermée de .#,,(R), donc &, (R) est une partie fermée de

M, (R). Etant fermée dans un compact, on en déduit que‘ O, (R) est une partie compacte de ., (R.). ‘
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Q23. a) D’aprés le théoréme spectral on dispose de P dans 0, (R) tel que S = PTAP. Ainsi on a T(A) =
tr(APTAP). Par circularité de la trace, T(A) = tr(PAPTA). Puisque 0, (R) est un groupe, stable
par inverse donc par transposition, en posant B = PAPT, on a ‘ Be 0,(R) et T(A) = tr(BA). ‘

b) Le produit est bilinéaire et la trace est linéaire, donc A — tr(AS) est continu sur .#,(R). D’apres
la question 22, £,,(R) est compact et donc, d’apres le théoréme de WEIERSTRASS,

’T admet un maximum sur &, (R). ‘
¢) Soit A dans 0, (R). D’apres la question 23a on dispose de B dans &, (R) tel que T(A) = tr(BA)

et donc, en notant B = (b, ;), T(A) = Z bi iAi. Il résulte donc de la question 21 et de la positivité
i=1

n
des valeurs propres de S, T(A) < Z A; et donc, par invariance de la trace par changement de base,
i=1

T(A) < tr(S). | Comme T'(I,,) = tr(S) et que I, est orthogonale, il vient m
PARTIE III - Inégalité de HADAMARD

Q24. Si la matrice S est diagonale & diagonale positive, 'inégalité (x) est une reformulation de 'inégalité
arithmético-géométrique. Comme le déterminant et la trace sont des invariants de conjugaison et que,
d’apres le théoréme spectral, S est (ortho-)semblable & une matrice diagonale & diagonale positive, il

vient | det(S) < (iu(&)n.

Q25. On a directement ST = DTSTD = S, et donc S,, est symétrique réelle. De plus, pour X dans .4, 1 (R),
en posant Y = DX, il vient XTS5, X = YTSY > 0, par positivité de S, et donc | S, € .7, (R). | Pour

i et j dans [1;n], on a Sy = (a;8;,505) et done |tr(Sq) = Z)\Z—a?.
i=1

Q26. D’apres l'inégalité (%), on a det(S,) < 1 puisque tr(S,) = 1 dans ce cas. Par multiplicativité et

n
invariance par transposition du déterminant on a det(S,) = det(S) det(D)? et donc | det(S) < H Sii-
=1

. Doit € dans . On a 5p C et Sp(S:) = € +dp C . Puisque S, est encore symetrique
27. Soit € dans R%. On a Sp(S) C Ry et Sp(S Sp(S) € RY. Pui S, étri
réelle, on en conclut S. € .7, T(R). Les coefficients diagonaux de S: étant les (s;; + €), la question

n
précédente donne | det(S:) < H(SM +¢). | Le déterminant est polynomial donc continu, car .#,(R)
i=1

est de dimension finie, tout comme la multiplication par I,, et la translation par S. On peut donc
n

passer & la limite en 0 dans la question précédente et obtenir det(S) < Hs“ Par inviariance par
i=1

n n
conjugaison du déterminant, il est équivalent d’écrire H A < H Sii-
=1 =1

PARTIE 1V - Application de I’inégalité de HADAMARD : détermination d’un minimum

Q28. Puisque B est ortho-semblable a S, elle est également ortho-semblable a une matrice diagonale a
diagonale strictement positive, et donc B € ., T(R). Par circularité de la trace on a tr(AS) =
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Q29.

Q30.

Q31.

Q32.

tr(QTAQA) = tr(BA). Par multiplicativité du déterminant on a det(B) = det(A) car QT = Q~! par
orthogonalité de Q. On en déduit | B € U et tr(AS) = tx(BA). |

Les calculs précédents donnent, avec les mémes notations, B € .7, (R) <= A € . (R), det(B) =
det(A) et tr(AS) = tr(BA). On en déduit A € U <= B € U et donc

n
‘ {tr(AS)|A e U} = {tr(BA) | B € U}. ‘En notant B = (b; j), on a tr(BA) = Z b; i\; et donc, puisque
i=1
B est symétrique définie positive, il résulte de la question 19b que tous les termes de cette somme sont
positifs et donc le second ensemble est minoré par 0. Par égalité entre les deux,

‘1es deux ensembles admettent une borne inférieure. ‘

Au vu de I'expression obtenue a la question précédente, il résulte directement de I'inégalité arithmético-
géométrique qu'on a [tr(BA) > n(Ay -+ X)) (b1 - bpn) /™

D’apres 'inégalité de HADAMARD, on a by 1 -+ - by, > det(B) = 1 et il vient donc, par invariance du
déterminant par conjugaison, | tr(BA) > n(det(S))'/™.

Par construction D est une matrice diagonale a diagonale strictement positive, donc appartient a
T (R). De plus par multilinéarité du déterminant det(D) = det(S)/(A1 -+ - A,) = 1 et par conséquent
D € U. Les calculs précédents donnent tr(DA) = ndet(S)'/™. Il en résulte que le minorant trouvé a la
question précédente est atteint dans ensemble {tr(BA)|B € U}, et donc aussi dans {tr(AS) | A € U}
1/n. ‘

puisque ces deux ensembles sont égaux. Ainsi ‘ m = ndet(S)




