PREMIERE COMPOSITION
CCINP 2017 — MP

EXERCICE 1

Le nombre réel A étant donné, vérifiant 0 < |A| < 1, on considére la fonction f définie sur R par

1
1 —2\cos(f) + A2

/()

1 ™
Pour n dans N on pose a,, = — / f(0) cos(nd) dé.
™ Jo

Q1. a) Calculer a; en fonction de ag et .
b) Aprés avoir linéarisé, pour n > 1, Pexpression (1 — 2\ cos(f) + A?) cos(nf), démontrer qu’il existe
entre trois termes a,, d’indices consécutifs une relation du type :

Vn € N* aany1 + Ban + Yar_1 =0

ou «, 3, v sont trois nombres réels ne dépendant que de \.

Q2. a) Déterminer toutes les suites (u,)nen & valeurs réelles ou complexes, dépendant du parameétre A,
satisfaisant aux deux relations obtenues a la question précédente.

b) Calculer ag et en déduire, en fonction de n et de A, 'expression de a,,.

EXERCICE 2
RS | 2
On admet ;ﬁ =% et on pose A = N* x N*.
. . 1
Q3. Démontrer que la famille (22> est sommable et calculer sa somme.
4/ (p.g)ca

Q4. Démontrer que la famille < n’est pas sommable.

p*+q° > (p,9)€A
PROBLEME — Séries trigonométriques

Il est utile en physique, notamment pour étudier des spectres d’énergie ou pour décomposer un signal
périodique en harmoniques, de pouvoir écrire une fonction périodique en somme d’une série de fonctions
trigonométriques.

Nous allons nous intéresser a l’aspect mathématique de cette décomposition pour les fonctions de période
2.

Dans ce qui suit, on appelle « série trigonométrique » une série de fonctions du type

Z(an cos(nx) + by, sin(nzx))

ou (ay) et (b,) sont deux suites de réels.

Dans la premiere partie, on étudie quelques exemples. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse plus particu-
lierement aux séries trigonométriques qui convergent normalement sur R.

On notera Cy,; 'espace vectoriel des fonctions continues et 2m-périodiques de R dans R. Pour f € Cy;; et
n € N, on notera

an(f) = L f(x)cos(nx)dx et B,(f) = L f(x)sin(nx) dx

L —— T™J—xm



Q5.

Q6.
Q7.

Q8.

Q9.

Q10.
Q11.

Q12.

Q13.
Q14.

PARTIE I - Exemples

1 1
Démontrer que la série trigonométrique > <2n cos(nz) + e sin(nm)) converge normalement sur R.
eiw
Pour tout entier p > 2, déterminer la somme de la série > -, () puis en déduire la valeur de
- p

f (;n cos(nx) + 3% sin(m;)>

n=0
(il n’est pas utile de réduire au méme dénominateur).

Ecrire la fonction ¢ : o +— exp(cos(x)) cos(sin(z)) comme la somme d’une série trigonométrique. On

pourra écrire la fonction z — exp(e**) comme somme de série de fonctions.

Donner un exemple de suite (a,) de limite nulle telle que la série trigonométrique 3 a,, cos(nz) ne
converge pas simplement sur R.

On admet que la série trigonométrique » sin(nzx) converge simplement sur R. Converge-t-elle

1
n>1 %

normalement sur R ?
PARTIE 1II - Propriétés

II.A - Une condition suffisante

Démontrer que si les séries > a,, et Y b, sont absolument convergentes, alors la série trigonométrique
> (an cos(nzx) + by, sin(nax)) converge normalement sur R.
II.B - Une condition nécessaire

Soit a et b dans R quelconques. Démontrer que le maximum de la fonction x — |a cos(z) + bsin(z)|
est Va2 + b2.

Démontrer que si la série trigonométrique > (a, cos(nz) + by, sin(nz)) converge normalement sur R,
alors les suites (ay,) et (b,) convergent vers 0 et les séries > a, et > b, sont absolument convergentes.
I1.C - Autres propriétés

On note f la somme d’une série trigonométrique Y (a, cos(nz)+ b, sin(nz)) qui converge normalement
sur R. Justifier f € Cy;.

s

™

Calculer / cos?(nz) dz pour n # 0 et donner la valeur de / sin(kx) cos(nz) dz pour k et n entiers.

—r -7

On note f la somme d’une série trigonométrique > (ay, cos(nx)+by, sin(nx)) qui converge normalement
“+o0

sur R : pour tout réel z, f(x) = Z(ak cos(kx) 4 by sin(kz)). Démontrer que pour tout entier naturel
k=0
n non nul, ay,(f) = a, puis exprimer ag(f) en fonction de ag. On pourra utiliser sans démonstration
™
que pour k # n, cos(kx) cos(nx) dz = 0.

—T

On admettra, pour la suite du probléme, que pour tout entier naturel n non nul 8, (f) = b, et So(f) =0 (la
démonstration n’est pas demandée).

Q15.

ao(f)

Soit f € Car. Pour tout réel x, on pose ug(z) = 5 Pour tout entier n > 1, on pose u,(xz) =

an(f) cos(nx) + B (f) sin(nz). On suppose ici que la série trigonométrique Y (u,(z)) converge norma-
lement sur R vers une fonction notée g :

Qo

) | &K .
Ve e R, g(z) = + 3 (on(f) cos(kx) + Br(f) sin(kx))
k=1

2

Quelles relations a-t-on dans ce cas entre ay,(g) et a, (f)? Bn(g) et Bn(f)?



Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

Q21.

Q22.

11 est admis que si une fonction h dans Cy, vérifie : pour tout entier naturel n, a,(h) = 8,(h) = 0,
alors h est la fonction nulle. Démontrer que pour tout réel z, g(x) = f(x).

En résumé, lorsque la série trigonométrique > (cv,(f) cos(nz) + B, (f) sin(nz)) d’une fonction f dans
C5, converge normalement sur R alors pour tout réel x, on a

Qo

f(z) =

) | S (0 (1) cos(nz) + () sin(nz))
9 P n n .

Si f dans Cy, est une fonction paire, que vaut 3, (f) ? Exprimer, sans démonstration, o, (f) en fonction

de l’intégrale/ f(z) cos(nx) dz.
0

Exemple. Soit f dans Ca, définie ainsi : pour tout x € [ — m;7], f(z) = 2% et f est 2w-périodique
sur R. Construire la courbe de cette fonction paire f sur 'intervalle [ — 37; 37 | puis déterminer, pour
tout entier naturel, les coefficients a,,(f) et B,(f). Donner une série trigonométrique qui converge
normalement sur R vers f.

En déduire les sommes

X (—nn =1
;31(”2) ot g;

Déduire alors de la seconde somme la valeur de

+oo 1

2 2n+1)2°

n=1

In(1+ z)

Application. Justifier que la fonction z — est intégrable sur l'intervalle |0; 1[ puis démontrer

/ YIn(1 4 z) d 2

—dr = —.

0 T 12

La somme d’une série trigonométrique qui converge normalement sur R est-elle nécessairement une
fonction dérivable sur R?

Proposer une condition suffisante sur les séries Y na, et Y nb, pour que la somme de la série trigo-
nométrique > _(a, cos(nz) + by, sin(nz)), qui converge normalement sur R soit une fonction dérivable
sur R.

. . - . o n
Déterminer la somme de la série trigonométrique > 3 cos(nx).
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PREMIERE COMPOSITION — CCINP 2017 — MP
EXERCICE 1

Q1. Remarquons que pour 6 réel, on a 0 < |)\ — ei0|2 = 1—2X\cos(f) + A% et donc f est bien définie et
continue sur R.. Il en résulte que la suite (a,) est bien définie.

a) On a
1 [™1—2)\cos(f) + A2 9
1=— =(1 -2
7r/0 1 —2Xcos(9) + A2 49 = {1+ a0 - 23,
14+ X2 1
et donc |a; = o) ag — TS
b) Pour n > 1, on a (1 — 2Xcos(#) + A?) cos(nf) = (1 + A?) cos(nf) — A(cos((n — 1)0) + cos((n + 1)8))
et donc g
0= f/ cos(nf) df = (1 + X*)an — Man_1 + any1) -
T Jo
D’ou la relation cherchée avec ‘ a=v=1letB=-X—-\"L ‘

Q2. a) Le polyndme caractéristique associé a la suite récurrente linaire précédente est X2 — (A +A"1) X +1,
dont les racines sont A et A™1. Comme on a 0 < |\| < 1, ces deux racines sont distinctes et donc
toute suite (u,) vérifiant cette relation de récurrence linéaire est de la forme aA™ + SA™™ avec «
et 3 des scalaires. On a donc o + 3 = ag et aX + BA~! = a; et la relation obtenue en question la

1
fournit 1 = a(1 — \2) + 3(\2 —1),ie. a =3+ T On en déduit que les suites cherchées sont

n

de la forme |Vn € N, u,, = (Y

+ B(A" + A7), avec 8 un scalaire.

1+ A
b) On effectue le changement de variable donné par § = 2arctan(t), puis u = %t, et il vient

_2/*"0 dt 2 1 1—/\/+°° du
Ty A2+ r(A-A21+NJ, 1+a?

1
et donc |ag = T2 En identifiant avec les notations précédentes, on en déduit § = 0 et donc,
A'IL
pour n € N, |a, = T2

Remarque : on peut montrer, en utilisant les techniques du lemme de RIEMANN-LEBESQUE, lima,, = 0, ce
qui impose 8 = 0 et évite de calculer ag. Mais ce n’est pas ce qui est demandé par le sujet.

EXERCICE 2

Q3. Puisqu’on a affaire a une famille de réels positifs, on peut appliquer le théoréme de FUBINI-TONELLI
et calculer dans R U +o00

2.2 2 2 2
(p,q)EAp q p=1 p q=1 q 6 p=1 p 36
. 1 7r4
et donc |la famille = est sommable de somme —.
36
9/ (p.g)eA
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Q4. Puisqu’on a affaire a une famille de réels positifs, on peut appliquer le théoreme de FUBINI-TONELLI
et calculer dans R, U +oo. On minore p? + ¢2 par (p+ q)? et on pose n =p+q :

Z 1 Z Z Z Xn—-1
(p,q)€A p2 + q2 (p,q)EA (p + q n=2 (;qu)eA TL2 n=2 n? =
pTq=n

puisque ~ — et par comparaison entre séries a termes positifs avec la série harmonique, diver-
n

1
gente. On en conclut que |la famille <2+) n’est pas sommable.
T/ (pg)ea

n—1
2

Remarque : on a > et on peut conclure directement.

n n -+

PROBLEME — Séries trigonométriques

PARTIE I - Exemples

Q5. Pour z réel et n entier, on a

1 (nz) + 1 . (na)| < 1 + 1 < 2
— cos(nz) + - sin(nz —+ =< =
2n 3n —2n 0 3n T o2n

et donc, par comparaison entre séries a termes positifs avec une série géométrique convergente, car de

1 1 1
raison 2 la série trigonométrique > ( cos(nx) + e sin(nz)) converge normalement sur R.

Soit p un entier avec p > 2 et x réel. Comme on a affaire a une série géométrique de raison de module

e“” n
strictement inférieur a 1, donc convergente, ona |y -, <) - P —. | En particulier pour p = 2
- p b—e
. . 4 — 27 9 —3e . ,
et p = 3, on obtient respectivement et . En prenant les parties réelle et
5 — 4 cos(x) 10 — 6 cos(x)
+ oo .
1 2 — cos(x) sin(x)
imaginaire respectivement, il vient — cos(nx —sin(nx) | =2 3 .
& PECHV v HZ;(WL (na) + 55 sin )) 5—dcos(z) | 10— 6cos(a)
+oo 4n
Q6. Pour tout complexe z on a exp(z) = Z — et donc, en particulier, pour tout réel x, on a exp(e'*) =
n!
n=0

too eine )

- Or, pour z réel, on a exp(e'”) = exp(cos(x)) exp(isin(z)) et donc, en prenant la partie réelle,
n!
n=0
= cos(nx)
il vient |Vz € R, p(z) = Z —
n=0
Q7. On pose a, = Y pour n € N. Pour x = 0 la série trigonométrique Y a, cos(nx) est la série
n

harmonique et donc est divergente. Ainsi

(an) est un exemple de suite de limite nulle telle que la série trigonométrique > a, cos(nz) ne
converge pas simplement sur R.
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Q8.

Qo.

Q10.

Ql1.

Q12.

Q13.

Ql4.

Q15.

1
Pour n dans N* et x réel on pose f,(z) = — sin(nz). On a donc || f,,|| et la série D || fnll
n

_ L
OO_\/,E

est une série de RIEMANN divergente. On en conclut que

la série trigonométrique > sin(nx) ne converge pas normalement sur R.

n>1 \/’

PARTIE II - Propriétés

II.A - Une condition suffisante

Pour x réel et n entier, on a
|an, cos(nz) + by sin(nz)| < |an| + |bn|

et donc, par comparaison entre séries a termes positifs avec la somme de deux séries convergentes,

‘1a série trigonométrique > (a, cos(nzx) + b, sin(nx)) converge normalement sur R. ‘

I1.B - Une condition nécessaire

On écrit a + ib sous forme trigonométrique : a + ib = Va2 + b2e'¥, i.e. a = Va2 + b2 cos(p) et b =
Va2 + b?sin(p). Il vient, pour x réel, acos(z) + bsin(z) = va? + b? cos(x + ¢) et donc

max |a cos(x) + bsin(z)| = vV a? + b2
xT

D’aprés ce qui précede si la série trigonométrique > (a, cos(nz) + by, sin(nz)) converge normalement
sur R la série Y /a2 + b2 converge. Comme, pour n dans N, on a 0 < |a,|, |b,| < /a2 + b2 et, par
convergence, on a y/a2 + b2 = o (1), on en déduit que ‘ les suites (ay,) et (b,) convergent vers 0 ‘ et que

‘1es séries > ay et Y b, sont absolument convergentes. ‘

I1.C - Autres propriétés

Pour n dans N la fonction = — a,, cos(nz) + by, sin(nz) est continue et 2r-périodique. Par convergence
simple, la somme de ces fonctions est également 27-périodique. Par convergence normale sur R, la

somme est continue et donc

1 1
Pour k et n entiers et x réel, on a cos?(nx) = 3 + 3 cos(2nz) et sin(kx) cos(nz) = = sin((k + n)x) +

DN | =

1 ™
3 sin((k —n)z). En intégrant ces relations, il vient / cos?(nz)dz = m pour n # 0 | et

-7

/7r sin(kx) cos(nx) dz = 0.

—T

D’apres la question 11 les séries Y ax et > by sont absolument convergentes. On en déduit que, pour
n € N, les séries > ay cos(kz) cos(nx) et > by sin(kz) cos(nx) sont normalement convergentes sur R,
donc aussi sur [ — ;7 ]. On peut donc échanger la sommation et I'intégration sur cet intervalle, et il
vient

Zak/ cos(kx) cos(nz)dx + — ! Zbk/ sin(kx) cos(nzx) dzx .

s
—T

D’apres ce qui précede et la relation admise, on a donc ‘ an(f) =ansin >0, et ag(f) = 2ag. ‘

On peut appliquer la question précédente a g et il vient directement, pour tout entier naturel n,

[ an(g) = an(f) et Balg) = Bulf). ]
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Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

On pose h = f — g, de sorte que h appartient également a Co,. De plus, par linéarité de l'intégrale,
on a pour tout entier n, ay,(h) = a,(f) — an(g) = 0 et B,(h) = Bu(f) — Bn(g) = 0. 1l résulte de la

propriété admise qu'on a h = 0 et donc ‘ pour tout réel z, g(z) = f(x). ‘

™

Soit n dans N. Le changement de variable ¢t = —z donne 3, (f) = — f(=t)sin(nt)dt = —B,(f) et

2 ™
donc | B, (f) = 0. | Avec le méme changement de variable, on obtient | a,, (f) = - /0 f(x) cos(nzx) de.

f(x)
x
Pour n entier non nul, on a
/l,Qein:v dr = 'il,Qeinr _ z /l,einx dr = ,iI26inI 4 izeinm _ .leinm
in in in n? in3
22 ., . .
et donc a,(f) = ——(=1)"n. Par parité 3,(f) = 0 pour tout entier n et un calcul direct donne
TN
2 73 272 4
ap = —= et on conclut | ag(f) = N an(f) = (=1)"— pour n >0 et $3,(f) = 0 pour n € N.| Par
T n

comparaison a une série de RIEMANN convergente, la série Y «,(f) converge absolument et il résulte
donc des questions précédentes que la série trigonométrique

2 ;
% +4 Z(—l)”M converge normalement sur R vers f.

n2
n>1
e 22 =X g2
En prenant successivement x = 0 et £ = 7, on en déduit E T et E 2= Comme
n=1 n=1
+oo +oo “+oo “+oo 2
1 (=)™ 1 1 T
— - =2 ———  on en déduit —_— = —
n? n? Z (2n +1)2 Z (2n+1)2 8
n=1 n=1 n=1 n=1

La fonction étudiée est continue sur R} comme rapport de fonctions continues, le dénominateur ne s’y
annulant pas. La fonction est prolongeable par continuité en 0 puisque c’est la fonction pente en 0 de la
fonction z — In(1+ ), qui est de classe C* sur | — 1; 400 [. Par conséquent la fonction étudiée est la

restriction & ]0; 1[ d’une fonction continue sur [0;1], et est donc ‘ intégrable sur I'intervalle ]0;1[. ‘ On

a, pour = dans ]0;1[ et n dans N*, d’aprés la formule de TAYLOR-LAPLACE, dite avec reste intégral

normalisé,
In(l+z) < poq kTt La—on n!
— =) (=) —] = m"/ dt
> i

x — k n! (14 azt)nt!
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Q21.

Q22.

et par conséquent, par croissance de l'intégrale et puisquon a 0 < x < 1, et donc 0 < z™ < 1, et

1+t > 1 pour ¢ dans ]0;1[, et donc e <1,
x
In(l+2z) «— T L /1 1
T NP < -t = —
ey < fasona=
ph-1
de sorte que la série de fonctions > (—1)*"'~—— converge uniformément sur ]0;1[ vers la fonction
In(1
T M On peut donc échanger intégration et série pour obtenir
x

YIn(1 + z) = aht o (=D*
— dx = L .
/0 ;o= (V= ; =

k=1

x 12

1 2
In(1
Il résulte donc de la question précédente qu’on a / M dr = =
0

— “+o0
el l‘k 1

(-1) k:‘ dz = — < +o00, on peut aussi utiliser le théoreme

+oo 1
Remarque : puisqu’on a E / 2
k=170 k=1

d’intégration terme a terme.

L’exemple étudié en question 18 permet de répondre négativement puisque la convergence est normale,
mais la fonction somme n’est pas dérivable en les multiples impairs de 7 :

la somme d’une série trigonométrique convergeant normalement sur R n’est pas nécessairement
dérivable sur R.

Si les séries > nay et Y nb, sont absolument convergentes, alors il en va de méme pour  a,, et >_ b,
car a, = o(na,) et b, = o(nb,), et la question 9 permet d’affirmer que les séries > (a, cos(nz) +
by, sin(nx)) et > (nby, cos(nx) — nay, sin(nx)) sont normalement convergentes sur R.. Il résulte alors du
théoréme de dérivation terme & terme des séries de fonctions, que

si les séries Y na, et > nb, sont absolument convergentes, alors la somme de la série trigonomé-
trique, normalement convergente sur R, " (a, cos(nz) + by, sin(nz)) est une fonction dérivable sur
R.

De plus, dans ce cas, la dérivée de cette fonction est donnée par la somme de la série trigonométrique
> (nby, cos(nx) — nay, sin(nz)).

On applique ce qui précede aux suites définies par a,, = 0 et b, = 37™. On a alors nb,, = 0 (27") par
croissance comparée, et donc par comparaison entre séries a termes positifs avec une série géométrique
convergente, la série > nb, est absolument convergente. Comme il est de méme pour la série nulle,
en appliquant le résultat précédent, avec le complément sur la dérivée, la somme de la série étudiée

est la dérivée de la somme de la série ) smgfizm), qui a déja été calculée en question 5, a savoir
3 sin(z) ) =X n 3 5cos(z) —3
T = im On obtient donc, pour x réel, ; 3 cos(nx) = im




