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ESTIMATIONS NUMERIQUES D’INTEGRALES

Objectifs

Le fil conducteur de ce sujet est le calcul approché d’intégrales. La partie I est indépendante des autres
parties. A travers Pexemple de I'intégrale de GAUSS, on utilise des suites de fonctions et on « permute limite
et intégrale ». Les parties I et III peuvent étre traitées de maniere indépendante. La partie IV utilise des
résultats des parties II et III.

Les parties II, ITI et IV traitent de I'utilisation de polyndémes interpolateurs pour le calcul approché d’inté-
grales : on présente le principe des méthodes de quadrature, dite de NEWTON-COTES, ainsi qu’un raffinement
avec la méthode de quadrature de GAUSS.

Les algorithmes demandés doivent étre écrits en langage Python.

Notations

— Si f est une fonction réelle bornée sur [a;b] avec a < b, on pose

[flloe = sup [f(2)] .

z€[a;b]

— On note R, [X] 'ensemble des polyndmes a coeflicients réels de degré inférieur ou égal & n. On pourra
confondre les expressions « polynomes » et « fonctions polynomiales ».

PARTIE I - « Permutation limite-intégrale » et intégrales de GAUSS

1 2
I:/e‘mdx
0

On considere l'intégrale de GAUSS

I.A - Utilisation d’une série entiére

Q1. Démontrer a l'aide d’une série entiere

+oo
_ ="
N T;) (2n 4+ 1)n!

On pose, pour n € N,
B el
" = (2k + 1)K!

Q2. Justifier pour tout n € N
1

(2n+3)(n+1)!

Q3. Informatique : écrire une fonction récursive factorielle qui prend en argument un entier n et renvoie
Pentier n!.

[T — s, <

Q4. Informatique : en déduire un script qui détermine un entier N tel que |I — sy| < 1075.

I.B - Utilisation d’une autre suite de fonctions
Pour tout n dans N*, on définit sur R, la fonction f, par :

i) = 1 2)

Q5. Déterminer, en détaillant, la limite simple de la suite de fonctions (f,,)nen+-
Q6. Soit n € N*. Démontrer Vz € [0;1], | fo(2)| < e=*". En déduire

o () (D
I= nﬂlfookzzo <k) nF2k+1)



PARTIE II - Notion de polynéme interpolateur

Soit f : [a;b] — R une fonction continue. On se donne n + 1 points zg, z1,. .., T, dans [a;b], deux & deux
distincts.

On appelle polynéme interpolateur de f aux points x;, un polynéme P dans R,,[X] qui coincide avec f aux
points x;, ¢’est-a-dire tel que pour tout ¢ dans [0;n], P(z;) = f(z;).

II.A - Existence du polynéme interpolateur

Pour tout entier ¢ de [0;n], on définit le polynome ¢; de R, [X] par :

n

X—{,E}C
(X)) = .
(X) gm—xk

ki

On pose :

La(F) = . F@)i(X) .
=0

Q7. Démontrer que L, (f) est un polynéme interpolateur de f aux points x;, puis démontrer 'unicité d’un
tel polynéme.

Un tel polynéme est appelé polynéme interpolateur de LAGRANGE.
I1.B - Calcul effectif du polynéme interpolateur de LAGRANGE

n
Q8. Informatique : si yg,...,y, sont des réels, le polynome P = Zyiéi(X) est I'unique polynéme de
i=0

R, [X] vérifiant P(x;) = y; pour tout i. Ecrire en langage Python une fonction lagrange qui prend en
arguments x une liste de points d’interpolations x;, y une liste d’ordonnées y; de méme longueur que
x, a un réel, et qui renvoie la valeur de P en a.

Par exemple, si x=[-1,0,1] et y=[4,0,4], on montre que P = 4X? et donc P(3) = 36. Ainsi
lagrange(x,y,3) renverra 36.

Q9. Informatique : chercher le polyndéme interpolateur P = ag + a1 X + - -+ 4+ a, X™ de f aux points z;

revient aussi a résoudre le systeme linéaire suivant d’inconnues ag, ..., a, :
Qo f(o)
V]| = :
Qap f(xn)

ou V est une matrice carrée de taille n + 1.

Déterminer la matrice V' et indiquer la complexité du calcul en fonction de n, lorsque I'on résout ce
systeme linéaire par la méthode du pivot de GAUSS.

I1.C - Expression de ’erreur d’interpolation
On suppose, en plus dans cette sous-partie, que f est de classe C" ! sur [a;b]. On rappelle que Ly (f) est
son unique polynoéme interpolateur aux points x;.

On note o = {xo, ..., 2, } 'ensemble des points d’interpolations et 7, le polynéme de R,,;1[X] défini par
n
o = H(X —x;) .
i=0

On veut démontrer pour tout réel z dans [a;b], la propriété suivante notée P, :

_ f(nJrl) (cz)

de, € ]a;b[ ) f(x) - Ln(f)(x) = (n+ 1)| ’/Ta(x) :



Q10. Résultat préliminaire : soit p € N*. Démontrer que si ¢ : [a;b] — R est une fonction p-fois dérivable
qui s’annule p + 1 fois, alors il existe ¢ dans Ja;b[ tel que ¢ (c) = 0.

Q11. Justifier que pour tout x dans o, la propriété P, est vraie.

On fixe = un réel de [a;b] qui n’est pas dans o. Soit A un réel. On définit sur [a;b] une application F' par

F(t) = f(t) = La(f)(t) = Ao (t) -

Q12. Déterminer un réel A\ de sorte que F(x) = 0. On choisira alors A de cette fagon.
Q13. Démontrer que F' s’annule n + 2 fois et en déduire que P, est vraie.

Q14. Justifier que la fonction f(™*1) est bornée sur [a;b] et en déduire un réel positif K indépendant de n

tel que
Kn+1

17 = Lallle < gy

i

Q15. En déduire que si f est la fonction sinus, la suite (L, (f))nen converge uniformément vers f sur [0; 27 ].

Q16. On définit f sur [ —1;1] par f(x) = 13z Démontrer & l'aide d’une série entiére

Vk € N Hf@k)H > (2k)! .

Cette derniere inégalité montre que la quantité H ot Hoo peut étre grande et cela peut empécher parfois
la convergence de la suite de polynomes interpolateurs. Ceci est appelé le phénomene de RUNGE.

PARTIE III - Famille de polynémes orthogonaux

On munit R[X] l'espace des polynomes & coefficients réels du produit scalaire (-|-) défini par : pour tous
polynémes P et @ de R[X],
1
Pl = [ PuQ@.
-1

On applique le procédé d’orthonomalisation de GRAM-SCHMIDT 4 la base canonique (1, X, X?2,...) de R[X].
On obtient donc une famille orthonormée de polynémes (P, Py, Ps, ... ) vérifiant

Vk € N* Vect (1, X,...,X") = Vect (Py, Py,..., Py) .

Le polynéme P, s’appelle le polynéme de LEGENDRE d’indice n.

Q17. Calculer Py et P;.

Q18. Justifier que pour n > 1, le polynéme P, est orthogonal & R,,_1[X]. Démontrer que le polynéme P,
est de degré n.

On prend n > 1. On veut démontrer que P, admet n racines simples dans [ — 1;1].

1

Q19. Justifier / P,(t)dt = 0 et en déduire que P,, admet au moins une racine dans [ — 1;1].
-1

On suppose par I'absurde que P, admet strictement moins de n racine simples. Si P,, admet des racines
t1,...,t, de multiplicité impaire avec p < n, on pose Q = (X —t1)...(X —t,); sinon, on pose Q@ = 1. On
considere enfin le polynéme H = QP,.

1
Q20. Justifier / H(t) dt = 0, puis conclure (on pourra remarquer que H est de signe constant sur [ —1;1]).
-1

PARTIE IV - Méthodes de quadrature



Dans cette partie, nous allons voir comment les polynéme interpolateurs de LAGRANGE peuvent étre utilisés
pour estimer / f(z)d=z pour f : [a;b] — R continue.

Pour cela, on choisit d’abord une subdivision a = zg < 1 < --- < xy = b de lintervalle [a;b]. A cause du
phénomene de RUNGE, si N est grand, le polyn@me interpolateur de f aux points x; n’est pas forcément une

b
bonne approximation de f. Approximer [ f(t)dt par / Ly (f)(x)dz n’est donc pas forcément pertinent. .

Nous allons en fait approximer f par un polyndéme d’interpolation sur chaque petit intervalle [xy; zxy1 ]
D’apres la relation de CHASLES, on a

b N-1 xpiq
/Gf(x)dm:kz_%/mk f(x)dx

N -1

Q21. Justifier

1

On est donc ramené & estimer / g(t)ydt ot g : [ —1;1] — R est une fonction continue.
-1

On se donne n + 1 points tg, t1,. .., t, dans [ — 1;1], deux a deux distincts.

On rappelle que L, (g) = > i g(t:)¢;(X) est le polynome interpolateur de g aux points ¢; et on pose

J(g):/ Lu()(t)dt = 3 aug(t:) avee ai:/ L(t) dt
i=0 -1

—1

1
Lorsqu’on approxime / g(t) dt par J(g), c’est-a-dire :
—1

1 n
/ gt dt = Y aug(t)
-1 i=0

on dit que J est une méthode de quadrature associée aux points tg,...,t, et aux poids «q, ..., a,.
Q22. Justifier que pour tout polynéme P dans R, [X], on a J(P / P(t

On dit que la méthode de quadrature J est d’ordre au moins n car la formule approchée est exacte pour les
polynémes de dégré inférieur ou égal a n.

Q23. Exemple : on prend n =1, {5 = —1 et t; = 1. Déterminer o et a;. Expliquer a 'aide d’'un graphique
en prenant g positive pourquoi, dans ce cas, la méthode J s’appelle la « méthode des trapezes ».

Quadrature de GAUSS
Dans les deux questions suivantes, on prend pour points d’interpolation tg, t1,...,t, les (n + 1) racines du
polynéme de LEGENDRE P, introduit dans la partie III.
Nous allons démontrer que, dans ce cas, la formule de quadrature J est d’ordre au moins 2n + 1.
Soit P dans Ra;,+1[X]. On fait la division euclidienne de P par P, 1, on note respectivement @ le quotient
et R le reste de cette division :

P=QP, 11+ R.

1

1
Q24. Démontrer J(QP,41) = / Q(t) Py+1(t) dt, puis conclure J(P) = / P(t)dt.
1 -1

Q25. Démontrer que les poids ag,...,q, associés a la quadrature de GAUSS sont strictement positifs et
calculer leur somme.
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PARTIE I - « Permutation limite-intégrale » et intégrales de GAUss

I.A - Utilisation d’une série entiére

Q1. Puisque le rayon de convergence de la série définissant I’exponentielle est infini, on a

5 +oo 12"

et la convergence de la série est normale sur tout compact de R. En particulier il y a convergence

uniforme sur [0;1] et il vient
+oo 1 22n
_ _1\n
I= E (-1) /0 py dx

n=0

+o00o
. _ (=)
ie. |I = Z m

n=0

(="
(2n + 1)n!
I'infini. ‘L’assertion résulte donc du théoreme de LEIBNIZ pour les séries alternées.

Q3.

Q2. Le terme général de la série > est alterné, décroissant et tend vers 0 lorsque n tend vers

#1/usr/bin/env python3

def factorielle(n):
#8in <=1, on renvoie 1
if n<=1: return 1
# Sinon on renvoie (n — 1)l X n
return factorielle (n—1)*n

Q4.

#1/usr/bin/env python3

1

(2n+3)(n+1)!
# On initialise n =0 et eg = %

# On pose e, = et on cherche n tel que e, < 1076

n,e = 0,1/3
# Tant que e, est strictement supérieur a 1076
2n + 3
O leul =ep——— €t ten de 1
# On calcule €41 e"(2n+5)(n+2) et on augmente n de

while e>10%x(—6):

e = (2+%n+4+3)/((2+%n+5)*(n+2))

n +=1
# Quand la boucle s’arréte on a trouvé n et on l'imprime a l’écran
print (n)
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#1/usr/bin/env python3

# Variante gourmande en calculs
# On initialise n=0
n=0
# Puis on teste si e, < 107% ou plutét 1/e, > 106
# 51 tel n’est pas le cas, on augmente n de 1
while (2%n+3)xfactorielle (n4+1)<10%x6:
n+=1
# Quand c’est le cas on arréte la boucle et on imprime n a l’écran
print (n)

I.B - Utilisation d’une autre suite de fonctions
Q5. Soit = dans R.. Pour n supérieur strictement a 22 on a 1 — % > 0 et on peut écrire f,(x) =
2 2 2 2
o - 2 » —
exp(nIn(l—2-)). Comme on a Z- = o (1), il vient nIn(1 - 2-) ~ —n%- ~ —2* (y compris pour x = 0)

et done, par continuité de ’exponentielle, |lim f,,(z) = e

Q6. Soit = dans [0;1]. Sauf si n = 2 = 1, auquel cas 0 = |f1(1)] < e~ !, on a par concavité du logarithme
In(1 — %) < —%. Par positivité de n et croissance et positivité de ’exponentielle on en déduit

0 < fu(z) < e=*" et donc | fr(2)] < e=*" .| Toutes les fonctions considérées étant continues et donc

intégrables sur [0;1], il résulte du théoréme de convergence dominée qu’on a

1 2\ "
I:Iim/ (1—9”) dz
0 n

et donc, par linéarité de l'intégrale et formule du bin6me de NEWTON,

n 1 2k
T k n\x

n _1\k
et donc | [ = hmz <Z> nk((2k1)-|—]_)

PARTIE II
II.A - Existence du polynéme interpolateur

Q7. Par consstruction pour ¢ et j dans [0;n], on a ¢;(z;) = 6;; et donc L, (f)(x;) Zf(xl)ézj = f(x;).
i=0

Si P est un tel polyndéme,

Il en résulte que ‘ L, (f) est un polyndme interpolateur de f aux points z;.
L, (f)— P s’annule en tous les z; et est de degré inférieur ou égal & n. C’est donc le polynéme nul, i.e.

P=1L,(f). ‘ Un tel polynéme est donc unique. ‘

I1.B - Calcul effectif du polynéme interpolateur de LAGRANGE

Q8.
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Qo.

#1/usr/bin/env python3

def lagrange(x,y,a):
1=0 #{ sera la valeur interpolée
# On énumére x pour obtenir i et x;
for (i,xi) in enumerate(x):
xc=x.copy () # on crée une copie de x pour ne pas la modifier
xc.remove (xi) # on retire la valeur z; de la liste copiée

li=1 #/{i sera la valeur de ¢;(a)

# On multiplie par i |

pour les x; dans xc
Ti — Ty
for t in xc:
li «= (a—t)/(xi—t)

# Ui vaut maintenant ¢;(a) et on ajoute y;l;(a) d ¢

I+=li*y[i]
# A la fin de la boucle £ vaut iyi&-(a)
return 1 i
1 = g
Par identification, ona |V =1: : . ! |.|La complexité de 'algorithme du pivot de GAUSS
1 =z, Ty
est | O (n3)

I1.C - Expression de 1’erreur d’interpolation

Q10.

Q11.

Q12.

Q13.

On démontre par récurrence sur k dans [0; p] le prédicat (Hj) donné par ¢®) s’annule p + 1 — k fois
sur [a;b] si k = 0, respectivement ]a;b[ si k& > 0.

Le prédicat (Hp) est 'hypothese de 1'énoncé. Soit k dans [0;p — 1] tel que (Hy) soit vrai. On dispose
de ag,...,ap_j dans [a;b] vérifiant ag < -+ < ap_ et ou ©®) gannule. Comme ¢*) est continue et
dérivable sur les intervalles [a;_1;a; | pour i dans [1;p — k], le théoréme de ROLLE assure que p(*+1)
s’annule sur chacun des intervalles ouverts ]a;_1;a;[. Comme ces intervalles sont disjoints et inclus
dans Ja;b[, (Hyy1) est vrai. L’axiome de récurrence permet de conclure en particulier que (H,) est

vrai, i.e. ‘Hc €la;b[, 9P (c) = 0~‘

Pour z dans o on a m,(x) = 0. En choisissant ¢, arbitrairement dans ]a;b[, e.g. ¢, = %, on a,

puisque L, (f) interpole f en z, f(x) — L,(f)(z) =0 = %ﬂg(x), ie.
f(@) — Lu(f)(2)

et il vient
To (I)

Puisque 7, s’annulle exactement sur o on a 7,(z) # 0. On pose alors A =
F(z) =0.

Pour ¢ dans o on a f(t) = L,(f)(t) et m,(t) = 0, donc F(t) = 0. Comme on a également F(x) = 0
et © & o, Card(oc U {z}) = n+ 2 et donc ‘F s’annule n + 2 fois sur [a;b]. ‘ D’aprés la question Q10,

F+1) ganulle sur Ja;b[. Comme L, (f) est de degré au plus n, sa dérivée n + 1¢ est nulle. Comme
7y est de degré n + 1 et unitaire, sa dérivée n + 1° est constante égale & (n 4+ 1)!. On a donc F("+1) =
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Ql4.

Q15.

Q16.

Q17.
Q18.

Q19.

Q20.

(n+1)(c)

fOFD — X (n+1)!. On dispose donc de ¢ dans |a;b[ tel que 0 = F(™+1(c) et donc A = mE
n !

P, est vrai.

Puisque f est de classe C"11, f("+1) existe et est continu. Comme [a;b] est compact, il résulte du

i.e.

théoreme de WEIERSTRASS dit des bornes atteintes que | f(**1) est borné sur [a;b]. | Puisque, pour x

dans [a;b] on a |z; — x| < (b — a), on a par produit de quantités positives |, (z)| < (b — a)" ™! et

Kn+1
donc en posant K = b — a et en utilisant P, |f(x) — L, (f)(z)| < g Hf(""'l) H . On en déduit

n+1
1f = Ln(Dll < & 17
Dans ce cas pour tout entier n on a Hsin(”"’l)Hoo =1 et donc |[|sin —Ly(sin)||, < ((2721;,1 Comme le

membre de droite est le terme général d’une série convergente, i.e. une exponentielle, il tend vers 0 et
donc, par encadrement des limites, le membre de gauche aussi, i.e.

‘ L, (sin) converge uniformément vers sin sur [0; 27 |. ‘

“+o0
Puisque on a affaire & une série entiére de rayon de convergence 1, pour |z| < 1, on a ﬁ = Z(—l)"z"
=0
+o0 "
et donc aussi H-% = Z(fl)"x%. Par unicité du développement en série entiere et en identifiant a
n=0
la série de TAYLOR, on a pour k entier f(*)(0) = (—1)* (2k)! et donc ||| f*¥) HOO > (2k)!.
PARTIE III - Famille de polyn6mes orthogonaux
2 2
Ona |1 =2, (1] X) =0 et |X|* =2 donc| Py = L et P, = \/gx.
Soit m > 1. Par construction P, est orthogonal & Py,...,P,_1 et donc a I’espace que ces polyndémes

engendrent, i.e. ’ P, est orthogonal & R,,_1[X]. ‘ Par construction P, appartient & R, [X] et il est non

nul. N’étant pas orthogonal & lui-méme, il n’appartient pas & R,,—1[X] et ainsi ‘ P, est de degré n. ‘

1
Puisque P, est orthogonal & R,,_1[X], on a (1| P,) = 0, i.e. / P,(t)dt =0.| Si P, était de signe
-1

constant, étant également continu, 1’égalité précédente entrainerait la nullité de P, sur [ —1;1] et donc
sa nullité en tant que polyndéme. Comme ce n’est pas le cas P, n’est pas de signe constant (au sens

large) sur [ — 1;1] et s’annule donc sur | — 1;1[. En particulier ‘ P,, admet une racine dans [ — 1;1]. ‘

Par construction @ est de degré p, avec p < n — 1. La question Q18 permet d’obtenir (P, | Q) = 0, i.e.

/1 H(t)dt = 0.
—1

degré 2 sont irréductibles donc sans racine dans R. Ils sont donc de signe constant sur R.. Les facteurs
de degré 1 sont de signe constant sur | —1; 1| sauf si leur unique racine appartient a cet intervalle. Par
construction de @, le polynéme H est donc produit de facteurs irréductibles soit de degré 2, soit de
degré 1 ayant des racines en dehors de | —1;1[, soit de degré 1 ayant une racine dans | —1; 1[ mais avec
une multiplicité paire. Il en résulte que H est produit de polynémes de signe constant sur | — 1;1] et
I'est donc lui-méme. La propriété précédente, jointe & sa continuité, assure que H est nul sur | —1;1[ et
donc sur R. Par intégrité de R[X] c’est impossible et cette contradiction assure que P admet au moins

Le polynéme P, se factorise dans R[X] en polynoémes irréductibles. Les facteurs de
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Q1.

Q22.

Q23.

Q24.

Q25.

n racines de multiplicité impaire. C’est donc qu’il a exactement n racines de multiplicité 1 et aucune

d’une autre multiplicité, par degré. Ainsi ‘ P, est simplement scindé et ses racines sont dans [ — 1;1]. ‘

PARTIE IV - Méthodes de quadrature

Le changement de variables affine bijectif x(t) = x + (t + 1)Z45—"% est tel que do = E—"E dt,

Tr+41 _ 1
2(—1) = 4 et 2(1) = zpp1, doit / f(z)dz = W/ () dt.
T —1

Soit P dans R, [X]. Alors P est un polyéme interpolateur de lui-méme en les points to, . .., t, et donc,

1
d’apres la question Q7, P = L, (P) et donc | J(P) = / P(t) dt.

-1

1-X 1+X -
Onafy = —5 et {1 = —5 donc On a donc J(g) = g(—1) +¢(1) = 2%,

ce qui représente l'aire du trapéze de sommets (—1,0), (—1,g(—1)), (1,9(1)) et (1,0).

g9(x)

Puisque P est de degré inférieur a 2n + 1, donc P — R aussi, ) est de degré inférieur a n. D’apres
la question Q18 on a donc (P,+;|Q) = 0. Comme pour tout ¢ dans [0;n] on a P,11(t;) = 0, on

1
a J(QPpt1) = 0 et ainsi | J(QPp11) :/ Q(t)Pyy1(t) dt. | D’apres la question Q22 on a J(R) =
~1

1
/ R(t) dt puisque R est de degré strictement inférieur & n+1. Par linéarité de I'intégrale et 'evaluation
-1

1 1
en t;, donc de J, on en déduit J(QP,4+1 + R) = / (Qt)Prt1(t) + R(t))dt, ie. | J(P) = / P(t)dt.
—1 -1

On pour tout i et j dans [0;n], ¢2(z;) = (6;;)* = 9; ;. Comme la formule de quadrature est d’ordre au
moins 2n + 1 et que £2 est de degré 2n, on a a; = J(£2) = ||4;]|> > 0. On a également ag + - - - + a, =

1
J(1) = / dt = 2 et donc ‘ o, . . .,y sont strictement positifs de somme 2.
-1



