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Objectifs L’objectif de la partie I est de montrer I'existence d’un développement ternaire propre pour
certains nombres réels.

La partie II propose 1’étude d’une série de fonctions ou les coefficients du développement ternaire sont
remplacés par une fonction continue.

La partie III étudie des développements ternaires aléatoires.

La partie IV définit et présente quelques propriétés de la fonction de CANTOR-LEBESGUE.

Notations On note T' I’ensemble des suites réelles (t,)nen~ & valeurs dans {0;1;2} :

Yn e N* t,€{0;1;2} .
On désigne par £>° I’ensemble des suites réelles bornées et on pose pour u = (up)nen~, |4l = sup [t |-
On note [y ] la partie enti¢re d’un réel y. e
PARTIE 1 - Développement ternaire

Etude de I’application o

Q1. Démontrer que £*° est un espace vectoriel réel et que 'application u +— ||u|| est une norme sur £*°.

Un

Q2. Pour (un)nen+ dans £°° démontrer que la série de terme général g est convergente.

On note
+oo

U
o(u) = S—Z .
n=1
Q3. Démontrer que 'application o est une forme linéaire continue sur £°°.
Q4. Démontrer que si ¢ appartient a T, alors le réel o(t) est dans 'intervalle [0;1].

Q5. On note 7 = (T )nen~+ €t 7/ = (7}, )nen les éléments de T’ définis par :
m=1letVn>2,7,=0 =0etVn>2,7 =2.

Calculer o(7) et o(7’). L’application o est-elle injective sur T'?
Développement ternaire propre
On fixe z dans [0;1[. On définit une suite (¢, (z))nen+, notée t(z), par :

VneN*, t,(z)=[3"z]-3[3"""z].

Q6. Démontrer t(x) € T.

Q7. On définit deux suites réelles (z,)nen+ €t (Yn)nen+ par :

3" 1
Vn € N* | xn:[gf] etyn:mn—i—g—n.

Démontrer que les suites (x,,) et (y,) sont adjacentes de limite x. En déduire
+oo

B tn ()
o=y i),

n=1

Que peut-on en conclure concernant 'application de T dans [0;1], t — o (¢) ?
La suite t(x) est appelée développement ternaire propre de x.

Q8. Ecrire en langage Python une fonction flotVersTern(n,x) d’arguments un entier naturel n et un
flottant  qui renvoie sous forme de liste les n premiers chiffres ¢1(x), ..., t,(z) définis dans la question
précédente du développement ternaire de x.

Par exemple flotVersTern(4,0.5) renvoie [1,1,1,1].



Q9.

Q10.

Si¢=[ly,...,0,] est une suite finie d’entiers de {0;1;2}, on la complete avec des 0 pour en faire un
élément de T encore noté ¢.

Ecrire en langage Python une fonction TernVersflot (¢) d’argument une liste d’entiers £. Cette fonction
renvoie en sortie le flottant o (¥).

Par exemple TernVersflot([1,1,1,1]) renvoie 0.493827...

Si f=[ly,...,0,] est une suite finie d’entiers de {0;1;2}, on lui ajoute un élément égal & —1 si la
somme {1 + - - - + £, est paire et un élément égal & —2 sinon. Ce dernier élément permet alors d’essayer
de détecter d’éventuelles erreurs de transmission.

Ecrire en langage Python une fonction ajout () qui ajoute a la liste £ un élément comme expliqué
précédemment et qui renvoie la nouvelle liste.

Ecrire en langage Python une fonction verif (/) qui renvoie True si la valeur du dernier élément de ¢
est correcte et False sinon.

Par exemple ajout([1,0,2,1,0]) renvoie [1,0,2,1,0,-1] et verif([1,0,2,1,0,-2]) renvoie False.

PARTIE II - Etude d’une fonction définie par une série

Dans cette partie on définit une fonction ¢ a l'aide d’un développement en série analogue au développement
ternaire propre d’un réel, mais ou la suite (¢,),en+ est remplacée par une fonction numérique a valeurs dans
lintervalle [0;2].

Pour tout réel x on pose

+

o0

1 + sin(nz)

p(r) = n

3
Il
—

Etude de I’application ¢

Q11.
Q12.

Q13.

Q14.

Q15.

Démontrer que ¢ est définie et de classe C* sur R.

Pour tout réel x, justifier ’écriture :

1 too eina:
plw) = 5 +Im (Z o )

n=1

et en déduire une expression simple de p(z) en fonction de sin(z) et cos(x).

“+o0
Pour x dans R, en déduire une expression simple de Z %T(Lnx) en fonction de cos(x).

n=1
A Paide / o(z) de démontrer

0
T . +oo
sin(x) 1 _1
/0 10 — 6 cos(z) . nz::ln?)"“(( A

puis en calculant la somme de la série du second membre, en déduire la valeur de l'intégrale

/ sin(x) Qe |
o 10 —6cos(x)

Retrouver cette valeur par un calcul direct.



PARTIE III - Développements ternaires aléatoires

Dans cette partie (T}, N )n>1,n>2 est une famille de variables aléatoires discrétes réelles, mutuellement indé-
pendantes, définies sur un méme espace probabilisé (2, 4, P) et vérifiant

Vn>1,YN>2, T,n(Q)={0;1;2}

avec

1 2
PILin=0)=P(Tan=1=SetP(lin=2)=1-+.
Soit N > 2. On pose
T,
=y T
n=1

On admet que Xy est une variable aléatoire discréte réelle définie sur (2,4, P).

Q16. Démontrer que X admet une espérance et une variance. Donner leurs valeurs en fonction de N.

Q17. Justifier, pour € > 0,

lim P(( Xy —E(Xn)|>¢)=0.
N—+oco

Q18. Soit £ > 0. Démontrer
9 9
P(Xy—1/>¢) <P (|Xy —E(Xy)| > 5) +P (E(Xx) - 1] > 7).

En déduire que, pour € > 0,
lim P(|Xy—1>¢)=0.
N—+oco

PARTIE IV - Fonction de CANTOR-LEBESGUE
Dans cette partie, on va définir et étudier la fonction de CANTOR-LEBESGUE.

Etude d’une suite de fonctions
On note fy la fonction définie sur [0;1] par fo(z) = x. Pour tout entier n dans N, on pose

fn(32) .

1 5 SIZ‘E[O;%
Vo e[0;1], foyi(z) = 3 size]i; 2

1 fu(Bz—2) . 9

54‘* SlZ‘E[g;l].

Q19. Représenter l'allure graphique des fonctions fo, f1 et fo sur trois schémas différents (pour fo on
envisagera sept sous-intervalles de [0;1]).
Pour tout n dans N, démontrer que f,, est & valeurs dans [0;1].

Q20. Ecrire en langage Python une fonction récursive cantor (n,x) qui renvoie la valeur de f, (z).

Q21. Pour tout entier n dans N, démontrer
1
Vr e [0;1], | frt1(x) = fu(2)] SW .
Q22. En déduire que la suite de fonctions (f,,)nen converge uniformément sur [0;1 ].
La limite de la suite de fonctions (f,,) est notée f. On l'appelle la fonction de CANTOR-LEBESGUE.

Q23. Démontrer que la fonction f est & valeurs dans [0;1] et qu’elle croissante et continue sur [0;1].
Démontrer enfin qu’elle est surjective de [0;1] vers lui-méme.

La fonction f est aussi nommé « escalier du diable ». Les développements ternaires étudiés en début de
probléme permettent d’obtenir une expression analytique de f(x).
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Ql.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

PARTIE 1 - Développement ternaire

On démontre que £*° est un sous-espace vectoriel de celui des suites réelles. Il contient la suite nulle,
qui est bien bornée, et si (u,) et (v,) sont deux suites réelles bornées par U et V respectivement, en
valeur absolue, et A et u deux réels, alors (Au, + pv,) est bornée en valeur absolue par |A|U + |p| V

par inégalité triangulaire. Il en résulte que ‘EOO est un espace vectoriel. ‘

Elements de notation : Sous-espace : 1; non-vide : 1; stabilités : 1 chacune.

L’application u — [Ju|| est bien définie sur £*° par définition des suites bornées. C’est une fonction a
valeur positives et on a, pour u et v dans £°°, notées u = (u,) et v = (v,,), et A dans R :

— JJul| =0 = Vn € N* |u,| =0, ie. u=0.

— Vn € N* |Au,| = |\||un| et donc, par passage au supremum et puisque |A| est positif, |[Au|| =
AL fful-

— Vn € N* |uy, + o] < |un| + Jvn| < |Ju|l + ||v|| et done, par passage au supremum, ||u+ v| <
[l + llv]l-

On en conclut que ‘ u + |Ju|| définit une norme sur £°. ‘

‘Elements de notation : Bien définie :1; positivité et séparation : 1; homogénéité :1; IT :1. ‘

La série Z |§—2| est & termes positifs et son terme général est majoré par celui d’une série géométrique
[l
3, 3”, )

termes positifs ) | 22 converge absolument et donc, puisque R est de dimension finie, ‘ > 4= converge. ‘

de raison z, a savoir » donc positive et strictement inférieure a 1. Par comparaison entre séries a

‘Elements de notation : Convergence absolue = convergence : 2; comparaison : 2. ‘

La multiplication entre suites étant bilinéaire, ’application (u,) — (uy/3™) est linéaire. La sommation
des séries convergentes étant linéaire, il en résulte par composition que o est linéaire. Enfin par inégalité
triangulaire et croissance de la somme on a

‘<Z|un| Znun "

;\a egc(zoo,R).\

Il en résulte que o est continu, de norme inférieure a

DN =

‘Elements de notation : Linéarité : 2; continuité : 2. ‘

Soit t € T. On a remarqué [|of| < 3 lors des arguments de la question précédente. Comme ||¢]| < 2, il
vient ||o(¢)]| < 1. Comme t est & Valeurs positives, la série > t,/3™ est & termes positifs et sa somme

lest également. On en déduit |o(t) € [0;1].

‘Elements de notation : Positif : 2; inférieur a 1 : 2. ‘

Un calcul direct donne | o(7) = o(7’) = et donc o7 n'est pas injective.

Elements de notation : 0/4

Soit n dans N*. On a, par définition de la partie entiere [3”*1x] <3 lp < [3”71x] + 1 et donc,
puisque 3 est positif, 3[3”71:E ] <3'r < 3[3"’1x ] +3. Puisque [3"x ] est le plus grand entier inférieur
a 3"z, il vient 3[3" 'z ] < [3"x] < 3[3" 'z ] + 3 et donc 0 < [3"x] —3[3" 'z ] < 3. Comme on a

affaire & un entier il vient 0 < [3"z] — 3[3" "1z ] < 2 et donc W

Elements de notation : 0/4
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t x t z)—2
Q7. Pour n dans N* on a &,,41 — T, = n3t11451 ) >0 et Yoot — Yn = % < 0, d’apres la question
précédente, i.e. (z,) est croissante et (y,) est décroissante. Comme y, — x, = 37" =o0(1) et x,, =
3"z +0(1
4?;7"() =240 (1), on en déduit que ‘ (x,) et (yn) sont adjacentes de limite z. ‘
Elements de notation : (x,,) croissante : 1; (y,) décroissante : 1; adjacence : 1; limite : 1.
On en déduit en particulier que a{%l] est surjective.
Elements de notation : 0/4
Q8.
#1/usr/bin/env pythond
def flotVersTern(n,x):
1=[] # initialisation de la liste renvoyée d vide
y=x #y représente 3Fx, ici avec k=0
# On itére z=[3Fz], y=3"*1x et on ajoute [y]-3z d la liste
# ce qui vaut ti4q (x), pour k=0...n-1
for k in range(n):
z=int (y)
y *=3
1. append (int (y)—3%z)
return (1) #et on renvoie [t1(x),...,tn(z)]
Elements de notation : pas d’indentation : -1; explications : 2; code correct : 2.
Q0O.
#1/usr/bin/env pythond
def TernVersflot(1):
#on crée les itérables i et x formés des indices et valeurs de
#puis on somme les termes x de la liste divisés par 371
return sum(x/3x+(i+1) for i,x in enumerate(1l))
Elements de notation : pas d’indentation : -1; explications : 2; code correct : 2.
Q10.

#1/usr/bin/env python3

def ajout(l):
#le nombre de contréle est en fait égal a -1 moins le reste de la division euclidienne par 2
#de la somme de tous les termes de x
#on ajoute ce nombre a la liste avec la méthode append
1.append(—1—sum(1)%?2)
return(l)
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Q11.

Q12.

Q13.

#1/usr/bin/env python3

def verif(1l):
#Le nombre de contréle est choisi de sorte que la somme de tous les termes soit impaire
#0n teste donc si le reste de cette somme dans la division euclidienne est égal a 1
return sum(1)%2==1

Elements de notation : pas d’indentation : -1; explications : 2; codes corrects : 2.

PARTIE II - Etude d’une fonction définie par une série

1 + sin(nz)
37l

n

est une fonction de classe C* sur R, dont la dérivée est donnée par f/ (x) = 3 cos(nz). On a donc,

On note, pour n dans N* et z dans R, f,(z) = . Par composition de fonctions usuelles, f,

, n . , n 1 L. 1
pour tout z réel, |f] (z)| < 3 Or, par croissance comparée, on a 3 =0 <2n> et la série ) on est
une série géométrique convergente, car 0 < % < 1; il en résulte que > f! est normalement convergente
sur R. La série fn est également normalement, donc simplement, convergente sur R puisque, pour

x réel, | fr(z) —. On peut donc appliquer le théoreme de dérivation terme a terme des séries

= 3n = 2
de fonctions et ainsi ‘ ¢ est définie et de classe C! sur R. ‘

Elements de notation : Sans convergence uniforme pour ST fh 05 régularité f, 1 1;CS f, : 1

Soit z réel. La série Z est absolument convergente puisque la série géométrique Z 5, est conver-

1
gente, de somme —. La partle imaginaire de sa somme est donc, par définition, la somme des parties

1T inx too
o . e sin(nx) -
imaginaires de ses termes, i.e. Im E eyl g B La somme de deux séries convergentes

n=1 n=1

+oo
1 1 inT
Vétant et puisauon a g5+ == =D far il vient | p(x) = - +Im (Z T )

n=1

Elements de notation : Convergence absolue : 3; somme de séries convergentes : 1. ‘

inx +oo ina: eia:
Comme la série ) I est géométrique, on obtient sa somme directement Z 3 = 3o et cette
n=1
3el — 1 1 sin(x)
derniere expression se simplifie en . On en déduit z)=—-+3—mF—"7.
P P (3 — cos(z))? + sin?(z) w(@) 2 10 — 6 cos(x)

Elements de notation : 0/4

Soit x réel. L’expression étudiée est celle de ¢’(x) d’apres le théoréme de dérivation terme & terme des
séries. Comme on a
() = 10 cos(x) — 6 cos?(z) — 6sin?(x) _ 30 cos(xz) — 18 _3 5cos(z) — 3
(10 — 6 cos(x))? (6cos(z) —10)2 2 (5—3cos(x))?’

o ncos(nz) 3 5cos(z) —3
1 t = .
e z:: ~ 2(3cos(x) — 5)2
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Ql4.

Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Elements de notation : ¢’ : 1; calcul 0/3.

On a
T sin(x) 1 [" 1 1 [ sin(nx
————dr = = z)—-)dx = =
/0 10 — 6 cos(x) 3/0 (p(z) 2) 3/0 ; 3n
Puisque la série définissant ¢ et aussi celle sous 'intégrale convergent normalement sur R, en particulier
elles convergent uniformément sur [0; 7 ]. Le théoréme d’intégration terme a terme permet d’obtenir

T . +00 T . +oo
sin(x) sin(nx) ) sin(x) 1 4
_ _dx == d — " _dax= ——((=1)" 1).
/0 10 — 6 cos(x nzl/ gn GO PUS /0 10 — 6 cos(x) v ; n3ntl (=" +1)
Elements de notation : Convergence uniforme : 3; calcul 0/1.
0o t" . ,
Pour t dans [ — 1;1[ ona —In(1 —¢) = ::1 — et donc en appliquant ce résultat pour t = —3 et
n
T i 1 1 1
t = %, on obtient / % dr = -|In({14+=)—-In{1—=) |, ce qui permet de conclure
o 10 —6cos(z) 3 3 3
T s 1
/ _sn@) g L),
o 10 —6cos(z) 3
Elements de notation : In : 2; résultat : 0/2.
Un changement de variable ¢t = — cos(z) permet d’écrire

T sin(z) Lo 1
_ ) g = =~ [In(10 + 6t
/0 10 —6cos(z) / ore = g m0+el,

1 1 T i 1
On obtient 6 In(4) soit 3 In(2). On retrouve bien /0 M)jué(cxo)s(as) dz = 3 In(2).

Elements de notation : 0/4

PARTIE I1I - Développements ternaires aléatoires

Pour tout n dans N, T,, x(£2) est fini et il en va donc de méme pour Xy (2) en tant que somme finie. I
en résulte que T), v et Xy admettent des moments de tous ordres. Ona E (T}, y) = 2— % et V(T,n) =

4—%—E (Tn’N)2 = 5]\[—9 et donc E 3% ) = ot V(L N) = 2N=9 Par linéarité de I’espérance

3nN 3n g N2
et additivité de la variance dans le cas de variables mutuellement indépendantes, on en déduit que

(2N—3)2(]\1]—3*N) et V(Xy) = (5N—9)(1—9~ N)

X admet une espérance et une variance, et E (Xy) = NT

Elements de notation : Existences : 2; espérance : 0/1; variance : 0/1.

Puisque Xy admet un moment d’ordre 2 on peut appliquer I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.

X
Poure >0ona0<P (| Xy —E(Xpy)|>e) < VXy) et comme le membre de droite est équivalent,

a ¢ fixé, a g%, on en déduit par encadrement des limites | lim P (| Xy — E(Xy)| >¢) = 0.
N—+o0

Elements de notation : Hypotheses sur X et € : 2; inégalité : 1; encadrement : 1.

Par inégalité triangulaire on a | Xy — 1| < | Xy —E(Xn)| + |E (Xn) — 1| et donc si le membre de
gauche est supérieur a e, 'un au moins des deux termes du membres de droite est supérieur a £/2, i.e.
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Q19.

Q20.

Q21.

(I Xy =1 >¢) C (| Xy —E(Xn) > 5|) U (JE(Xy) — 1| > §). Par sous-additivité de la probabilité on
en conclut [P (|Xy —1]>e) <P (| Xy —E(Xn)|>5)+P(|E(Xy) -1 > £).

‘Elements de notation : Inégalité triangulaire : 1; inclusion : 1; sous-additivité : 2. ‘

-N
Comme E (Xy) = M ~ % = 1, on dispose d'un rang a partir duquel [E (Xy) -1 < §
et donc P (|E (Xy) — 1| > £) = 0, puisquil s’agit d'une inégalité entre variables déterministes. La
question précédente permet donc de conclure | lim P (| Xy —1] >¢)=0.
N—+oco

‘Elements de notation : Variables déterministes : 3; conclusion : 1. ‘

PARTIE IV - Fonction de CANTOR-LEBESGUE

10 10

10

08 08 0.8

06 06 0.6

04 04 04

02 02 0.2

oo 00 oo
00 0z 04 06 08 10 0o 0z 04 06 08 10 00 02 04 06 o8 10

‘Elements de notation : Graphes de fo : 1; f1 : 1; fo : 2. ‘

On démontre par récurrence sur n le prédicat (H,,) : la fonction f,, est & valeurs dans [0;1].
Puisque fj est I'identité, (Hp) est vrai. Soit maintenant n dans N tel que (H,,) soit vrai. Soit = dans

1 11 1 1 2 1
[0;1]. Onaalors 0 < f41(x) < 3 six < 33 < fori(x) < §+§ =1siz> 3 et fori(z) = 3 sinon.

Le prédicat est donc héréditaire et on conclut que ’ pour tout entier n, f, est a valeurs dans [0;1]. ‘

Elements de notation : 0/4

#1/usr/bin/env python3

def cantor(n,x): #n entier naturel, x est un flottant dans [0;1]
if n==0: return x # fy est lidentité
if x<= 1/3: return cantor(n—1,3%x)/2 # valeur de fn(z) siz < }
if x>= 2/3: return (1+cantor(n—1,3%x—2))/2 # valeur de f,(z) siz > 2
return 1/2 #valeur de fo(z) si & <z < 2

Elements de notation : pas d’indentation : -1; explications : 2; code correct : 2. ‘

1
On démontre par récurrence sur n le prédicat (Hy,) : || fry1 — folloo < FRep T ol [|-]|,, désigne la

norme de la convergence uniforme sur [0;1 ].

11 2 2
Pour z dans [0;1], selon qu'on a z < 33 <z < 3003 < z, on a respectivement fi(x) — fo(z) =
1 1 1 11 1 1
2&06[0;6]7111() folx) = 3~ :EE[ 66]oufl(;v)—fo(x):2(x—1)€[—6;0] et donc,
1
dans tous les cas, |f1(z) — fo(z)] < 6 Il en résulte que (Hy) est vrai.
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Q22.

Q23.

Soit maintenant n dans N* tel que (H,,_1) soit vrai. Pour  dans [0;1 ], selon qu'on a x < %, % <z< ;
ou % < x, on a respectivement f,1(z) — fn(x) = % (fn <32:E) — fo_1 (3);)), frnt1(x) = fu(z) =0
o fue) = o) = 3 (10 (252) = 1 (2572) ) et done [ funs = full < 5 1o = i
Il en résulte que (H,,) est vrai et on en conclut |Va € [0;1], |fot1(z) — fu(z)| < ﬁ

‘Elements de notation : n=0:2;:n>1:2. ‘

est une série géométrique convergente puisque 0 < % < 1 et donc il résulte

La série Y 3 2

x on+1
de la question précédente que la série de fonction > (fni1 — fn) converge normalement sur [0;1 ]
par comparaison entre séries & termes positifs. En particulier elle converge uniformément sur [0;1].
On note g sa somme. Puisque g est limite uniforme sur [0;1] des sommes partielles, télescopiques,
de la série > (fn+1 — fn), 1e. de (fn, — fo), g + fo est limite uniforme sur [0;1] de (f,) et donc

‘ (fn) converge uniformément sur [0;1]. ‘

Elements de notation : CN : 1; CN=CU : 1; CU de (f,) : 2.

On démontre par récurrence sur n le prédicat (H,,) : la fonction f,, est croissante et continue, et 0 et
1 en sont points fixes.

Puisque fy est 'identité, (Hg) est vrai. Soit maintenant n dans N tel que (H,,) soit vrai. On a alors
fa1(0) = 2£.(0) = 0 et foy1(1) = 3+ 2f,(1) = 1. Par composition de fonctions continues et
croissantes au sens large, f,y1 est continue et croissante sur chacun des intervalles [0; % [, ]%,%
et ]%, 1 ] Pour conclure il suffit de démontrer que f,y1 est continue en % et %, puisque la crois-
sance sera alors acquise sur chacun des intervalles fermés [O; % ], [%,% et [%, 1], par passage a
la limite, et donc sur la réunion puisque ces intervalles ont des points en commun. Par définition

. 1 1 1 . 2 1 1 1
de fny1, on a lé@fnﬂ = fn+1(§) = §fn(1) =3 et 1%T£1fn+1 = fn+1(§) =3 + ifn(o) =3

Comme f,11 est constante égale a 3 sur ]%, % [, la continuité en résulte. Ceci achéve de démon-

trer ’hérédité du prédicat de récurrence. On en conclut, en utilisant le résultat de la question 19, que

‘pour tout entier n, la fonction f,, est & valeurs dans [0;1], croissante et continue. ‘

‘Elements de notation : Croissance : 2; continue : 2.

Par passage a la limite on a f(0) = lim f,,(0) = 0 et f(1) = lim f,(1) = 1. Par croissance et continuité

de f, on en déduit que ‘ f est surjective de [0;1] dans lui-méme. ‘

Elements de notation : 0/4




