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Développement asymptotique du reste
des séries de Riemann convergentes

L’objet de ce probleme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann convergentes
—+oo

+oo
1
S(a) = Z — oll « est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste R, (a) = Z T
n

n=1 k=n
Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant

mal, on utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développement
asymptotique du reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun contréle de l'erreur.
Dans la troisiéme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme déve-
loppement asymptotique avec une expression de 'erreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette partie
d’une étude succincte des polynémes de Bernoulli.

Dans la derniére partie, on étudie de maniere assez précise le contrdle de cette erreur, pour conclure que les
formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Rappels et notations
On note [z ] la partie entiére d’un réel z.
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles. On note v, = O (u,) si

IMeR, Ing e N, VneN, n>nyg= |v,| <M |u,| .
PARTIE I - Etude préliminaire

I.A - Convergence des séries de Riemann

I.A.1. Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a;+oo[, oit @ € R. Montrer que, pour tout
k

k+1
entierke[a—i—l;—l—oo[,ona/ flz)dz < f(k) < f(z)dz.
k k—1
1.A.2. En déduire la nature de la série de Riemann Z nia selon la valeur de o € R.

n>1
+oo 1
En cas de convergence, on pose S(a) = —.
na
n=1

I.A.3. Pour tout réel a > 1, montrer 1 < S(a) <1+ ﬁ.

I.B - Premiére étude asymptotique du reste
Dans la suite du probléme, on fixe a strictement supérieur & 1 et, pour tout entier naturel non nul n, on pose

=1
Rn(a) = Z T
k=n

I.B.1. En utilisant '’encadrement de la question I.A.1, montrer R,(a) = _ +0 (i)
(¢ — 1)no—t ne
1

I.B.2. Soit f la fonction définie sur R} par f(z) = AT

En appliquant a f la formule de Taylor avec reste

intégral a Pordre 2 montrer, pour tout k € N*, f(k+1)— f(k) = kia — % ka1+1 + A ot Ay est un réel vérifiant
ala+1)
0= A= Spare
1.B.3. En déduire R (oa)—;-l-i—k()( ! )
o T (a—1)ne-1 T 2pe notl )’

On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, (), mais la partie
suivante va donner une méthode plus rapide.

PARTIE II - Formule de Taylor et nombres de Bernoulli



II.A - Nombres de Bernoulli
II.A.1. Montrer qu’il existe une suite réelle (an)nen ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N*, pour tout
intervalle non réduit a un point I et pour toute fonction complexe f de classe C* sur I, la fonction g définie
sur I par g =aof +---+ ap,1f<p71) vérifie

p—1
1 1 1 .
T L At D DL A
=1

ol les by, sont des coefficients indépendants de f que 'on ne cherchera pas a calculer.
p+1
II.A.2. Montrer ap = 1 et, pour tout p > 1, a, = —Z %. En déduire |ap| < 1 pour tout entier naturel p.
Déterminer a; et as. =
II.A.3. a) Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série Za,,zp est convergente.
p=0
—+o0
On note ¢(z) sa somme : @(z) = Zapzp.
p=0
b) Pour z € C tel que |z| < 1, calculer le produit (e* — 1)¢(z). En déduire que, pour tout z € C* vérifiant

1 = .
Bl <1 ona () = —

¢) Montrer azx+1 = 0 pour tout entier k > 1. Calculer a4.
Les nombres b, = n!a, sont appelés nombres de Bernoulli.
II.B - Formule de Taylor

1
Soit f la fonction définie sur R} par f(z) =

————, ou « est un réel strictement supérieur a 1. Dans cette
(1—-a)z>1
question II.B, on fixe un entier naturel non nul p et on note g = aof +arf +---+ a2p71f<2pfl>. Pour tout k € N*,
on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k).
II.B.1. En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 2p, montrer qu’il existe un réel A tel que, pour
tout k € N*, |R(k)| < Ak~ (p+e),
11.B.2. En déduire le développement asymptotique du reste

—+oo
Ra(0) = 37 1 = = (a0f () + @ f/(0) + 02" (0) + -+ azp2f &) + 0 ()
k=n

On obtient ainsi une valeur approchée de S(«) donnée par

Snap-2(0) = 3 1 = (aof(n) + ar /() + aaf" () &+ a2p-2f D (m))
k=1

I1.B.3. Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant & oo = 3 et p = 3.
PARTIE III - Polynémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

On peut calculer, pour n = 100 : S100.4(3) = 1,202056903159594277 . .. tandis que S(3) vaut 1, 202056903159594285 . . .
(constante d’Apéry). La méthode de la partie II semble satisfaisante mais ne fournit pas d’information précise sur

le terme O ( . C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynémes de Bernoulli et la formule

n2p+o¢71 )
sommatoire d’Euler-Maclaurin.
ITII.A - Polynémes de Bernoulli

On définit une suite de polynémes (A, )nen vérifiant les conditions suivantes
1
Ag=1, A, =A,et / Any1(t)dt = 0 pour tout n € N (I11.1)
0

Les polynémes B,, = n! A,, sont appelés polynémes de Bernoulli.



III.A.1. Propriétés élémentaires

a) Montrer que la suite (A, )nen est déterminée de fagon unique par les conditions III.1; préciser le degré de
A, ; calculer Ay, Az et As.

b) Montrer A, = (—1)"A, o (1 — X) pour tout n € N.
c¢) Pour tout entier n > 2, montrer A,(0) = An(1) et A2,-1(0) =0.

d) On pose provisoirement ¢, = A, (0) pour tout entier naturel n. Montrer, pour n € N,

X" X?
An:COF+"'+Cn—QQT+Cn—1X+Cn
puis, sin > 1, (nj_iol)'-i-"--l-cg,_Q‘Fc;,_l +cn =0

e) En déduire, pour tout n € N, ¢, = an.
III.A.2. Fonction génératrice

a) Montrer que la série Y A, (t)z" converge pour tout réel t dans [ — 1;1] et tout complexe z vérifiant |z| < 1.
—+o0
Sous ces conditions on pose f(t,z) = Z An(t)2".
n=0

b) Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que la fonction t — f(t, z) est dérivable sur [0;1] et exprimer sa dérivée

+oo tz
en fonction de f(t, z). En déduire, si z # 0 et |z| < 1, ZAn(t)z" = = T
eZ —
n=0
ze*/? z z/2
¢) Montrer, si z € C et 0 < |2| < 2w, 7 + T = 2 21 En déduire, pour tout entier naturel n,
ez — ez —_ ez —

1 1
A, () = 1) a.
(2) (2%1 )a

II1.A.3. Variations des polynémes de Bernoulli
On établit ici une majoration des polynémes de Bernoulli sur [0;1].

a) Montrer, pour n > 2 :
i. Sin=2 mod 4, alors A, (0) = A, (1) > 0> A,(3); de plus Ay, est strictement décroissante sur [O; : ]
et strictement croissante sur [%, 1 ]
ii. Sin=0 mod 4, alors 4,(0) = An(1) <0 < A,(%); de plus A, est strictement croissante sur [O; 1 ]

et strictement décroissante sur [%, 1 ]

iii. Sin=1 mod 4, alors A,(0) = An(3) = An(1) = 0; de plus A, <0 sur ]O;% [ et A, > 0 sur ]%, 1 [
iv. Sin=3 mod 4, alors A,(0) = An(3) = An(1) = 0; de plus A, > 0 sur ]0;% [ et A, <0 sur ]%, 1 [
b) Pour tout n € N* et tout = € [0;1], montrer |Az,(z)| < |azn| et |Aznt1(z)| < |a;"|.

IT1.B - Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
II1.B.1. Soit f une fonction complexe de classe C* sur [0;1].
q
1

a) Montrer, pour tout entier ¢ > 1, f(1) — f(0) = z:(—l)ijl [Aj(t)f(j)(t)]o + (—l)q/ Ag () £ () at.

j=1
b) En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer pour tout entier naturel impair
g=2p+1
1 P . , 1
F) = £0) = 5 (£0) + 5/ (1) =Y az; (f*(1) = £*(0) ~ / Az () fEPHD (1) dt .
=1 0

III.B.2. Soit n € N et soit f une fonction réelle de classe C* sur [n;4+o0o[. On suppose que f et toutes ses dérivées
sont de signe constant sur [n; +oo[ et tendent vers 0 en +oo.



N
On pose A}(t) = A;(t —[t]) pour tout ¢ € R. Montrer que la limite ]\}lm Aspi () FPPTD (1) dt existe.
n

—+oo
On la note / A§p+1(t)f(2p+2)(t) dt. En appliquant, pour k > n, le résultat précédent a fi(t) = f(k + t),

montrer
P

“+oo
Zf (04350 =Y anf @+ [ g0 ar
]_1 n
Montrer
az2p
2

|f(2p+1)(n)‘ )

—+oo
/ gy ()PP () dt| <

IT1.B.3. Montrer que, dans l'expression de R,(a) du II.B.2, le terme O (

intégrale.

—-—-— ) peut s’écrire sous la forme d’une
n2p+a—1

PARTIE IV - Compléments sur ’erreur

1
Dans cette partie on fixe un réel a > 1 et on considére la fonction f définie sur R} par f(z) = W
—Q)x*~

IV.A - Encadrement de ’erreur

1/2

IV.A.1. Soit g une fonction continue par morceaux croissante sur [0;1]. En remarquant f 01 = + f 12 montrer :

1
— sin=1 mod 4, alors / An(t)g(t)dt > 0;
0

— sin =3 mod 4, alors /l An(t)g(t)dt <0.
IV.A.2. En reprenant les notations deOII.B.Q, montrer pour tout entier naturel p > 1
Sn.ap(a) < S(a) < Sn.apta(@)
et ~ ~
Snap(a) < S(a) < Snap—2(a) .
En déduire que l'erreur |S(a) — gnygp(a)’ est majorée par |a2p+2f<2p+2)(n)|.
IV.A.3. Dans cette question on reprend le cas de II.B.3. Sachant 6!as = %, retrouver que lerreur |S(3) - 5’10074(3)|

est majorée par une expression de ’ordre 1077.
IV.B - Nombres de Bernoulli

1
IV.B.1. A laide de la question IIL.B.1, calculer, pour p > 1 et n € Z, As,(n) avec Ay(n) = / Ap(x)e 2™ de.
0

IV.B.2. Pour p > 1 montrer que la série de fonctions Z (Agp(n)e%ﬁm + Agp(fn)efmmm) converge vers une fonction
n>1
g2p continue sur R.
IV.B.3. Soit, pour p > 1. Montrer que Az, est prolongeable sur R en une fonction Agp continue et 1-périodique sur R.
} t+3 .
En posant h = A2, — gop, montrer que pour tout n € Z et tout t € R, h(z)e™ ™ dz = 0.
-
En considérant la fonction donnée par h(x)(1 + cos(2n(x — t)) — cos(2me))™, pour € suffisamment petit et n
assez grand, en déduire que h est nulle.
. 5(2p)
IV.B.4. Pour p > 1, en déduire agp, = A2,(0) = (—1)p+1W.
IV.C - Comportement de ’erreur

IV.C.1. Montrer, pour tous entiers n et p dans N*,

azpr2f P (n)
azp fP)(n)

IV.C.2. Que dire de ’approximation de S(c) par S, 2,(a) lorsque, n est fixé, p tend vers +oo ? Pour le calcul numérique
de S(a), comment doit-on choisir n et p?

_ (a+2p)(a+2p—-1)S(2p+2)
B 4n272S(2p) '
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LA
LAl

LLA2.

LLA3.

I.B
I.B.1.

PARTIE 1

Soit k dans [a 4 1; +oo[. Par décroissance de f et puisque [k — 1;k+ 1] C [a;+o00[, on a
Vo elkk+1], f(x) < f(k) et Vyelk—-1k], f(k) < [f(y).

L’inégalité de la moyenne appliquée & la fonction continue f et le fait que les intervalles [k — 1;k ] et
k

k+1
[k;k + 1] sont de longueur 1 fournissent / flx)dz < f(k) < f(z)dx.
k k-1

- 1 . .
Pour o dans R_, la série > -, — est grossicrement divergente. Pour o € R%, on pose a = 1 et on
‘=5 na

1
introduit la fonction f donnée par f(z) = — sur [1;+0c[. Elle est alors continue, et méme de classe
x

C*, sur son domaine de définition en tant que fonction puissance, et donc en particulier sur [a;+o00[.
Puisque o > 0, f est (strictement) décroissante sur [a; 400 [. On en déduit, pour n entier tel que n > 2,

n+1 n n
/2 f(x)da:sk;f(k)g /1 f(z) da

d’aprés la question précédente et la relation de CHASLES. Pour « # 1, une primitive de f est donnée
e’

" alors que pour o = 1, une primitive est In.

|_>
par T o

En particulier pour o > 1, la seconde inégalité montre que les sommes partielles de la série Z ia sont
n>1

majorées par 1+ (o — 1)1, Comme il s’agit d’une série & termes positifs, elle est donc convergente.

Enfin pour a < 1, la premiere inégalité montre que la série diverge vers +oco. Par conséquent,

1
E — converge si et seulement si o > 1.
n>1

1
Soit a un réel strictement supérieur a 1. D’apres ce qui précede les sommes partielles de Z — sont
n>1
majorées par 1+ (o — 1)1, donc S aussi. Comme S est la somme d’une série a termes positifs dont le

1
premier terme est 1, on a 1 < S et donc | Vo € [1;+00[, 1 <S5 <1+ T
o

Soit m un entier supérieur a 2 et N supérieur a n. La double inégalité obtenue en I.A.1 appliquée
comme en [.A.2 donne, gréice a la relation de CHASLES

NAL Qg N 1 N oAz
Loyt

En faisant tendre N vers 'infini, chacun des termes a une limite, puisque o > 1, d’apres les arguments
donnés en I.A.2 et il vient
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1.B.2.

1.B.3.

Par ailleurs on a

CE R e (1 B i) e (1 O (D)

1 1 1 L
0< Rn(a) - (Oé _ 1)na—1 = (a — 1)(77, - 1)04—1 - (a - 1)na_1 -0 <na>

ie.| Ry(a) = W +0 (;)

En tant que multiple de fonction puissance, f est de classe C™° sur son domaine de définition, i.e. sur
R’ puisque o > 1. On peut donc lui appliquer la formule de TAYLOR-LAPLACE pour évaluer, avec
k € N*, f(k+1) en fonction du développement de TAYLOR de f en k, i.e.

et donc

k+1 2
S0 = 50+ 10+ 30+ [ B i a

k 2
ou encore

flk+1)— f(k) dt .

1 a1 ML E+1-1)? ala+1)
T ke 2 kol 2 ta+2
Or : la fonction t — t~(@+2) est décroissante et positive sur [k;k+1],0< k41—t < 1 sur ce méme
intervalle et a(av + 1)/2 > 0; I'inégalité de la moyenne donne donc

k+1 Y
OS/ (k+1-1) a(a+1)dt<a(a+1) 1
k

2 tot2 - 2 fat2 -’
Il vient
1 1
pour tout k& dans N*, il existe un réel Ay tel que f(k+1) — f(k) = Ta %W + A et 0 < Ay <
ala+1) 1
2 fot2®
: - - L 1
Avec les notations précédentes, les séries de termes généraux f(k + 1) — f(k), T patl et Ay sont

convergentes. En effet la premieére est télescopique et lim, o, f = 0, les deux suivantes sont des séries de
RIEMANN et a+1 > « > 1 et enfin la derniére est absolument convergente par le critéere de comparaison
& une série de RIEMANN convergente puisque Ax = O (k_(a+2)) et @« +2 > 1. On peut donc sommer
la relation obtenue en I.B.2 et il vient

1 =
= Ryn(a) — %Rn(a +1)+ > A

k=n

~f(n) =

Par sommation des relations de comparaison pour les séries convergentes a termes positifs, on a

+oo
1 1 . 1
; A =0 (Rp(a+2)).Or Ry(a+1) = o +0 (na“)’ d’apres I.B.1 et R, (a+2) =0 (na“)’

1 1 1
toujours d’aprés I.B.1. Il en résulte Rn(a) = m + 2717& + O (na+1> .

PARTIE II
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II.A
II.LA.1. Soit p > 1 et (ag,...,ap—1) des réels tels que

Z X”Zan "=X+R,

n= 1 n=0

avec R, € R[X] de valuation supérieure & p + 1 et de degré inférieur a 2p — 1. Soit @ dans R. En
posant a, = «, il vient

p+1 1 D
— =X+R, 7)(?“
D e X Ry 3 v
. 1 . s N ‘, R o Gnp it Goal 3
avec (), dans R[X] de valuation supérieure & p 4+ 2. Par conséquent si Z m est égal a
n=0 :

lopposé du coefficient de degré p+1 de R, le membre de droite s’écrit X + R,41 avec Rp41 dans R[X]
de valuation supérieure a p + 2. De plus puisque le polynéme du membre de gauche est de degré au
plus 2p + 1, il en va donc de méme pour R,;1. Comme le coefficient de a,, & savoir 1, n’est pas nul,
on dispose d’un unique « tel que la propriété précédente soit vérifiée.

Comme, pourp=1,a9=1et Ry =0,0na X xag = X+ Ry avec Ry de valuation +o0o donc supérieure
a 1 et de degré —oo donc inférieur a 1, on peut construire une suite par récurrence via la propriété
précédente, i.e. on dispose d’une suite (a,)nen de réels telle que, pour tout entier naturel non nul p,

on ait
1

"1
Z* anX" =X + R,
n=1 n! 0

avec R, € R[X] de valuation supérieure a p + 1 et de degré inférieur a 2p — 1. On écrit alors

p—1
Ry = by, XPtt
=1

avec (bg ) des réels et la convention que la somme est nulle (et la suite vide) si p = 1.
Soit alors I un intervalle réel non réduit & un point. En considérant les polyndémes de ’endomorphisme

d
dérivation sur C*°(I, C), noté I il vient par linéarité
x

(n)
VpeN*, VfeC>(I,C) Z <Zakf’f>> —f’+Rp<ic>(f)
nl

p—1
ou encore, en posant g = E akf(k'),
k=0

1 1 =
g’ + ig” R Hg(p) _ f/ + sz7pf(p+€) .
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II.A.2.

IT.A.3.

Remarque : 'existence de ces suites résulte également de 'existence d’un développement limité de
p—1

au voisinage de 0. On 1’écrit Z anz™ + O (zP) et on obtient
n=0

T

>

n

3‘&3

P

n=1
et on montre d’une part que la suite (a,),en ne dépend pas de p par unicité du développement limité
et, d’autre part, que la partie O (xp‘H) est une fonction polynomiale ayant les bons degré et valuation.

3‘&3

z:: "=x+4+0 (po)

Puisque les suites précédentes peuvent étre construites indépendemment de I et f, on peu spécialiser
le résultat précédent pour I = R et f la fonction polynomiale associée & X™. On évalue l'identité en 0
et il vient, pour p=n =1,

Pour m > 1, avec p=n =m+ 1, il vient

1
amn! + 2—'am,1n! + - agn! =0

(m+1)!

puisque parmi les f*)(0) pour k € N, seul £ (0) est non nul, et vaut n!. Il en résulte, pour m > 1,
m+1

o 2 : Um+1—n
a"n’L - 7"
n

n=2

Une récurrence immédiate permet de conclure que (ay,,) est bornée par 1. En effet soit (H,) le prédicat
sur p dans N : Vn € [0;p], |a,| < 1. Alors puisque ag = 1, (Hp) est vrai. De plus d’apres la relation
que 'on vient de démontrer, pour tout p dans N, on a

p+1 p+1

|ap+1 n|
lap] = Z 0<'n,< |a"‘ Z ol S 0<nan 1 [an] (e =2) < 0<man 1 jan]

o0

puisque 3 > e =2+ Z — et qu’on a affaire a une série a termes positifs. Il en résulte que le prédicat
n= 2

(H,) est héréditaire et donc ‘ Vp e N, |ap| < 1. ‘

1
De plus la relation de récurrence donne |a; = —5 et ag = 12

a) La suite (a,) est bornée, i.e. a, = O (1), donc la série entiere > a,2zP a un rayon de convergence

supérieur & celui de Y 2P, i.e. supérieur ou égal & 1. Donc ‘ si|z| <1, apzP converge. ‘

b) Puisque le rayon de convergence de ) a,zP est au moins égal & 1 et que le rayon de convergence
n

z
de e* —1,ie de ) -, —, est infini, pour [2] <1 le produit des sommes de ces séries est égal a la
=l n!
somme du produit de CAUCHY de ces séries entieres. Or le terme de degré 0 de (e* — 1)p(z) est nul,
n—1
1
celui de degré 1 est ag, i.e. 1, et pour n > 2 il est égal a E —an—i et est donc nul d’apres I1.A.2.
i!
i=1

On en déduit ‘ (e = Dp(z) = 2. ‘

z

En particulier si 0 < [z| <1,onae® # 1 et|p(z) = — T
ez —
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c) Si0<|z|<1,ona
e +1

z z z
@(z)—alz—ez_1+§—zez_1—zcoth<§)

et donc z — ¢(z) — a1z est une fonction paire (pour |z| < 1). Par unicité des coefficients d’une série

entiere, il vient ‘Vk € N*, agp+1 = 0. ‘

, as a ag . 1
La formule de récurrence donne alors a4y = —— — — — —, i.e. |ay = ——.
31 4! Bl 720

II.B

IL.B.1. En tant que multiple d'une fonction puissance f est de classe C°° sur R} et il en va donc de méme
pour g. On peut donc lui appliquer la formule de TAYLOR-LAPLACE en k a l'ordre 2p. Il vient

2p 1 ; k+1 (k+1_t)2p .
(1) =9 =3 a0+ [ B e g

et donc, en utilisant la relation donnée en 11.A.1,

2p—1

k1 2
k+1—1t)P
R(k) =Y beopf@rHO (k) +/ (ktr1-o®
=1 k

@] FEPED () dt

Or, si £ € N*, ona fPP+0(k) = O (k'=2=%~%) = O (k~*2P). Enfin I'inégalité de la moyenne donne

k+1 k _4\2p
/k (GRS +(21p)!“ 7P (1) dt

1 P — —a—2p
S(QT)!JC@ +1)(k)*o(k ? )

par décroissance de | f?P*D]| sur [k;k + 1] et puisque |k + 1 —¢[ < 1 pour ¢ dans ce méme intervalle.
Il en résulte | R(k) = O (k*(2p+a)).

II.B.2. Les mémes arguments qu’en 1.B.3 montrent que les séries de termes généraux g(k+1) — g(k), f'(k) et
R(k) sont convergentes et donc par sommation il vient, pour n dans N*,

—g(n) = Ru(a) + > _ A(k) = Ru(@) + O(Rn(a + 2p)) = Ru(a) + O(n' =)
k=n
par sommation des relations de comparaison et d’apres I.B.1. D’oti, puisque ag,—1 = 0 si p > 2,
_ 1
o) = = (a0 0+ () 4 an () oo amp-af 2 0)) +0 (s ).
1 1 1 1 1
II.B.3. On a donc | R,(3) = P + 33 + i Do +0 <ns)
PARTIE III

IIT.A

III.A.1. a) Si, pour n dans N, A, est un polyndme, alors ’équation P’ = A,, définit un unique polynéme P
1
s’annulant en 0 et si on note / P(t)dt = «, ce qui est licite puisque P est continu donc intégrable

0
sur [0;1], les deux relations imposées & A, se traduisent par A, 1 = P — « puisque ces deux
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°)

IILA.2. a)

b)

polynomes doivent différer d’une constante. Il en résulte que A, 1 est alors uniquement déterminé.
De plus si A, est non nul, alors deg(A,,+1) = deg(A4,) + 1 et une récurrence immédiate fournit

’ la suite (A,)nen est uniquement déterminée et, pour tout n dans N, deg(A,) = n. ‘

On calcule directement
1 1 1 1 1 1
Al=X——- Ay=-X>—_X+—ect A 7X3 X%+ —X.
! 2’ 2 2t T T TR
Pour n dans N, on pose P, = (—1)"A4,, 0 (1 — X). On a donc Py = Ay = 1. De plus pour n dans N,
on a

Py =(0)"2A40 L o(1-X)=(-1)"A0(1-X) =P,
et
1 1 1
/ P (t)dt = (—=1)" ! / Api(1—=t)dt = (=1)"! / A1) dt =0

0 0 0
par changement de variable affine bijectif dans I'intégrale. Par unicité des polynémes de BERNOULLI,
il vient Vn € N, P, = A,, i.e.
’pour n dans N et t dans R, A,,(t) = (—1)"A,(1 —1). ‘

Pour n > 2, on a

An(l) - An(o) = /01 A;l—l(t) dt =0

puisque n — 1 > 1 et donc, d’apres IIL.A.1b), A, (0) = (—1)"A4,,(1) et ainsi A,(0) = (—1)"A,(0), ce
qui impose A4, (0) =0 si n est impair. Autrement dit, pour n > 2,

A (0) = Ay (1) et Agp_1(0) = 0.
| |

(k)

Par récurrence immédiate, pour n et k entiers naturels avec k < n, on a A’ = A,_; et donc la
n Xn k

formule de TAYLOR donne, pour tout n dans N, | A, = Z kg
k=0 )

En particulier, si n > 1, on a A,+1(1) = A,41(0) = cpy1 et il vient, en spécialisant 1’égalité

n
- Ck
récédente en X =1 — =0.
P ’ ZO (n+1—Fk)

Puisque ¢y = Ag(0) = 1 = ag et que la relation de récurrence précédente est la méme que celle

établie pour la suite (a,), on a donc pour tout n

Pour ¢ dans [ — 1;1] et n dans N, on a, d’apres IL.A.2 et IT11.A.1d),

z ] 1
< < —
|An(t)] —§3<n+1_ < }Ijk

k=0

et il en résulte que, si [t| < 1, > A,(t)2z"a un rayon de convergence au moins égal a 1, i.e

’ > A, (t)z™ converge pour tout réel ¢ dans [ — 1;1] et tout complexe z tel que |z| < 1. ‘

On considere la série de fonctions Y z"A,,. Comme (A,) est une suite de fonctions polynomiales,
ce sont des fonctions de classe C*° et on peut en particulier considérer la série des dérivées, i.e.
> n>1 2" A5, ou encore z ) 2" A, d’apres la propriété de définition des polynémes de BERNOULLI.
Cette série est normalement convergente sur [0;1] puisque

(| He-1)

soos1] = |71
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I1.A.3. a)

d’apres le calcul effectué en ITI.A.2a. Comme la série ) 2™ A,, est simplement (en fait normalement)
convergente, on en déduit, grace au théoréme de dérivation des séries de fonctions, que sa dérivée
est obtenue par dérivation terme & terme, i.e. pour z tel que |z| < 1

t — f(t, z) est dérivable sur [0;1] et on a dif(t 2) = zf(t,2).

Comme f(0, 2) Zan = p(z) d’apres II1.A.le, I'équation différentielle précédente donne

n=0
f(t,z) = p(2)e'* pour ¢ dans [0;1] et |z| < 1. D’apreés II.A.3b, on en déduit, pour ¢ dans [0;1] et

tz
0<|zl <1, ZA = .

z/2 1 1
Pour z dans C, on a e —1 = (e*/2 —1)(e*/2+1) et donc, si e* # 1, +1 =21 La derniere
e* — e?/s —

condition s’écrit z ¢ 2inZ et elle est donc vérifiée si 0 < |z| < 27.

zez/2+ 2, z/2 .
er—1 e*—1 e*/2 — 1

Si0<|z| < 2m,

On en déduit, si 0 < |z| < 1, f ( > + f(0,2) =2f ( ) Par unicité du développement en série

1

27, l1.e.

1
entiere au voisinage de 0, il vient, pour tout entier naturel n, A, (2> + A,(0) = 24,(0)

)=k )

On démontre le résultat de cette question par récurrence sur n, pour n > 2.

1
On remarque néanmoins que la propriété A, (0) = A, (1) = A, 2) = 0 pour n impair (supérieur &
3 donc) résulte de ITT.A.1c et II1.A.2¢. Pour n pair les mémes questions fournissent A, (0) = A, (1)
1
et le signe de A, (0) et celui de 4, (2) sont opposés.

1 1 1
Pour n =2, on a A3(0) = Az(1) = TR 0> A, <2> =~ De plus A} = A; et donc A} < 0 sur

[0; % [, AL > 0 sur ]%, 1 ] et le résultat s’en déduit.
Supposons maintenant le résultat vrai pour un certain entier n — 1, avec n > 3.
Sin =0 mod 4, puisquon a A,_7 > 0 sur ]O;% et A,_1 < 0 sur ]%, 1 [, A, est strictement

1
croissante sur [0' 1 ] et strictement décroissante sur [%, 1 ] Comme A,(0) et A, 3 sont de

’2
signes opposés (et sont non nuls car 'un au moins est non nul par croissance stricte), on a A, (0) =

A,(1) < 0et A, (;) > 0.

Sin =1 mod 4, puisque A,,_; est strictement croissante sur [O; % ], A, v est strictement convexe.

Puisqu’elle est nulle en 0 et 1/2, on a A, < 0 sur ]0; % [ De méme A, est strictement concave sur

[%;1] et ainsi A,, > 0 sur ]%;1 [

Si m = 2 mod 4, puisquon a A, 7 < 0 sur ]0; % [ et A,_1 > 0 sur ]%, 1 [, A, est strictement
1

décroissante sur [0;% et strictement croissante sur [%, 1 ] Comme A,(0) et A, 3 sont de

signes opposés (et sont non nuls car 'un au moins est non nul par croissance stricte), on a A, (0) =
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II1.B

I1.B.1. a)

An(1)>0et A, (;) < 0.

Enfin si n =3 mod 4, puisque A,,_; est strictement décroissante sur [0; % ]7 A, y est strictement
concave. Puisqu’elle est nulle en 0 et 1/2, on a A, > 0 sur ]0; % [ De méme A,, est strictement
convexe sur [%, 1] et ainsi A,, < 0 sur ]%, 1 [

’ Les variations cherchées en découlent. ‘

D’apres ce qui préceéde, pour n pair et non nul, les extrema locaux de A,, sont en 0, 1/2 et 1. D’apres

IILA 2¢, | A, (;)

Si n est impair, I'inégalité des accroissements finis (théoréme de LAGRANGE) fournit, puisque
An(1/2) =0, pour tout ¢ dans [0;1],

< [An(0)] et on en déduit, puisque A, (0) = An(1) = an, [[Anllo [o,1] = |anl-

1
400 = |t~ 3140 o

1
et donc [|An|lo 0,17 < 3 |@p—1|. Autrement dit, pour n dans N* et = dans [0;1], on a

a n
| Ao ()] < |azn] et |Aonii(z)] < |;7\

1
Soit ¢ dans N*. On considére / Ay (t)f(qH) (t) dt, ce qui est licite puisque l'intégrande est de classe

0
C* en tant que produit de deux telles fonctions. On peut donc lui appliquer une intégration par
partie et on obtient

/1 Aq(t)f(qul)(t) dt = [Aqf(q)}; _ /1 Aq_l(t)f(Q)(t) dt

0 0

puisque A = A, ;. Une récurrence immédiate fournit alors

1 q—1 1 1
| a0 at =Y 0F [4,099) w7 [ o @,
0 0 0

k=0

i.e. d’apres le théoreme de LEIBNIZ-NEWTON (théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral)
et aprés multiplication par (—1)? et réindexation de la somme

q 1
£ = 10 = -1 [4s®] 4 -1 [ a0 dr

1
0
k=1

On spécialise le résultat précédent en ¢ = 2p+1 avec p € N, et donc ¢ > 1. D’apres IT1.A.1c il vient,
1
puisque a; = 3 et A1(1) = 3

2

2p 1
F0) = £0) = 3 (O + £/(0) = Y am (£290) = £20) = [ A (074 0.
k=1

II1.B.2. Puisque f est de classe C* sur [n;+oo[, pour tout k entier avec k > n, la fonction f; est de classe
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II1.B.3.

C* sur [0;1] et on peut lui appliquer le résultat précédent. Il vient

FR+1) = f(R) = 5 (F'(R)+ (ki +1) Zaz( PN+ 1) = 1D (1))

1
2
1
- / Agpia (1) fOPF (1) dt
0

et donc, en sommant ces égalités pour k entre n et un certain entier N avec N > n, il vient
FN+1) - Z P+ 5 (F(N+1) = Zaz (FE (N +1) = D ()

N+1
- / A5y oy (0 FCP) (1)

puisque l'intégrale est bien définie (grace a la relation de CHASLES) car A3, | est continue par morceaux
sur [n; +oc[. On obtient alors

N 2p
SOF) = V1) = )+ g (F )~ VD) 4D sy (FON 4 1) - OO ()

j=1
N+1
4 / A5y (D FED (1) dt

Comme f’ est de signe constant et f tend vers 0 en l’infini, par comparaison avec une intégrale
(i.e. en appliquant LA.1 & f" ou a —f’), la série ), .. f'(k) est convergente (car de termes de signe
constant et bornée). On peut donc faire tendre N vers l'infini dans le membre de gauche de I’éga-
lité précédente. Dans le membre de droite, puisque f et toutes ses dérivées ont une limite nulle
en linifni, tous les termes sauf au plus un ont une limite (a savoir l'intégrale). On en déduit que

N+1
. * 2p+2 :
1\}51100 g A2p+1(t)f( P+2)(¢) dt existe.
+oo
De plus il vient Z (k) =—f(n Zag @) (n / Az, (1) FCPEI(¢) dt.

Pour z dans R, avec z > n, I'inégalité de la moyenne fournit, en tenant compte du fait que f(27+2) est
de signe constant et de III.A.3b,

lagp| [*
2p+1 2p+2)(t) dt‘ < TP

et donc, en prenant la limite quand = tend vers I'infini

f(2p+2) (t)‘ dt = |a2p|

5 f(2p+1)(x) _ f(2p+1)(n)

+oo
% a
/ A2p+1<t>f<2p+2><t>dt] < | pann
n

On applique ce qui précede a la fonction f définie en I1.B, avec n = 1. Il s’agit bien d’une fonction de
classe C°°, telle qu’elle-méme et toutes ses dérivées sont de signe constant sur R} et de limite nulle
en +oo. On peut donc appliquer ce qui précede. Il en résulte que, dans ’expression de R, («) trouvée
en [1.B.2, le terme O (nl’o‘*zp) est égal a

Ly afa+1)---(a+2p)
/ A2p+1 (t) ta+2p+1 dt.
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PARTIE IV

IV.A

IV.A.1. Puisque g est continue par morceaux et que A, est polynomiale, le produit est intégable sur [0;1]. TI
résulte, pour n entier impair, de la relation de CHASLES, par changement de variables affine bijectif
(t — 1—1t) et en utilisant TIT.A.1b :

1

1 1/2
/Anu)g(t)dt — / A, (gt dt+ [ Au(Dg(t)dt
0 0

1/2

1/2
- /0 (An(t)g(t) + An(L —t)g(1 —t)) dt

1/2
/0 Au®)(g(t) + (~1)"g(1 — ))dt

1/2
- / A, () (glt) — g(1 — ))dt

et donc, par croissance de g, l'intégrande est du signe opposé a celui de A,,. En utilisant II1.A.3, il
vient

1 1
sin=1 mod 4 alors / A, (t)g(t)dt > 0 et sin =3 mod 4 alors / A, (t)g(t)dt <O0.
0 0

IV.A.2. Soit p > 1. Avec les notations de 11.B.2, II1.B.2 donne

n—1
- 1 +oo
R, () = Sy 2p—2(cr) — Z T +/ Agp_l(t)f@p) (t)dt
k=1 n
et donc o
S(a) = S ap-2(a) + 5y (D FCP () dt .

n
Or on a, par relation de CHASLES, 1-périodicité de A* et changement de variable affine bijectif dans

les intégrales :
+o0o

+oo 41
5, 1 (OF POt =Y [ Ay (0704 ) e
n k=n"0
Puisque les dérivées paires de f sont négatives et croissantes sur R, la question précédente montre que
I'intégrale du membre de gauche est négative, i.e. S, 2p—2() est un majorant de S(«) si et seulement
si2p—1=3 mod 4, i.e. p est pair. On en conclut
Snap(@) < S(a) < Spapra(a) et Snap(a) < S(a) < Spap-2(a).

Autrement dit S(«) est compris dans lintervalle entre deux termes pairs consécutifs de la suite

(Sn,2p(@))pen+. 11 vient, pour p > 1,

’S’(a) - gn,2p(a)’ < ‘gn72p+2<a) - Sn,2p(a)’

Le.|]|S(a) = Spzp(a)| < |aspr2 P (n)].

1 7!
IV.A.3. Pour a = 3, n =100 et p = 2, il vient, pour z > 0, f(z) = —ix_Q et donc f(0)(z) = —Q—Ix_g. D’otu, en

7! 1 -
T 10716 = 17210*16 et donc| |S(3) — S100,4(3)] < 107

1 _
tenant compte de 6! ag = YoR |S(3) = S1004(3)] <

10
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IV.B
1
IV.B.1. Par définition, pour p > 1, on a A,(0) = / Ap(t)dt = 0.
0

Soit n dans Z* et f la fonction définie sur R par f(t) = e~2i"™¢ (’est une fonction de classe C*° et
II1.B.1 donne, pour p > 1,

0=£(0)+(-17 [ A0

0

par périodicité de f et de ses dérivées et compte-tenu du fait qu'on a A, (0) = Ag(1) si k > 1 d’aprés
IILA.lc. Puisque f' = —2imnf et f®PTD = (—2zn)P*1f il vient

2imn = (—1)P(=2imn)P T A, (n)

A 1 . A . 5 1 .
et donc A,(n) = i) En conclusion | A,(n) =0sin=0et A,(n) = ~ i) sinon.

IV.B.2. Soit p > 1. D’apres ce qui précede la série de fonctions Z (Agp(n)e%””w + Agp(—n)e_%m”“') est
n>1

normalement convergente sur R puisque la norme infinie du terme général est majoré par ‘Agp(n)‘ +

’AQP(*W’) 92p—1,12py,2p

gente. Comme le terme général est une fonction continue, sa somme ’est aussi, i.e. ’ g2p existe et est une fonctic

, i.e. par , et donc dominé par le terme général d’une série de RIEMANN conver-

IV.B.3. Soit p > 1. Comme Ap,(1) = A,(0) d’apres IILA.1c et que Ap, est continue sur [0;1], elle est
prolongeable sur R en une fonction 1-périodique donnée par la formule Ag,(z) = Agp(x — [z]). Par
continuité sur ]0; 1[, continuité a gauche en 1 et & droite en 0, Ay, est continue sur [0;1] donc sur R,

ie. 12121) est 1-périodique et continue sur R.

Comme gy, est 1-périodique, en tant que somme d’une série de telles fonctions, et continue, h possede
les mémes propriétés, par linéarité. Pour tout n dans Z la fonction x — h(x)e 2" est donc 1-
périodique et son intégrale sur une période ne dépend pas de la période choisie. Par linéarité on a de
plus

1 1 1
/ h(x)e—Ziﬂ-nz dz = / Agp(l‘)e_%ﬂnm de — / g2p(x)e—2i7rnaz dz .
0 0 0

Puisque g2, est la somme d’une série de fonctions normalement convergentes, on peut intervertir les
signes de sommation et il vient

1 +oo 1 +00 1
/ h(z)e 2™ dy = AQP(n) - Z fbp(k)/ e2im(k=n)z qp Z Agp(—k) / e2im(=k=n)z 4y
0 k=1 0 k=1 0
— ay(n) — Anyn) =0

t+3 _
et donc, pour tous t réel et n entier, / h(z)e™ 2™ da = 0.
t

1
2

Puisque h est continue sur [0;1], d’apres le théoréme de WEIERSTRASS, elle y atteint son maximum,
noté M. Par 1-périodicité c’est aussi son maximum sur R, i.e. ||| = M.

Soit t réel tel que h(t) soit non nul. On dispose alors de € strictement positif tel que h ne s’annule pas

1
sur |t — 2¢;t + 2¢[ et y garde donc un signe constant. Quitte & diminuer €, on peut supposer £ < 5

11
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Pour de tels t et &, pour tout n dans N la fonction z — (1+cos(xz —t) — cos(27e))™ peut s’écrire comme
combinaison linéaire des fonctions = + e~2""%% pour k € Z, et donc

t+1
/t h(xz)(1 + cos(2m(x —t)) — cos(2me))"dz = 0.

1
2

Par changement de variable affine bijectif, on a donc

-

’ h(t 4+ x)(1 + cos(2mx) — cos(2me))* dz = 0.

_1
2
1
Si2e < |z| < v ona dre < 2mz| < 7 et donc —1 < cos(2mz) < cos(4me). Dans ces conditions, et

1
puisqu’on a 0 < 27e < g, et donc 3 < cos(2me) < 1 et aussi cos?(2me) < cos(27e), il vient

1 — cos(2me) + cos(4ne) = 2 cos?(2me) — cos(2me) < cos(2me)
et
—cos(2me) < 14 cos(2mx) — cos(2me) < 1 — cos(2me) + cos(4me) < cos(2me) .

Pour tout n dans N, il vient par inégalité de la moyenne

/ " Rt 4 2)(1 4 cos(2m) — cos(2me))" da| < LA cos(2ne)” = O (1)

N —

1
2

et

1
2

/2 h(t 4+ x)(1 + cos(2mx) — cos(2me))" da

€

< —Mcos(2me)" =0(1) .

N[ =

On en déduit, par relation de CHASLES, et puisque l'intégrale sur [ — %; % ] est nulle,

2e
h(t 4+ 2)(1 + cos(2mx) — cos(2me))" de = O (1) .
—2e
Par ailleurs h est de signe constant sur |t — 2¢;¢ + 2¢[ et donc
2e
/ [h(t + )| (1 4 cos(2mz) — cos(2me))* dz = O (1) .
—2e

Si x| < 2e, 0n a0 < |27z| < 47e et donc

1+ cos(2mz) — cos(2me) > 1 — cos(2me) + cos(4me) = cos(2me) (2 cos(2me) — 1) > 0
1
puisque cos(2mwe) > 5 De plus, si |z| < ¢, alors

1+ cos(2mz) — cos(2me) > 1 — cos(2me) + cos(2me) =1

et on en déduit, par positivité de U'intégrale,

€

2e
/ |h(t 4+ x)| (1 4 cos(2mz) — cos(2me))" dx > / |h(t+ x)| dz .

—2¢ —e

Or |h| est continue et positive sur le segment [t — &;¢ + £ | et ne 8’y annule pas. L’intégrale précédente
est donc un réel strictement positif et ceci contredit le fait que le membre de gauche est dans O (1).

Par conséquent | A est nulle.

12
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IV.B.4. D’apres la question précédente, pour p > 1, on a Ay, = go,, et en particulier en 0 il vient | agp = Az, (0) = (—1)7

IvV.C

IV.C.1. Pour k > 2 et x dans R%, on a f®)(z) = (-1)*la(a+1) - (a+k —2)

Iv.C.2.

v Pour n et p dans
ot

N*, la f 1 écédente d =
, la formule précédente donne a2y fOP ()

a2p+2f(2p+2) (n) (a+2p)(a+2p—1)S(2p + 2)

4n272S(2p)

D’apres I.A.3 lim S(2p) = 1 et donc le quotient précédent est équivalent a

55 p? lorsque p vers linfini.
T

En particulier il tend vers 'infni. L’approximation trouvée en I1.B.2 est donc la somme de deux termes :
I'un est la somme partielle de la série définissant S(«) et le second est la somme partielle d’une série al-

ternée grossicrement divergente. Autrement dit|a n fixé, 'approximation de S(a) par S, 2, est grossiérement

La suite des majorants trouvés en IV.A.2, i.e. (|a2p+2f(2p+2)(n)‘)

pEN® étant croissante a partir d’un

certain rang, d’apres la question précédente, elle atteint un minimum en un certain p(n), avec p(n) ~ mn

pour n grand. A n fixé, on choisit donc p = p(n). Autrement dit

13

.. n
on choisit n et p grands avec p >~ —.
T




