DEUXIEME COMPOSITION

CENTRALE-SUPELEC 2006 - MP

On note R[X] l'algebre des polynémes a une indéterminée a coefficients réels et, de maniere usuelle, tout
polynome est identifié & sa fonction polynomiale associée. Pour tout entier naturel n , R, [X] est 'espace
vectoriel réel des polynémes de degré inférieur ou égal & n. Pour un P de R[X], on considére, de maniére
usuelle, les dérivées successives de P : P(®) = P, et, pour tout n de N, P(**1) = [P(™]’. Pour un polynoéme
P de R[X], un entier naturel n et un réel a, on définit le polynéme de TAYLOR d’ordre n de P en a par :
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Soit une fonction f a valeurs réelles définie sur un intervalle de R et de classe C™. On rappelle qu’elle admet,
en tout point a de cet intervalle, un unique développement limité a 'ordre n :
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La fonction polynomiale z — Z (x—a)i est appelée partie réguliere de ce développement limité. Dans
i=0
la troisiéme partie, on note & le plan affine euclidien usuel muni d’un repére orthonormé Ry = (0,7, 7) et
dans la derniére partie, on note &3 'espace affine euclidien usuel de dimension 3 muni d’un repére orthonormé,

encore noté Ry, (0,7,7, k). Les éléments de & et€; seront indifféremment appelés vecteurs ou points selon

I'interprétation que l'on en a.
n

n
Si M est barycentre du systeme pondéré (A;, a;)1<i<pn avec o = Zai non nul, on a : M = éZ%‘Ai )
i=1 i=1
Chaque point M de & (ou de &) est identifié & la famille de ses coordonnées (x,y) (ou (z,y,z)) dans
le repére Ry, ce qui est contenu dans la notation M(z,y) (ou M(x,y,z)). De méme chaque vecteur u est
identifié & la famille de ses coordonnées dans la base By du repeére Rg. Dans la premiere partie, on étudie
une famille de polynémes. Ces polynomes interviennent ensuite dans les trois parties qui suivent dans trois
situations différentes. Si la troisiéme partie utilise un résultat de la deuxiéme, pour le reste les trois derniéres
parties sont indépendantes les unes des autres.

PARTIE I - Une fonction polynomiale

Un calcul simple qui n’est pas demandé ici (intégrations par parties successives par exemple) donne pour
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fonction polynomiale L,, définie sur R par

. Pour tout m entier naturel non nul, on considere la
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1.A.1) Donner une expression développée de L,,(x) pour m = 1 et pour m = 2.
I.LA.2) Pour z dans R, calculer L,,(z) + L, (1 — z). Préciser Lm(%).

On vérifie que L,, est a coeflicients entiers. Nous I’admettrons.
1.B -

ILB.1) Etudier suivant m l'existence ainsi que lordre de multiplicité des éventuelles racines de L,, et de L,
dans lintervalle [0;1 ].

I.B.2) En considérant le signe de L, étudier la monotonie de I’application x —

L (x)

sur l'intervalle ]O; % [



[.B.3) Donner une allure de la courbe représentative de Ly, sur [0;1] . On précisera les points & tangente
horizontale, on montrera I'existence d’'un centre de symétrie et on précisera la convexité.

I.C - Les résultats de cette question seront utilisés dans la derniére partie.
I.C.1) Résoudre le systeme : (z,y) € [0;1]* et L. (z)= L., (y).
I.C.2) Résoudre le systéme : (o, 3,7) € [0;1]2 a+B8+y=1 et L, (o)=L, (8)=L,(7).
1.C.3) Résoudre le systeme : (a1, a9,a3,04) € [0;1]* a1 + s +az+as =1 et L (1) = L, (a2) =
Ly, (as) = Ly, (a4) .
PARTIE 1II - Les polynémes de TAYLOR

Dans cette partie, m est un entier naturel non nul et n est un entier tel que n > 3m.

II.A - On rappelle et on admet que, pour tout a de R , la famille ((X — a)?)pen est une base de R[X].
Vérifier que l'application P — T, ,(P) définit un projecteur de R[X]. Préciser son image, vérifier que son
noyau est un idéal de R[X] et en donner un générateur.

I1.B - Pour (R, S) dans (R,,[X])?, on pose

U=R(X)Lp(1—X)+ S(X)Ly(X) .

Déterminer les polynémes de TAYLOR d’ordre m en 0 et et 1 du polynéme U.
II.C - Pour P dans R,[X], on note respectivement Py et P; ses polynémes de TAYLOR d’ordre m en 0 et
en 1 et on pose : ®(P) = Po(X)Lp,(1 — X) + P (X)L (X) .

I1.C.1) Montrer que 'application P — ®(P) est un projecteur de R, [X].

I1.C.2) Préciser les dimensions des sous-espaces propres de cette application et donner pour chacun une base.
PARTIE III - Un raccord

II1.A -

III.A.1) A T'aide de la premiére partie, déterminer un polynéme @, tel que :

deg(Q1) <3, Q1(-1) =0, Q:(1) =1et Q1(-1) =Q1(1) =0,

Existe-t-il d’autres polynomes remplissant ces cing conditions ?

III.A.2) Déterminer de méme, sans en donner la forme développée, un polyndme Qs tel que :
deg(Q2) <5, Q2(—1) =0,Q2(1) =1 et Q5(—1) = Q5(1) = Q5(—1) = Q3(1) = 0.

IIL.B - Soit g1 : t — (21(t),y1(t)) de classe C! sur | — oo; —1], paramétrage d'un arc v, et go : t —
(w2(t),y2(t)) de classe C! sur [1;+o00[, paramétrage d’un arc 2. Si hy (resp. k1) est la partie réguliere du
développement limité & l'ordre 1 de x1 (resp. y1) en —1 et hs (resp. ko) la partie réguliere du développement
limité a Pordre 1 de x5 (resp. y2) en 1, on pose : z3(t) = Q1(—t)h1(t)+Q1(t)ha(t) et ys(t) = Q1(—t)k1(t)+
Q1(t)k2(t) . On obtient ainsi une fonction vectorielle g5 = (x3,y3) et on considére v, raccord de v; et 7,
larc paramétré par g dont la restriction a | —oo; —1[, [ —1;1] et ]1; +oo [ coincide respectivement avec g,
g3 et go. Montrer brievement en s’appuyant sur une étude faite dans la deuxiéme partie que g est de classe
C' sur R.

II1.C - Etude d’un exemple. Ici a est un réel strictement positif et on prend :

gt)=(-1+alt+1),1—at+1) g@t)=Q0+alt—1),1+a(t—1)).

ITI.C.1) Représenter sur un méme dessin les arcs y; et 7s.
ITI.C.2) Donner 'expression développée de la fonction g3 (on ne demande pas sa représentation graphique).

ITI.C.3) Montrer que pour a > 3, le raccord coupe I’axe des ordonnées en deux points distincts que 'on précisera.



PARTIE IV - Une animation

On note I = {1,2,3,4}. On considére un ensemble de quatre points {A;, As, A3, A4} de £ non coplanaires,
c’est-a~dire qu’il n’existe pas de plan affine qui les contienne tous les quatre. On a ainsi un tétraédre non
aplati A1 AsA3A4. On note (z;,y;, 2;) le triplet des coordonnées du point A; pour ¢ dans I.

IV.A -

IV.A.1) Soit ¢ dans I. Justifier Pexistence dun (u;, v;,w;, h;) de R* avec (u;, v, w;) # (0,0,0) tel que si 'on
pose pour M (x,y, z) de &, ¢;(M) = u;x +v;y +w;z + h;, on ait : Vj € I, g;(A;) = 6; ; (ot de maniere
usuelle, §; ; vaut 1 si ¢ = j et vaut 0 sinon). On admet 'unicité du quadruplet (u;,v;,w;, h;) pour tout
i dans I.

IV.A.2) Pour i dans I on considére ¢; la forme linéaire de R?® définie par : V(x,y,2) € R3, ¢i(z,y,2) =
w;x + vy + w;z. Quel est le rang de la famille (¢;)1<i<a ?

Soit m € N*. Pour tout ¢ dans I et tout M(x y,z) de &, on pose : Gi(M) = Ly, (g:(M)).

On considére alors g = Z:gz et G = ZG On appelle Q lisobarycentre de {43, Az, A3, A4}. On note

A={M(z,y,z) €& Wi € I, 0< gZ(M) § 1}.
IV.B -
IV.B.1) Préciser g(A;) pour i dans I et en déduire g.
IV.B.2) Vérifier que tout point M de &; est le barycentre du systeme pondéré (A;, g;(M))1<i<a.
IV.B.3) Déterminer o de R tel que pour tout point M de toute aréte [A;, A;] avec (i,7) € I?, i # j on ait
GM) = a.
IV.C -
IV.C.1) Montrer que A est un compact de ;.
IV.C.2) Montrer que sur chaque face du tétraedre, G admet un maximum et un minimum. On précisera la
valeur de ces extrema, ainsi que les points ou ils sont atteints. On pourra partir du fait que le compact

triangulaire limité par trois points non alignés d’un plan est I’ensemble des barycentres a poids positifs
des sommets du triangle et que I’on peut toujours supposer que la somme des poids est égale a 1 .

IV.C.3) Calculer G(2) et déterminer la différentielle de G en .

IV.C.4) Déterminer les points M de A en lesquels la différentielle de G est nulle. On pourra montrer que la
nullité de la différentielle de G en un point M implique une relation linéaire portant sur les ; et on
utilisera dans ce cas le résultat de IV.A.2).

IV.C.5) Montrer que la fonction G admet sur A un maximum et un minimum et déterminer ces extrema G,
et Gaz de G sur A ainsi que les points ou ils sont atteints.

IV.D - On prend A;(1,—1,-1), Ao(—1,1,-1), As(—1,—1,1) et A4(1,1,1). Pour m = 1, on obtient, apres
1
un calcul qui n’est pas demandé : G(x,y,z) = 3 [3(1‘2 + 9% 4 2% — 2wy2) + 5] . On appelle ¥ la surface

d’équation G(z,y, z) = 1. On considére B(O,/3) la boule fermée de centre O et de rayon /3 pour la norme
euclidienne sur R? et 'on note S(O, v/3) sa frontiére, la sphére de centre O et de rayon v/3. On admet que
pour tout point M (z,vy,z) de S(O,v/3), on a zyz < 1. (Ceci peut se démontrer en utilisant les coordonnées
sphériques de M).
IV.D.1) Déterminer les points non réguliers de 3.
IV.D.2) Montrer que pour tout P(a,b,c) de S(O,/3), il existe un et un seul point du segment [OP] qui
appartienne & ¥. On pourra étudier la fonction h(t) = G(ta,tb,tc) sur [0;1].
IV.D.3) Qu'en déduit-on pour 'intersection ¥/ de ¥ avec B(O, v/3) ? On précisera les points de contact de cette
intersection avec le tétraédre ainsi qu’avec la sphere S(O, v/3).
IV.D.4) Préciser les sections de ¥ et de B(O,/3) par le plan médiateur de [As3, A4], d’équation = +y = 0. Les
représenter sur une méme figure.
IV.D.5) Décrire 'animation que donne la vue des surfaces de niveau : S, = {M € A|G(M) = a} lorsque o
varie de Gpin & Gpaz. On précisera la position de ces surfaces par rapport au tétraedre.
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PARTIE I - Une fonction polynomiale

LA -

I.LA.1) On a admis I; = é

quona|L; =3X? —2X3 et Ly = 10X® — 15X* + 6X7.|

1
et I = 30 Il résulte de X(1 — X) =X — X% et X2(1 - X)?2 = X2 - 2X3 + Xx*

1t
I.A.2) Par changement de variable affine dans I'intégrale on a, pour z réel, L,,(z) = i / (I—=t)™t™dt et
m J1

donc, par relation de CHALES et par définition de I,,,, on a ‘ Ly(x) + Ly (1 —2) = 1. ‘ En spécialisant

—T

_1 £ 1y _ 1
en x = 3, on en déduit | L(5) = 5.

I.B -
I.B.1) D’apres le théoréme de LEIBNIZ-NEWTON, dit théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral,
1
L] est la fonction polynomiale associée a I—X (1 — X)™, dont les racines sont 0 et 1. De plus par

construction L,,(0) =0 et L,,(1) =1. On eeréduit, pour m > 2,

‘ 0 et 1 sont les seules racines de L, chacune de multiplicité m ‘ et

‘ 0 et 1 sont les seules racines de L et elles sont simples. ‘

Comme on a L,,(0) = 0 et que par ailleurs comme L/, ne s’annule pas sur ]0;1[ et y est continu, L,,
y est strictement monotone et n’a donc pas d’autre racine dans [0;1]. Par caractérisation des racines

multiples Lgf) (0) =0 pour 1 < k < m et donc, grace a cette méme caractérisation,
‘ 0 est racine d’ordre m + 1 de L,,. ‘

m
I.B.2) D’apres le calcul précédent, L!' est la fonction polynomiale associée a I—Xm_l(l - X)™ (1 - 2X)
m
et donc elle est strictement positive sur ]O; % [ On en déduit que L,, est strictement convexe sur ce
méme intervalle, donc la fonction pente par rapport a 0 est strictement croissante, i.e.

L ] . .
T % est strictement croissante sur ]O; %

Remarque : la dérivée de la fonction étudiée est donnée par

L )~ £

est égale & L) (x)— L1, (&) pour € dans ]0; [ et donc, par stricte positivité de L, donc stricte croissance
de L' | la dérivée de la fonction étudiée est strictement positive.

1.B.3) D’aprés la question I.A.2) on a pour z dans [0;1], L(1 — ) = 1 — L(z) et donc (3, 3) est centre de
symétrie du graphe de L,,,. Sur 'intervalle [O; % ] L,,, admet une tangente horizontale en 0 uniquement.
Enfin L, y est convexe.

L' (2)— L (s A ;
w, donc du méme signe que

. D’apres le théoreme de LAGRANGE, dit des accroissements finis, cette derniere quantité
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La tangente est horizontale en (0,0) et (1,1). Le graphe est convexe sur [0; 1 ] et concave sur [1;1].

I1.C -

I.C.1) Pour z réel on a L) (x) = L], (1 — x) et, en vertu du calcul de L}/, L/ est strictement croissant sur
[0; % et strictement décroissant sur [%, 1 ] Il en résulte que L, est injectif sur ces deux intervalles

et ainsi les solutions du systéme sont exactement ‘les couples (z,y) avec 0 <z <letye {z,1—2a}. ‘

1.C.2) D’apres la question précédente, sans la condition a4+ 8 4+ = 1, le systéme est équivalent 0 < o < 1 et
{B,7} C {a,1 — a}. Pour un tel triplet la somme « + 3 + v appartient donc & {3a,1+ «,2 — a}, de
sorte que les solutions du systéme sont exactement

11
3737

les triplets (

%) et ceux formés de deux termes nuls et un égal a 1.

1.C.3) D’apres la question I.C.1), un quadruplet vérifiant le systéme est soit formé de quatre termes identiques,
soit en contient deux dont la somme est 1. Dans le premier cas ce terme est nécessairement i. Dans
le second les deux autres termes sont alors nuls et ainsi les deux premiers valent 0 et 1. La réciproque
étant directe, les solutions du systéme sont exactement

1111
411

les quadruplets ( ) et ceux formés de trois termes nuls et un égal a 1.

PARTIE II - Les polynémes de TAYLOR

11.A -

Par linéarité de la dérivation et de 'évaluation en a, l’application T, , est un endomorphisme de R[X].
Puisque la formule de TAYLOR est exacte pour les polynomes, pour P dans R,[X] on a T, .(P) = P.
En particulier T, , est a valeurs dans R, [X] et sa restriction y est l'identité, donc T}, 4 0 Ty = Th.q €t

R,[X] C Im(T},,s) C R,[X]. Il en résulte que ’Tnya est un projecteur sur R, [X]. ‘ Son noyau est formé des

polynoémes dont toutes les dérivées en a sont nulles jusqu’a 'ordre n et donc dont a est racine de multiplicité
au moins n + 1, i.e. qui sont multiples de (X — a)"*1 :

’ le noyau de T, , est I'idéal (principal) engendré par (X — a)"*1. ‘

I1.B -

D’apres la question I.A.2) on a L,,(1 — X) =1 — L,,, par identité des fonctions polynomiales associées sur
un intervalle non trivial. Ainsi U = R+ (S — R)L,,. D’aprés la question 1.B.1) 0 est racine d’ordre m + 1
de L,, et donc (S — R)L,, est dans le noyau de T}, . Ainsi, puisque R est dans I'image du projecteur 1), o,

Iécriture U = R+ (S — R)L,, donne | T}, o(U) = R.| On a de méme U = S+ (R — S)L,,(1 — X), S dans
I'image de Ty, 1 et Ly, (1 — X) admet 1 comme racine de multiplicité m + 1, donc (R — S)L,,(1 — X)) est dans

le noyau de T, 1, donc | T, 1(U) = S.

I1.C -

I1.C.1) Par construction ® est & valeurs dans Rg,,+1[X] puisque, avec les notations de I’énoncé, Py et Py
sont dans R,,[X] et Ly, et L, (1 — X) sont dans Ra,41[X] puisque L, est dans Ra,,[X]. Comme
n > 3m, on a aussi n > 3m + 1 et donc ® est & valeurs dans R, [X]. Comme T, , est linéaire
ainsi que la multiplication par un polynéme, ® est un endomorphisme de R,,[X]. D’aprés la question
précédente, puisque Py et P; sont dans Ry, [X], Thn.o(®(P)) = P, pour a € {0,1} et donc @ o & = P,

ie. ‘<I> est un projecteur de R, [X]. ‘

I1.C.2) Puisqu’on a affaire & un projeteur ses valeurs propres sont dans {0,1}. Si P est dans le noyau de @,
alors ®(P) = 0 et donc T}, o(P(P)) = 0 pour a dans {0, 1}, i.e. Ty, o(P) = 0 d’apres la question IL.B.
La réciproque étant directe, par définition de ®, Ker(®) est formé des polynémes admettant 0 et 1
comme racines de multiplicités au moins m + 1, i.e. divisibles par X"+ et (1 — X)™*+1. Puisque X et
1 — X satisfont la relation de BEzouT évidente X + (1 — X) = 1, ils sont premiers entre eux et donc
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leurs puissances aussi par lemme de GAUSS. On en déduit que le noyau de Ker(®) est Uintersection
avec R, [X] de l'idéal engendré par L;, ;. Un supplémentaire du noyau est donc Roy,2[X], puisque
m > 1 et donc 2m + 2 < 3m + 1 < n, et, d’apres le théoreme du rang, ® induit une bijection de
ce supplémentaire sur Im(®). Or par construction Im(®) est inclus dans ’espace vectoriel engendré
les polynémes XL, (1 — X) et X7L,, pour 0 < 4,5 < m + 1. Par dimension cette famille est donc

une base de Im(®). Ainsi ‘ I'image est de dimension 2m + 2, de base (XL, (1 — X), X7 L, )o<i j<m ‘et

le noyau est de dimension n — 2m — 1, de base (XiL;nH)ogSn_gm_g.

PARTIE III - Un raccord

II1.A -

ITI.A.1) Les questions I.A.2) et I.B.1) montrent que L; vérifie Ly(1) = 1, L1(0) = Lj(0) = Li(1) = 0 et
est de degré 3. Donc Lﬂ%) vérifie les conditions de 1’énoncé. Si @ est un autre tel polynome, la
différence des deux est dans R3[X] et admet 0 et 1 comme racines d’ordre au moins 2, donc est
divisible par 2%(1 — X)? et est donc nul, par argument de degré. Ainsi, puisque L; = X?(3 — 2X)

1

1(1 + X)%(2 — X) est 'unique polynome vérifiant les conditions.

III.A.2) L’argument précédent montre que Lg(#) est un tel polynéme et que la différence entre deux tels
polyndmes est un polynéme de degré au plus 5 divisible par X3(1 — X)?. Comme Ly = X3(10— 15X +

1
6X2), E(l + X)*(8 — 9X + 3X?) est 'unique polynoéme vérifiant les conditions.

II1.B -

Les fonctions 1, 2, ¥1 et ¥z sont de classe C'! sur leur domaine de définition respectif, donc hq, ha, k1 et ko
sont bien définis et polynomiaux, ainsi que (1, et ainsi z3 et ys3 le sont également. Il en résulte que g1, g2 et
g3 sont de classe C! sur leur domaine de définition et ainsi g I'est sur R\ {£1}. De plus g est de classe C'*
sur R si et seulement si g3 et g4 coincident avec g; et g] (resp. go et gb) en 1 (resp. —1). Il revient au méme
de dire que les parties réguliéres des développements de TAYLOR & l'ordre 1 en ces points coincident. Or x3
(resp. y3) est la fonction polynomiale associée & Ly(155)hy + Ly (255 )ho (vesp. Li(255)k1 + Ly (355 )ks)
ou encore hy + (hs — h1) L1 (2£2). Comme X? divise Ly, (X +1)? divise le deuxiéme terme et ainsi la partie
réguliere du développement de TAYLOR & l'ordre 1 en —1 de x3 est hy, i.e. celui de x1. En échangeant le réle

de h et k, il en va de méme pour y; et y;. Comme on a également x3 = hy + (b — hg)Ll(%), il en va de

méme en 1 pour x3 et xo, ainsi que pour y3 et yo. Par conséquent ‘ g est de classe C! sur R. ‘
III.C -

ITI.C.1) Les arcs 7, et 2 sont les demi-droites issues de (—1,1) (resp. (1,1)) et dirigées par (—1, 1) (resp. (1,1)),
i.e. sont des parties des seconde et premiere bissectrices respectivement.

3 3

3

1
0
1
2
3
4
3
2
1
o
1
2

e -3 -2 -1 0 1 2 3 -
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I11.C.2) Par définition, pour ¢ dans [ —1;1], on a

z3(t) = 3(1 )22+ t)(~1+a(t+1))+ i(l +1)2(2—-t)(1 +a(t — 1))

1
i.e. x3(t) est at fois la partie paire de 5(1—&—75)2(2—15) et 1—a fois sa partie impaire. Comme (1+t)%(2—t) =

2+ 3t —t3, il vient z3(t) = ( t. Quant a ys le méme argument donne 1 — a fois la partie paire
2 —a(2—3t2+t4)
5 , i.e.

95(t) = 3(t((a— D)2+ 3 —a),2 — a(2 — 32 + t1)).

afl)t2+37a
2

et at fois la partie impaire, i.e. y3 =

IT1.C.3) D’apres 'expression précédente et puisque I'expression sous la racine est un rapport de termes positifs

si a > 3, x3 s’annule dans ce cas en 0 et en £,/ ‘a’—:‘f Puisque y3 est une fonction paire, ses valeurs en

ces deux derniers points sont identiques. On a y3(0) =1 —a et

y3<j: a—3>:2(a—1)2—a(2(a—1)2—3(a—1)(a—3)+(a—3)2) 2(a —1)? — a(2 + 2a)

a—1 2(a—1)2 2(a—1)2
_1-3a
S (a—1)27
1-3a 3 2 )
Deplusonal—azw (1—a)”=1-3a<+= a“(3—a) =0 et donc le raccord coupe l'axe
a—

1-3
des ordonnées en deux points distincts si a > 3, & savoir | (0,1 — a) et (0, (1()12>
—a

PARTIE IV - Une animation

IV.A -

IV.A.1) Les trois points (A;);er i} sont contenus dans un plan affine et ce plan ne contient pas, par hypothese,
A;. On dispose donc d’une équation de ce plan, par exemple ax + by + cz + d = 0 avec (a,b,c) non
nul dans R? et d réel. Puisque A; n’appartient pas a ce plan on a ax; + by; + cz; +d # 0 et alors pour

(a,b,¢,d), on a (uz, v, w;) # (0,0,0) et M

_ 1
(i vi wiy hi) = az;+by;+cz;+d

IV.A.2) Puisqu'on a affaire & une famille de Z(R?,R) et que cet espace est de dimension 3, (¢;)1<;<4 n'est
pas de rang 4. Matriciellement la question précédente se récrit, en notant A;(x;, y;, 2;),

u;y U1 w hl 1 X9 T3 X4

Uy v wg ho YooY s oyl g
us vz W3 h3 Al Z92 z3 zZ4

Ug Vg W4 h4 1 1 1 1

et donc les deux matrices sont inversibles et inverses l'une de lautre. Soit maintenant (A1, A2, Az, A4)

dans R%. On a
u; V1 wip hl
. uy Vg wg h :
Z Aip; =0 <= ()\1 Ao A3 )\4> R <O 0 0 Z /\iiu')
i=1 Uus V3 Ws h3 i=1

Us V4 wg hy
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ie.

Ty T2 T3 T4

! 4
Z/\i%‘ZO — </\1 Ao A3 /\4):<0 0 0 ZMM) Vi Y2 Y3 W4

i=1 i=1 21 22 23 24
1 1 1 1

4
<~ )\12)\22)\32/\422/\2‘}“.

i=1

Puisqu’une combinaison linéaire de trois formes linéaires est aussi une combinaison linéaire de quatre
avec un coefficient nul et puisqu’une combinaison linéaire de (¢;)1<i<4 ne s’annule qu’avec des coeffi-
cients tous égaux, une combinaison linéaire de trois d’entre eux ne s’annule que si tous les coefficients

sont nuls. Ainsi |rg(p;)icr = 4.

Remarque : le fait que la famille n’est pas de rang 4 montre au passage qu’il existe un quadruplet

(Mi)i<i<a tel que Ay = Ao = Ag = Ay = Z Aih; et donc qu’on a Z h; = 1. Ceci résulte aussi du fait
=1 =1
Ty Ty Ty T4 u v1 w1 hy
qu’on a, par unicité de l'inverse, <21 Yz Y3 Zj) (Zz Z; Z‘ii Z§> =1
1111 ws vs ws hy
Remarque : existence (et 'unicité) demandée & la question précédente est équivalente & Pinversibilité
T1 To T3 T4
de (‘Z} g2 Y3 23‘) Or en retranchant la premicre colonne aux autres et en développant ensuite son
1111
déterminant par rapport & la derniére ligne, ce déterminant est égal & det(A; Ay, A1 Az, A1Ay). Ce
dernier est non nul car s’il I’était ces trois vecteurs seraient liés et donc d’un plan vectoriel les contenant,
et alors le plan affine passant par A; et dirigé par ce plan vectoriel contiendrait les quatre points, ce
qui est exclus par hypothese. Il n’est pas clair selon le programme de savoir comment caractériser un
repere affine. Ici les quatre points ne sont pas coplanaires donc forment un repere affine de &3 et ceci
équivaut a 'inversibilité de la matrice considérée, comme on vient de le démontrer. Ce résultat n’est
ni au programme ni hors-programme.

IV.B -
IV.B.1) D’apreés la question IV.A.1) on a, pour i dans I, | g(4;) = 1.| Le calcul mené & la question précédente
4 4
montre Z h;=1et Z @; = 0. Il en résulte directement
i=1 i=1

Remarque : puisque les points (A4;) ne sont pas coplanaires, (Aq, 4145, A1As,A1A4) est un repére
cartésien (affine) de £3. Autrement dit (A;) est un repére affine de £3. Pour M dans & on dispose de

4
137 —
(a2, as,ays) dans R3 tel que A M = Z a;A1 A, i.e. on dispose de (a1, az, as,as) dans R* et de somme

i=2
4 4
1 tel que M = ZaiAZ—. Par linéarité des ¢; on en déduit g(M) = Z a;pi(4;) + Z hj. Comme
i=1 1<4,j<4 j=1
4 4
on a Zai =1, il vient g(M) = Z a;i(pj(A;) + hj) = Z a;0; 5 = Zai =1
i=1 1<i,j<4 1<i,j<4 i=1

Remarque : la notion d’application affine est explicitement hors-programme. Avec cette notion on peut
raisonner directement : les g; et donc g sont des formes affines et donc préservent le barycentre. Comme
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IV.B.2)

IV.B.3)

les A; forment un repeére affine et donc que tout point de I’espace est barycentre des A;, le fait que g
soit constante sur le repere entraine qu’elle est constante sur 1’espace entier.
4
On reprend les notations utilisées dans la question précédente : M = Z a; A; et il vient pour j dans
i=1

4 4
I,9;(M)= Zai<pj(Ai) +h,; = Zaigj(Ai) =a,, ie. ‘M est barycentre de (A;, g;(M))ics- ‘
i=1 i=1

D’aprés ce qui précede pour (i, j) dans I? avec i # j, Uaréte [A;, A;] est formée des points M tels que
grx(M) = 0 pour k dans I distinct de i et j et g;(M) et g;(M) positifs de somme 1. Pour de tels M on
a alors Gy (M) = L,,(0) =0 et G(M) = Ly, (g:(M)) + L (1 — g;(M)) = 1, d’apres la question 1.A.2) :

IV.C -

IV.C.1)

IV.C.2)

IV.C.3)

L’ensemble {(a;)1<i<a € (R4)* | a1+ az 4+ az + as = 1} est Dintersection d'un produit cartésien de

fermés de R (i.e. Ry) avec I'image réciproque du fermé {1} de R par une application linéaire donc

continue sur R*. C’est donc un fermé de R*. Comme il est inclus dans [0;1]%, il est également borné

et le théoréme de HEINE-BOREL permet de conclure qu’il est compact, puisque R* est de dimension

finie. En vertu des questions IV.B.2) et IV.B.1) A est I'image du compact précédent par application
4

linéaire, donc continue, (a1, as,as,as) — Z a; A; et le théoreme de WEIERSTRASS permet de conclure
i=1

que ’ A est compact. ‘

D’apres le point rappelé, la face du tétraedre opposée au sommet A; est formée des points M de A
tels que g;(M) = 0. C’est donc l'intersection du compact A avec 'image réciproque du fermé {0} par
Papplication continue g; (car somme d’une application linéaire en dimension finie et d’une constante),
donc un fermé inclus dans un compact et donc un compact. Comme G est une somme de composées
d’une fonction polynomiale, donc de classe C'*°, et de g;, également de classe C°°, G est de classe C*° sur
R*. En particulier elle est continue sur le compact considéré et d’apres le théoréeme de WEIERSTRASS
elle y atteint \ un maximum et un minimum. \ Pour M tel que g;(M) =0, G(M) est la somme de trois
valeurs de L,, en trois réels positifs de somme 1. La question se raméne donc a trouver les extrema
de la fonction v donnée par (z,y) — Ly, (2) + Ly (y) + L (1 — 2 — y) sur la partie de R? définie par
0<z, 0<yet x+y <1 Dapresla question précédente pour x =0, y =0 ou x + y = 1 cette valeur
vaut 1. Si cette fonction atteint un extremum sur 'ouvert défini par 0 < z, 0 < y et z +y < 1, alors
son gradient s’y annule. Comme ce gradient est donné par

Vy(z,y) = (L, (x) — L), (1 =2 —y), L, (y) — Lp,,(1 -z —y)),

il résulte de la question 1.C.2) qu’elle ne s’annule sur cet ouvert qu’en (%7 %) Par existence des extrema

on en déduit qu’en ce point v admet un extremum et, par non constance de vy, que son autre valeur
extréme est atteinte en dehors de cet ouvert, i.e. sur les arétes. D’apres les questions 1.B.2) et 1.A.2)
3Lm (%) < 2Ly, (3) = 1. Il en résulte que le point intérieur est un minimum et donc

G atteint son minimum 3Lm(%) en le centre de gravité de la face et son maximum 1 sur les arétes.

Par définition de I'isobarycentre tous les g;(€2) sont égaux, et valent donc +. Ainsi | G(2) = 4L,,(3).

Puisque g; est somme d’une constante et d’une application linéaire, i.e. est affine, elle est de classe C*°
et dg; est constante égale a ;. Comme L,, est polynomial, c’est une application de classe C'™° et sa
différentielle est la multiplication par sa dérivée. Il en résulte que G est différentiable sur R* et on a

4
V(M,H) e R* xR*  dG(M)-H = L, (9:(M))pi(H)
i=1
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IV.C.4)

IV.C.5)

et donc dG(Q) = F(¢1 + @2 + 3 + @4). D’apres les calculs effectués en question IV.A.2), 1 + 2 +

w3+ ¢4 =0 et donc |dG(Q2) = 0.

D’apres les calculs précédents et ceux effectués en question IV.A.2), dG(M) est nul si et seulement si
(L], (g:(M)))1<i<a est proportionnel & (1,1,1,1). Pour M dans A cela équivaut a ce que (g;(M))1<i<a
satisfasse aux conditions de la question 1.C.3). i.e.

‘1es points singuliers de G sur A sont {2 et ses sommets. ‘

Puisque G est continu et A compact, le théoréeme de WEIERSTRASS entraine que G atteint ses bornes

sur A, i.e. |G admet un maximum et un minimum sur A. ‘ Par continuité des g; les points de A tels
qu’aucun g; ne soit nul forment un ouvert. De plus puisque g; est affine tout point d’annulation de g;
est tel que tout voisinage de ce point contient des points ou g; est strictement négative. Il en résulte
que lintérieur de A est constitué du complémentaire des faces et donc si G admet un extremum en
un de ces points intérieurs, alors dG s’y annule. Ainsi les extrema de G sont atteints soit en 2 soit
sur les faces et I’étude de la question IV.C.2) montre que ces extrema sont donc atteints soit en les
arétes, soit au centre des faces, soit en (2. Les valeurs respectives de G en ces points sont 1, 3L,, ( ) et
4Ly, (). D'apres la question 1.B.2) on a 4Ly, (1) < 3L, (1) et il résulte donc de la question IV. C 2)

que | G atteint son minimum 4L,, ( ) en 2 et son maximum 1 en les arétes de A.

IV.D -

IV.D.1)

IV.D.2)

IV.D.3)

Pour (z,vy,7) dans R?, on a VG(x,y,2) = 2(3} —yz,y —xz,z — xy) et donc ce point est singulier si et
seulement si x = yz, y = xz et z = xy. Si I'une des coordonnées est nulle, I’équation donnant les deux
autres montre que toutes les coordonnées sont nulles. La réciproque étant directe, O est I'unique point
singulier ayant au moins une coordonnée nulle. Dans les autres cas on a par produit de deux équations
et simplification z? = y? = 22 = 1. Réciproquement les points vérifiant ces conditions et ayant un
nombre pair de coordonnées négatives sont singuliers, i.e. A, A, As et Ay. Comme seuls ces derniers

appartiennent a 3, ‘les points singuliers de 3 sont les (4;);c;. ‘

Par définition les points de [OP] sont les points de coordonnées (ta, tb, tc) avec t dans [0;1 ] et pour un
tel point G prend la valeur £ (3(3t*—2abct®)+5) et appartient donc ¥ si et seulement si t2(3—2abct) = 1.
On constate que 0 n’est jamais solution (i.e. O ¢ ), que X3 —3X est strictement croissant sur [1; +o0 [,
vaut —2 en 1 et tend vers l'infini en +oo, puis que —2abc > —2 d’apres le point admis et vu P € X.
Il en résulte que G(t) = 1 avec ¢t dans ]0;1] si et seulement si ¢ est l'inverse de l'unique u dans
[1; +oo[ tel que u? — 3u = —2abe. L’équation en t admet donc une unique solution dans [0;1], i.e.

‘ [OP]N'XY est un singleton. ‘

4

Soit M dans A, on dispose de (a;);cr des réels positifs de somme 1 tels que M = Z a; A;. Puisque
i=1

<A2 |AJ> =—1sizs 75], il vient

||M||2—3Za -2 ) aza3—4Za —(Za,)

1<i<j<4

et comme tous les a; sont dans [E; 1], donc vérifient a? < a;, il vient en utilisant que leur somme vaut
1, #|? <4—1=3 ie. A C B(O,V3). Dés lors puisque G < 1 sur A et puisque, dans I'étude de

la question précédente, t — t2(3 — 2abct) est strictement croissant sur [07 = ], donc aussi sur [0;1],

‘A est inscrit dans >’ ‘ Puisque lintersection de B(0,+/3) avec une demi-droite issue de O est un

segment du type précédent, on en déduit que ‘ toute demi-droite issue de O coupe ¥’ en un singleton. ‘
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IV.D.4)

IV.D.5)

D’apres le question IV.C.5), ‘ 3’ N A est 'ensemble des arétes de A. | Enfin dans la question précédente
on trouve t = 1 si et seulement si abc = 1. Par inégalité arithmético-géométrique on a (a2b?c?)1/3 <
‘ZZL;JFCZ avec égalité si et seulement si a? = b? = ¢2. Il en résulte que les points de la sphére S(O, /3)
tels que abc = 1 sont les points n’ayant que des coordonnées de valeur absolue 1 et ayant un nombre
pair de coordonnées négatives, i.e. les sommets de A. Par conséquent

¥ N S(0,v/3) est 'ensemble des sommets de A.

Le plan médiateur de [A3, A4] contient A; et As, ainsi que le milieu de ce segment, i.e. (0,0,1) et

c’est donc bien le plan d’équation x + y = 0. Pour un tel point M(z,y,2) on pose u = L\;iy de
sorte quion a 2?2 + y? = —2zy = u? et ainsi G(M)§(3(u? + 22 — u?2) + 5) et donc G(M) = 1 si
et seulement si u?(1+2) = 1 — 22 ie. 2 = —1 ou u? = 1 — 2, i.e. puisque A; et Ay vérifient

z = —1, ‘l’intersection avec X est la réunion de (A; As) et d’une parabole. ‘ On a également ||M|? =

u? 4+ 22 et donc | Iintersection avec F(O, \/3) est le cercle de centre O et de rayon V3.|En particulier

‘l’intersection avec ' est la réunion de Paréte [A;, As] et d’un arc de parabole. ‘

N
KERVAIIRY
Tt

On a Q = O et donc Gpin = % et Gae = 1. L’animation fait peu a peu gonfler une surface tout
d’abord réduite a un point, i.e. O, puis elle devient tangente au tétraedre, jusqu’a lui devenir circonscrit.
A ce dernier stade la surface contient les arétes du tétraédre. Puisque le minimum de G sur les faces
est atteint en leur centre, il est atteint par exemple en —%(1, 1,1) et en ce point G vaut % :

So est réduit & O pour a = %, puis croit avec «. Elle est contenue dans A tant que a < % ou elle
devient tangente aux faces de A (i.e. est inscrite dans A) et alors ses points de contacts sont les
centres des faces. Elle déborde ensuite peu a peu des faces jusqu’a contenir completement A lorsque
a =1, ou elle est circonsrite & A et contient toutes ses arétes. Pour — < a < 1 on peut penser que

la surface découpe sur A des courbes fermées autour du centre de la face et incluses dans la face,
ces courbes croissant peu & peu pour épouser la forme du triangle.




