CENTRALE-SUPELEC 2009-MP-PREMIERE COMPOSITION

Notations

On note E espace vectoriel normé des applications continues du segment [0;1] dans C muni de la norme

donnée par ||f|| = sup |f(¥)|, et Z(E) lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans
0<t<1

lui-méme. Soit v un élément de Z(E), et f un élément de E; 'image de f par v est notée vf. L’espace

Z(FE) est muni de la norme donnée par ||v|| = sup |vf]|.
lFl<1

Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d’'un opérateur appliquant E dans lui-méme qui est
introduit dans la troisiéme partie. Pour ce faire, on met en place dans les deux premiéres parties des outils
nécessaires a cette étude.

Rappels
La deuxieme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle indéfiniment dérivable définie sur R telle
que, pour tout entier naturel k et tout nombre réel x dans R :

+o0 Foo
I(x) = / ettt et TW(z) = / In(t)*e~tt""1dt .
0 0

De plus, pour tout = dans R, cette fonction vérifie I'équation I'(z + 1) = 2T'(x).
Comme T'(1) = 1, il en découle que, pour tout entier naturel n, T'(n + 1) = n!.

Partie I - Questions préliminaires

I.1) Montrer qu’il existe un réel ¢ de I'intervalle |1;2[ tel que I'(c) = 0.
1.2) En déduire que la fonction T' est strictement croissante sur Uintervalle [2; +oo .

1.3) Montrer, pour tout nombre réel 7 strictement positif, v* = o (I'(z)) au voisinage de +oc.

Partie IT - Comportement asymptotique de la somme d’une série entiére au voisinage de la
borne supérieure de son intervalle de convergence

II.A — Soit ¢ une application continue de I'intervalle R, dans R, intégrable sur I'intervalle R . On suppose
de plus qu’il existe un nombre réel ¢, dans R, tel que la fonction ¢ soit décroissante sur 'intervalle [¢o; +oo [ .

I1.A.1) Etablir que la fonction ¢ est positive sur I'intervalle [¢o; +-00[. (On pourra raisonner par absurde.)

I1.A.2) Soit h un réel strictement positif.
nh

a. Démontrer que pour n suffisamment grand, 0 < hp(nh) < / (t) dt.
(n—=1)h

b. Montrer que la série Y hp(nh) converge.
+o00o +o0
II.A.3) Démontrer lim h Z p(nh) = / ©(t) dt. (On pourra introduire un nombre réel a suffisamment
h—0,h>0 "0 0

+oo [ " ] +o0 a a
grand et écrire : Z ho(nh) = Z ho(nh) + Z he(nh) ol [E ] désigne la partie entiere de E)
n=0 n=0 n:[% ]Jrl
I1.B — Pour tout nombre réel o > 1, on note g, la fonction définie sur l'intervalle Ry par la formule
ga(t) = et~ L,
II.B.1) Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du II.A.
En déduire

rz—1,x<1

“+o0
lim  (—In(2)) ) _ ga(-nn(z)) =T(a) .
n=0



I1.B.2) On consideére la série entiere > n®tz™.

a. Etablir que le rayon de convergence de cette série entiére est égal & 1. On note S, la somme de cette
série entiere.

I'«

b. Démontrer qu’on a, lorsque x tend vers 1 avec x < 1, S, (z) ~ (1())a
-

Partie IIT - La premiére fonction eulérienne

II1.A -

II1.A.1) Etablir que, pour tout couple (a, 3) de nombres réels strictement positifs, la fonction t ~— t*~1(1—¢)f—1
est intégrable sur l'intervalle 0;1[.
Pour tout couple («, 3) de nombres réels strictement positifs, on pose :

1
B(a,ﬁ):/o 7 1 —)f e

ITI.A.2) Démontrer successivement pour tout couple (a, 8) de nombres réels strictement positifs les relations

suivantes :
(i) B(e,B) = B(B, )
t
(ii) B / A x0ots dt (on pourra utiliser le changement de variable u = ﬁ)

(iii) B(a+1,8) = ( ,B).

ITI.B - On se propose d’ etabhr pour tout réel o > 0 et tout réel S > 0 la formule suivante :

II1.B.1) A Taide de la relation (iii) montrer qu’il suffit de démontrer Passertion lorsque les réels o et 3 sont
strictement supérieurs a 2.

III.B.2) Soit « et 5 deux nombres réels strictement supérieurs a 2. Pour tout entier n strictement positif, on

pose
1 — a—1 k B—1
n n
k=
a. Etablir que la fonction 9, g : t — t*~1(1 — t)ﬁ_1 est lipschitzienne sur le segment [0;1].
On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction, c’est-a-dire qu'on a :

V(z,y) € [0:1]%,  |aps(@) — vapy)] < Aaple -yl

b. Démontrer, pour tout entier n strictement positif : |u,(a, 8) — B(a, 8)| < —==

c. On reprend les notations de la question 11.B.2.
Etablir, pour tout nombre réel = de Uintervalle [0; 1] : S, (2)Ss(z) = z U (a0, B)n* TP~ 1z" . Déduire

de la question 2b) que, pour tout réel z, 0 < z < 1,

|Sa(2)Ss(x) — Blaw, B)Sa+s(x)| < atp—-1(2) -

Conclure en utilisant le comportement des fonctions (5,),>1 au voisinage de 1.



ITI.C — Formule des compléments.
II1.C.1) Etablir que la fonction o — B(a, 1 — a) est continue sur I'intervalle ]0;1[.
III.C.2) Soit p et g deux entiers tels que 0 < p < g.
2p+1 2p+1 oo g2
a. Vérifier B Pt ,1— Pt =2q/ tidt.
2q 2q o 141t%

2k+
b. Pour tout entier k compris entre 0 et ¢ — 1, on note z; = et i . Etablir :

qg—1
Xizp __ b P P 1 (%)
1+ X2 2qk:0 k X —zr X+2z

c. Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie imaginaire non nulle, la fonction

1 t — R
t— 3 In ((t —Re(c))? + (Im(c))Q) + darctan (I(egc)) est une primitive sur R de la fonction
m(c

1
t— o démontrer, en utilisant judicieusement la relation (%), :
c

/+oo t2p B ﬂ.qz
o 1+t2q N 2k

+o0 2
1P 1
En conclure : / — o dt = U —
o 1+t 29 gin (%w)
q
I11.C.3) Déduire de II1.C.1 et II1.C.2 : Vo € 0;1[, B(a,1 — ) =T(a)T(1 — @) = sinﬂ =
™

Partie IV - L’opérateur d’Abel

Dans toute cette derniére partie, on suppose que « est un nombre réel appartenant & U'intervalle 0;1[.
IV.A -
. t
IV.A.1) Etablir que pour toute fonction f de F et pour tout réel z de I'intervalle ]0; 1], la fonction ¢ — (f(Z)
x — «

est intégrable sur I'intervalle ]0;z[.
IV.A.2) Pour tout élément f de E, on note A,f la fonction définie sur le segment [0;1] par les formules

suivantes :

Auf(2) 0 siz=0
af xTr) = x t
/ L)a dt si0<z<1
o (z—1)

a. Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel  du segment [0;1], on a

_ 1« ! f(zt)
Aof(z) == /Omdt.

b. Montrer que, pour tout élément f de F, la fonction A, f est une fonction continue sur le segment
[0;1].
c. Etablir que 'application A, : f — Aqf est un endomorphisme continu de Pespace vectoriel normé

FE et qu'on a :
1
Aol = Sup IIAafII—i-
@

IV.B - On définit la suite (A”),>o par la condition initiale A% =Idg (application identique de E) et, pour
tout n > 0, par la relation de récurrence suivante : A"t = A4, 0 A7,



IV.B.1) On pose 8 =1 —«.
a. Pour tout entier n > 1, pour tout f élément de E et pour tout x du segment [0;1], établir :

"7 (D (B))"
AT < — .
4@ < T oy 1]
b. En déduire que, pour tout n > 1, A7 est un endomorphisme continu de E et qu'on a :
n TB)"
ALl < :
I'(1+np)
(T(B)"

IV.B.2) Pour tout nombre réel positif v, montrer : lim,, 'y"F = 0. On pourra utiliser le résultat de

(1+np)

la question préliminaire 1.3
IV.B.3) Soit A un nombre complexe non nul et f un élément de E.

a. Démontrer que la série de fonctions >, ., A" A% f converge uniformément sur le segment [0;1].
On note g la somme de cette série de fonctions.

b. Démontrer (Idg — A\An,)g = f.

¢. En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, 'opérateur Idg — AA,, est inversible et qu’on

+o0 +oo +o0
a:(Idg — Aa)™" =D A"A7Z olt Y A"AL désigne l'application f — > A"AL(f).
n=0 n=0 n=0

IV.C- Pour tout entier naturel n, on note e,, la fonction monomiale ¢ — t™ .
IV.C.1) Soit n un entier naturel.
a. Calculer Ag,e, .

b. En déduire (A1_ 0 Ay)e, = s ent1

sin(ra)n+1°

IV.C.2) Ce résultat suggere d’introduire 'opérateur P défini sur E par la formule suivante :

Ve e[0;1], Pf(x):/ozf(t)dt.

T 2.
Alinsi, avec cette notation, pour tout entier naturel n, (Aj_, 0 Ay)e, = ﬁPen. Etablir que, pour
sin(ra
toute fonction polynomiale 1,
T
(A1—a 0 Aa)Y = = Py
sin(ma)

IV.C.3) Formule d’inversion d’Abel.
a. Montrer que ’endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

1P|l = sup |Pfl[=1.
IF1<1

0

b. On pose B, = A1_q 0 Ay. Montrer : By, = ——
sin(ra)

c. Soit D l'opérateur qui & toute application continiment dérivable de [0;1] dans C associe sa dérivée.

Montrer que D o B, est bien défini et qu'on a : Do B, = Idg.

sin(ra)

d. En déduire que l'opérateur A, est injectif.
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Partie I - Questions préliminaires

I.1) On a (1) =T'(2) = 1. Comme T est continue sur [1;2] et dérivable sur ]1;2][, il résulte du théoréme
de ROLLE qu’il existe ¢ dans |1;2] tel que |[IV(c) = 0.
L.2) Sur R%, I' est définie comme l'intégrale d’une fonction continue, positive, non identiquement nulle

sur R . I en résulte que I' est strictement convexe, donc I est strictement croissante sur R7}. En
particulier on dispose de ¢ dans ]1; 2] tel que I soit strictement positive sur ]¢; 400 et donc, a fortiori,

sur [2; +oo[. Il en résulte que ‘ I strictement croissante sur sur [2; +oo]. ‘

1.3) Soit x supérieur a 2 et n sa partie entiere. On a donc, par croissance de I', I'(z) > T'(n) = (n — 1)!.
x

,‘y =
()

n=1 gécrit 1+ avec e dans ]0;1], de sorte qu’on a 4% /y"~1 = O (1). 1l vient

De plus ~* /~

n—1
(0] <(71)') . Comme z > n > x—1, par le théoreme d’encadrement des limites, n tend vers oo avec
n—1)!

x. Or, par croissance comparée ou puisque I’exponentielle a un rayon de convergence infini, v* = o (k!)
en linfini. Il en résulte |v* = o (T'(z)).

Partie IT - Comportement asymptotique de la somme d’une série entiére au voisinage de la
borne supérieure de son intervalle de convergence

II.A

I1.A.1) Comme ¢ est décroissante sur [¢g; +00 [, elle admet une limite en +o0. Si cette limite était strictement
négative, en particulier ¢ serait majorée par une constante strictement négative a partir d’un certain
rang. Soit ¢ une telle constante. Alors || serait minoré par |¢| au voisinage de U'infini et donc, puisque
la fonction constante égale & |¢| n’est pas intégrable, || ne le serait pas non plus, d’aprés le critére de
comparaison pour les fonctions positives. Il en résulte que la limite de ¢ en 400 est positive et donc,

par décroissance, que ‘ @ est positive sur [to; +o00]. ‘

ILA.2)

t
a. Pour n supérieur a 1+ —, ¢ est décroissante sur [(n — 1)h;nh] et donc y est minorée par ¢(nh),

lui-méme positif d’apres ce qui préceéde. Il en résulte, par inégalité de la moyenne
nh

0 < hp(nh) < / (t) dt.
(n—1)h

nh
b. Comme ¢ est intégrable sur R, la série Z / ©(t) dt converge. Par comparaison des séries a
n>1 (n—1)h

termes positifs, il en résulte que Z ho(nh) converge.

I1.A.3) Soit € dans ]0;1[. En raison de l'intégrabilité de ¢, on dispose de a supérieur & to + € tel que

+oo
/ lo(t)|dt < e. Puisque ¢ est continue sur [0;a + 2¢ ], elle y est intégrable et son intégrale est
a

limite de sommes de RIEMANN. Plus précisément, ¢ est uniformément continue sur [0;a + 2¢ ] et on
dispose donc de 7 dans 0; e[ tel que, pour x et y dans [0; a+2¢ |, si |z — y| < n, alors |[p(z) — p(y)| < =
a

Soit h dans ]0;n[ et n dans [0; ng + 1], avec ng la partie entiére de a/h, on a

0<nh<(n+1)h<noh+2n<a+2e.
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Par positivité de h, il vient alors h inf ¢ < hp(nh) <h sup ¢ et, dapres 'inégalité de la
[nh;(n+1)h] [nh;(n+1)h]
moyenne,

(n+1)h
h inf o< / pt)dt<h sup .

[nh;(n+1)R] "~ h B [nh;(n+1)h ]

Il en résulte, puisque [nh; (n + 1)h] C [0,a + 2¢] et V(z,y) € [nh;(n+ 1)h]?, |z —y| < h <1,

(n+1)h
p(t)dt — ho(nh)| < h sup  p— inf
/nh (® (nh) [nh;(n+1)h ] [nh;(n+1)h](p
= h sup [p(z) = o(y)]
(z,y)€[nh;(n+1)h ]2
< h.
a

a
Par sommation et inégalité triangulaire, il vient, en utilisant ny < 7 et 0 <h<e<a,

(no+2)h no+1 N
/ pt)dt — > ho(nh) §%§6+25§35.
0 n=0

—+oo +oo
Comme % <mg+2,onal< / p(t)dt = / |p(t)] dt < e. De plus, pour n > ng + 2, on
(

(no+2)h no+2)h
a (n—1)h > (ng+ 1)h > a > to et donc ¢ est décroissante et positive sur [(n — 1)h;nh], de sorte
nh
quon a 0 < ho(nh) < / ©(t) dt. Puisqu’on a affaire & une série et & une intégrale convergentes,
(n—1)h

par sommation, il vient

+0o0 Jo0 +oo
0< > W(nh)é/ so(t)dt:/ lp(t)|dt < e,
n=ng+2 (no+1)h (no+1)h

+o0 +oo
car & < ng + 1. Il en résulte, par inégalité triangulaire, / p(t)dt — Z hp(nh)| < 5e et donc
0

n=0

“+o0 “+o0
lim h»  p(nh) = / o(t) dt.
n=0 0

h—0,h>0

I11.B

I1.B.1) Soit « un réel supérieur a 1. Pour que g, soit continue en 0, on convient g1 (0) = 1 et go(0) = 0si a > 1.
Avec ces conventions, puisque g, est continue sur R, elle y est localement intégrable. Par ailleurs, en
+oo,onag.(z)=o0 (e*t/ 2), par croissance comparée entre une exponentielle et une fonction puissance.
Donc g, est intégrable sur R,..

De plus, pour t et u réels avec @« — 1 < t < u, on a par convexité de I’exponentielle,
u—t

pi=/a-1) 5 14 U7 oy _
a—1 t

S

et donc, par croissance de la fonction puissance d’exposant positif, et > u* 1172 soit par po-
sitivité de ¢ et e", go(t) > ga(u). Il en résulte que g, est décroissante sur [a — 1,+o0[ et donc

g satisfait aux conditions du II.A.




PREMIERE COMPOSITION — CENTRALE-SUPELEC 2009-MP Corrigé

“+o0
On note v, la fonction définie sur R* par ¢, (h) = Z hga(nh), ce qui est licite d’apres I11.A.2b).
n=0
Alors 1, admet une limite & droite en 0 donnée par I'(a)) d’apres I1.A.3). Comme —In admet 0O
comme limite a gauche en 1 et que cette limite est atteinte par valeurs supérieures par décrois-
sance de —In sur RY, il en résulte que 1) o (—In) admet I'(o) comme limite a gauche en 1, i.e.

+oo
lim (—In(x)) Z Jo(—nln(x)) = T'(a).
n=0

r—1,x<1

I1.B.2)
(n + 1)0(—1

—5— =1, il résulte du critere de D’ALEMBERT que
oy

a. Comme lim

’ le rayon de convergence de > n®~1z™ est égal a 1. ‘

b. Pour z dans ]0;1[, on a go(—nIn(z)) = (= In(x))* In®"1z". 11 résulte donc de II.B.1) qu’on a

lim (—1In(z))*Sy(z) =T (a) .

r—1,x2<1

-1
Or, au voisinage de 1, on a In(z) ~ (2 — 1) et donc lim n() = 1. Par continuité de la fonction
xT

-1 1 —2
_ 1 67
puissance sur Ry, on a aussi  lim ﬂ

m_q o = 1. Il vient pour x au voisinage de 1 avec x < 1,
z—1,x< — )%

I'(«)

(—In(x))* ~ (1 —2)*, dout (1 — 2)*Sa(z) ~ (—In(x))*Sa(x) ~ T'(a), ie. | So(x) ~ A—a)e

Partie IIT - La premiére fonction eulérienne

IIT.A

ITI.A.1) La fonction puissance t — t° est intégrable en 0, & droite, si et seulement si s > —1.
L’intégrande est une fonction continue sur ]0;1[, donc y est localement intégrable. Il est positif et
équivalent en 0, & droite, & t*~1, donc, par comparaison entre fonctions positives, est intégrable au
voisinage de 0 & droite. De méme l'intégrande est équivalent en 1, & gauche, & (1 —¢)%~! et est donc
localement intégrable au voisinage de 1 & gauche, par comparaison a une fonction puissance. Il en

résulte que | l'intégrande est intégrable sur ]0;1[. ‘

III.A.2) Par changement de variable affine bijectif ¢ — 1 — ¢, on a ‘ B(a, 8) = B(8, ). ‘

L’application ¢ 1 est une fonction rationnelle, donc de classe C'*° sur son domaine de définition,

u
en particulier sur 0;1[. Sa réciproque est définie sur R \ {—1} par u — i et est donc de classe

t
C* en particulier sur R . Aussi t — ; est-il un C'-difféomorphisme (i.e. une bijection de classe

C' tout comme sa réciproque) entre |0;1[ et R, de dérivée t — . Comme, pour ¢ dans 0;1[,

1
(-2

il vient

1
(1—-1)*

a—1
t
onat* 11—t = <1t> (1—t)ot?

+oo
B(a,B) = / w1 4 1)) du
0
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puisque

Lyt Autrement dit | Bl g) = [ 4
1—t == +m utremen 1 (0676)— o W .
Pour t dans ]0;1[, on pose f(t) = t*(1 —t)?, i.e. f(t) = exp(aln(t) + BIn(1 — t)). En particulier,
puisque In est de classe C*° sur R et puisque exp l'est sur R, f est de classe C*° sur ]0;1[ et on a,
pour ¢ dans ]0;1[,

1) = at* t1-0)f = pte(1 - )"
= a1 —t)f 1 —t) — pt(1 — )P
= at* M1 -t) = (a+ Bt (1 —t)P L.
Comme « et [ sont strictement positifs, f est prolongeable par continuité en 0 et 1 en posant

f(1) = f(0) = 0. Chacun des termes de I'égalité précédente est intégrable sur ]0; 1[. Il en résulte, par in-
tégration et en utilisant le théoréme de LEIBNIZ-NEWTON (théoréme fondamental du calcul différentiel

et intégral), 0 = lirpf — l(i)rglf =aB(a,8)— (a+p)Bla+1,5). Il vient | Bla + 1, 8) = B(a, B).

e
a+p

I11.B

IIL.B.1)

111.B.2)

Soit a et # dans R . On a grace a (iii)

_a+p _ (a+pP)(a+5+1)
B(a,B) = " B(a+1,8) = ala 1) B(a+2,p3) .
Comme B(a+2,8) = B(8,a+ 2), d’apreés (i), on obtient
_(a+pB+2)(a+p+3)
B(f,a+2) = 3G+ 1) B(B+2,a+2)
et donc
Bla.f) = (a—!—ﬁ)(a—i-ﬁ—k1)(a+,3+2)(a+5+3)3(a+2,6+2).

ala+1)8(B+1)

Or d’aprés 'équation fonctionnelle pour la fonction T' rappelée dans introduction, on a
Fa+2)=(a+ Dl (a+1) =ala+ DI (a), T(B+2)=p5(B+1I(H)

et D(a++4+4)=(a+B)(a+B+1)(a+B+2)(a+ B+ 3)(a+ ), de sorte que
Fe)l'(B) _ (a+B)a+B+1)(a+B+2)(a+B+3)(a+2)(B+2)

I'(a+p3) ala+1)B(B+1) T(a+5+4)
En particulier, si B(a 42,5+ 2) = F(?(Z ?g(f 1—)2), alors B(a, 3) = w et donc

‘il suffit de démontrer ’assertion pour « et 8 strictement supérieurs a 2. ‘

a. Comme o > 2 et B > 2, 1,5 est de classe C* sur ]0;1[. Il résulte du théoréme de LAGRANGE
(inégalité des accroissements finis) et du théoréeme de WEIERSTRASS (théoréme du maximum) ap-

V|

pliqué a la fonction ¢, 5 continue sur [0;1], que 4,5 est lipschitzienne de rapport ‘ (0:1]
s 0;1 ],00

sur [0;1]. Donc ‘ 1q,p est lipschitzienne sur [0;1]. ‘
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b. Soit n dans N*. Comme en I1.A.3) on compare une somme de RIEMANN & une intégrale. La fonction
1a,p étant continue sur [0;1], B(w, ) est donné par une intégrale de fonction continue sur un
segment. Pour k dans [0; n — 1], Pinégalité triangulaire et le caracteére lipschitzien permettent d’écrire

(k+1)/n 1 k (k+1)/n k
«@ dt — — « - a - Yo - d
/k/n Ya,p(t)dt — —tag (n>‘ /k/n <¢ B(t) — Yap (n)) t

(k+1)/n k
< / Ya,8(t) — ta,p () ‘ de
k/n n
(k+1)/n k
S Aa,ﬁ/ t— —|dt
k/n n
Aus
2n2

En sommant et en utilisant la relation de CHASLES et 'inégalité triangulaire, il vient

-1
< Aap  Aap

B, ) — unla, B)| < 3 20 = Lexit

2n? 2n
k=0

A,
ice. | |B(a, f) = un(a, f)] < 5

c. Les séries entieres définissant S, et Sg admettent 1 comme rayon de convergence. Il en résulte que
leur produit de CAUCHY admet un rayon de convergence supérieur a 1 et que la somme de leur
produit de CAUCHY est le produit de leurs sommes, sur | — 1;1[. Or le terme général du produit de

CAUCHY de Zno‘ L™ et Znﬁ L™ est

n—1

> kT n— k)P

k=1

Le terme pour k = 0 étant nul, on obtient u, (a, 3)n®*#~1. 11 en résulte, pour = dans | — 1;1[ et

donc a fortiori dans [0;1[, | Sa(2)Ss(z) = Z un(a7ﬂ)na+ﬁflxn'

Il en résulte, pour 0 < x < 1,

Sa(x)Ss(z) — B(a, 8)Sa+s(x Zn’”‘ﬁ Y (un(a, B) — B(a, B)) 2™

et donc, en utilisant 2b) et I'inégalité triangulaire

a Aa,
|Sa(z)Ss(2) — Bla, B)Sa+ps(x)| < Z”aw ! B 255a+571(m)7
n=0

. A
i.e. | Sa(2)S5(x) = B(ov, 8)Sats(x)] < =55 Sarp1(2).
D’apres I1.B.2b), au voisinage de 1 & gauche,

Aap
2

Saipr(@) =0 (1 —z)"F) =0 (1 —z)"F),
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et
Sa(2)Ss(x) — B(av, f)Sats(x) = (T(@)T(B) — B(a, BT (a + §)) (1 — z) =77
+o((1—=z)"7F)
et il en résulte I'()I'(8) — B(a, B)I' (o + ) = o (1). Par unicité de la limite, il vient
[T(@)T(8) = B(a, B)T(a + B). |

I11.C

II1.C.1) Soit awdans ]0;1[. Onal—a« € ]0;1[ et donc B(a, 1—a) est bien défini. Comme I'(1) = 1, la partie II1.B
permet d’écrire B(a, 1 — a) = I'(a)['(1 — ). Comme T' est continu sur R* , qu'une application affine

est continue et qu'un produit de fonctions continues l’est, ’a — B(a,1 — ) est continue sur ]0;1[. ‘

I11.C.2)

w1 . 1
€101, B(PEL 1 - 21 ot bien défini,
2q 2q

2 1
a. Puisque Pt

dt.

2 1 2 1 +oo 4(2(p—q)+1)/29)
D’apres ((ii)), il vient B < ptl 2Pt > :/ A
0

2¢ ’ 2q 1+t
Comme u — ©29, est un C'-difféomorphisme de R sur lui-méme, de bijection réciproque ¢ — tl/2a
il vient par changement de variable :

+oo , 2(p— 1
p(2tl | 2w+l :/ M,zqzﬁq—ldu
2q '’ 2q 0 1+ u2e

2+ 1 2+ 1 oo g2
ie | B Pt , 1= Pt :2q/ uidu
2q 2q o 1+u

b. Le polynéme X2+ + 1 admet (zg, —2k)o<k<q—1 comme racines, toutes de multiplicité 1. Comme
X?P est de degré strictement inférieur & celui de X2? 4 1, la décomposition en éléments simples de

X?2v
m s’écrit :
X% Ky a b
AT Z ko k 7
1+ X2 P X — zg X + z
2
avec, pour 0 < k<g—1, ap = % et by = (=)™ )% car (1 + X24) =2qgXx?21~1,
2q(zy )21~ 2q(—zx)% "
X2 - 1 1
2q _ : : —
Comme z." = —1, il vient T x2a Z < X 5 X—l—zk) .

c. Soit ¢ dans C\ R. Pour ¢ réel, on a (¢t — Re(c))? + (Im(c))? = |¢ — t|* > 0 et Im(c) # 0. Il en résulte

que la fonction f définie par f(t) = %ln((t —Re(c))? + (Im(c))?) + i arctan <tIR(e§c)) est définie
m(c

sur R, et est donc de classe C™° sur R puisque les fonctions polynomiales le sont, tout comme 'est
arctangente et que In est de classe C°° sur R . Par dérivation il vient, pour ¢ dans R,

1 t—Re(o) ;1 (Im(c))* t—c
o= e —t[* " Im(c) |e—t* (t—c)(t—7)

et donc
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t — Re(c)
Im(c)
Pour tout & compris entre 0 et ¢ — 1, z; est complexe non réel. Il résulte de ce qui précede et de
2p
1+ t2a

igk(t)) ou les fonctions fy et g sont données par

sur R.

1 1
t— 3 In((t — Re(c))? + (Im(c))?) + 4 arctan ( ) est une primitive de ¢t — ;

II1.C.2b) qu’une primitive de ¢ sur R est donnée par la fonction —— Zz2p+1

Or, pour k dans [0;¢ — 1], fr et gr admettent des limites en +oo, & savoir 0 et 7 respectivement,
puisque Im(z;) > 0. Par ailleurs leurs valeurs en 0 respectives sont 0 et 0, par imparité de la fonction

arctangente.
2p
Comme la fonction ¢ +— T est intégrable sur R, , puisqu’obtenue a partir de la fonction
+oo t2p x t2p
B, il vient en calculant / ——— dt comme limite de / ———dt quand z tend vers 400
0o 14t 1+ t2a
et en appliquant le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral (LEIBNIZ-NEWTON)
+ 2 g1
/ OOLdzﬁz—il 22t
o 14t 2q ="

Le terme de droite est la somme d’une série géométrique de terme initial ng *1 de raison e!(2pt1m/q,
Cette raison est distincte de 1 puisque 0 < 2p+1 <2(q — 1)+ 1 < 2¢. Il vient

ZZZerl 2p+1 el i(2p+1)m _ _ ei(2p+1)ﬂ—/2q _ ;
S~ e sin((2p + 1)7/24)
+oo 2
t<P 1
et donc / ﬁdtzli.
o TP 20 (L)
q
i i 2+ 1 .
[IL.C.3) Soit p et ¢ deux entiers tels que 0 < p < ¢ et a = = —. Daprés 11L.C.2a) et II1.C.2c), on a
q
T
B 1 — = —
(e, @) sin(ma)

Soit alors a dans ]0;1[, alors 1 — a > 0 et donc, puisque R est archimédien, on dispose de n tel que,

pour ¢ entier supérieur a n, ¢(1—«) > % et qa > % Pour un tel g, ona 1 < aq+% < g, de sorte qu’en

+1 _p—i—l—(aq—i—%)
1 o !

< —. Il en résulte que tout élément de ]0;1[ est limite d’une suite de rationnels de la

prenant pour p la partie entiere de aq + %, on a0 < p < q. De plus 2p et

2p+1
2q

avec p et g entiers tels que 0 < p < q.

donc 0 <

forme

Comme a — B(a,1 —a) et a — sont continues sur ]0;1[ et coincident sur les nombres

sin(ma)

de la forme avec p et ¢ entiers tels que 0 < p < ¢, la caractérisation séquentielle de la li-

mite entraine qu’elles coincident sur ]0;1[, i.e. pour o dans ]0;1[, B(a,1 — a) = (L) Comme
sin(mo
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I'(1) = 1, il résulte de IIL.B qu’on a aussi B(a,1 — a) = I'(a)'(1 — ). Et donc, pour « dans ]0;1][,
B(ay,1—a)=T(@)l(1-a)= —

sin(mar)”

Partie IV - L’opérateur d’Abel

IV.A

IV.A.1)

IV.A.2)

t
Soit f dans E et z dans ]0;1]. La fonction g donnée par g(t) = Lza est continue sur [0;z[ en
P
tant que quotient bien défini de telles fonctions. Elle y est donc localement intégrable. Au voisinage de

1
z,onag(t)=0 ((t)”) et donc g est intégrable au voisinage de x puisqu’on a o < 1. Il en résulte
T _ )

1
que g est intégrable sur [0; [ et donc a fortiori sur |05z [, i.e. |t ———— est intégrable sur J0;z[.

(z 1)

a. Pour z dans ]0;1], le changement de variable affine bijectif v — uz donne directement la formule
cherchée. Pour z nul, I'intégrale vaut f(0)/(1 — «) et donc la formule s’écrit A, f(0) = 0 puisque
1—a > 0.1l en résulte, pour f dans E et x dans [0;1],

o [T f(at)
Aof(z) = 2! /Omdt.

b. Soit f dans E. Comme une fonction puissance d’exposant strictement positif est continue sur [0;1],

1
il suffit de démontrer que la fonction z / (f(;vt)
0

1—¢)
f(at)
(1—t)>
composition par une fonction affine et en tant que quotient bien défini de deux fonctions conti-
nues;

dt est continue. Or

— pour tout z dans [0;1], ¢ — est continue par morceaux sur ]0;1[, car continue par

f(xt)

— pour tout ¢ dans 0;1[, z — a—0e est continue sur [0; 1 ] en tant que multiple d’une composée

de telles fonctions;;

f(at)
1—t)e

11
= T—tp

et cette derniere fonction est

— pour z dans [0;1], on a : V& € ]0;1], ‘(

continue et intégrable sur ]0;1[.

f(at)

1
D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégral, z — / a—1o dt est continue sur [0;1],
0 _

ie. ’Aaf est continue sur [0;1]. ‘

c. Par linéarité de I'intégrale, A, est linéaire et donc d’apres la question précédente

’ A, est un endomorphisme de E. ‘

Soit f dans E. L’inégalité de la moyenne appliqué a 2a) donne, pour x dans [0;1],

O R 1 i
Aaf@] < 1) | o =

1
et donc, puisque |z] <let1—a >0, ||Aafl] < ||fll /(1 — ). Il vient ||As| < T—a
-«
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Par ailleurs pour f constante égale & 1 et x dans [0;1], il vient A, f(x) = 217%/(1 — a) et cette

fonction est positive, croissante et égale a 1/(1—a) en 1. Comme || f|| = 1,on a || Aof]| = ||f]| /(1—)
1 1

et donc ||A,|| > ——. Par conséquent | ||Aq|| = .

l1-«o 1-a
IV.B
IV.B.1)

a. Soit f dans E. Pour n dans N*, soit (H,,) le prédicat :

AT (B)"
Ve e[0;1], |Aa <= -
(0511, A0 (@) < per 1)

Soit = dans [0;1]. On a vu dans la démonstration de la question précédente qu'on a |A, f(z)| <

i

. Comme, d’apres les rappels, T'(8) /T(1 4+ 8) = —, il en résulte que (H;) est vrai.

1
/8 )
Soit n dans N* tel que (H,,) est vrai et x dans [0;1]. D’apres I'inégalité de la moyenne il vient
sz TE)" At

'1+nB8) Jo 1=t

[Aat (@) <w

= HIDE) f)
I'(1+np)
I(1 + nA)D(8)

Fl+(n+1)p)
principe de récurrence, on en déduit, pour tout n dans N*,

I
|_m||f||

b. Soit n dans N*| en tant que composé d’éléments de .Z(F),

AT ()] < B(nB+1,5).

Or, d’apres III.B, B(nB8 + 1,8) = , et il en résulte que (H, 1) est vrai. Par le

Va e [0;1], |Aaf( )

’ A7 est un endomorphisme continu de E. ‘

F n
La question précédente donne, pour z est dans [0;1], |Aaf(z)] < F(l(f)nﬂ) IIf]l et donc
GG
T T +np)

IV.B.2) Pour v = 0, la suite considérée est identiquement nulle, donc de limite nulle. Soit v dans R, alors
7T(B) est un réel strictement positif et on dispose donc de § dans R tel que 08 = ~I'(B). D’apres 3,

on a 61" = o (I'(1 +np)), i.e m =0 (67'7""), de sorte qu'on a
T Taang - Tarag 0@ ) me@ =)
et donc, pour v dans R4, | lim ~" B _ 0

n—-+o0 F(l +nﬁ) o

IV.B.3)
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a. On considére la série entiere > || A% f|| 2. D’apres IV.B.1) et IV.B.2), le terme général de cette série
est borné pour tout z dans C et il en résulte que la série entiere a un rayon de convergence infini. En
particulier, pour A dans C*, la série > || A% f|| \™ converge absolument et donc la série de fonctions
> ATAR f est normalement convergente. En particulier

’ S A"AL f converge uniformément sur [0;1 ]. ‘

b. Puisque A, est un endomorphisme continu et que g est la limite des sommes partielles de la série
STAMA" f au sens de la norme de E, A,g est limite des sommes partielles de la série Y A" AT f
et donc AA,g est somme de la série Y o \"A” f, d’ott (Idg — AAy)g = A\°A% f = f puisque X # 0,

ie. | (Idp — Ag)g = f.|
c. Soit u dans E. D’apres ce qui précede appliqué a f = u, u appartient a 'image de Idg — AA, et
donc cette derniére application est surjective.

Supposons maintenant que u soit dans le noyau de Idg — AA,, i.e. u = AAyu. Alors pour tout entier
n,on au=A"A et donc ||u| < A" [|AZ]. ||u|| et donc, en utilisant IV.B.1a) et IV.B.2, ||Jul| < 0.

Il en résulte que |Idg — AA,, est inversible. ‘

+oo
De plus la question précédente montre que | son inverse est Z ATAT.
n=0
Iv.C
Iv.C.1)

a. Soit x dans [0;1], on a

Agen(z) = 2P /01 m dt = 2P B(n 41, 8)

et donc ‘ Aqen est la fonction z +— B(n + 1, 8)zf ™. ‘

b. Le calcul précédent est valable en prenant n dans R en convenant que e,, est donné par e, (z) = x".

Il vient alors, par linéarité, Ag o Age, = B(n+1,5)B(n+ +1,a)e,41. Or, d’apres IILB,

D+ OO0+ 8+ D0@) DT~ o)
B(n+1,8)B(n+ 8+ 1,a)= Tt 11 AT ) = o

puisque I'(n + 2) = (n + 1)I'(n + 1). 1l vient, en utilisant 111.C.3),

s (& 1
Ai_q 0 An)en = ntl
(A1a 0 da)e sin(ma) n 4+ 1

IV.C.2) Puisque, pour n dans N, ona (A1_,04,)e, = Pe,,, et que A,, A1_, et P sont des applications

sin(mwa)
T
linéaires, 'identité A1_,0A, = T)P est vraie sur I’espace vectoriel engendré par (e, )nen et done,
sin(ma
T
pour toute fonction polynomiale ¢, on a | (A1_q 0 Ag)t) = — Pi.
sin(ma)

IV.C.3)

a. Les primitives d’une fonction continue étant continue, P est bien un endomorphisme de E. De plus,
par inégalité de la moyenne, pour f dans E, on a ||Pf|| < || f| et donc

’ P est un endomorphisme continu de F. ‘

L’inégalité précédente montre qu’on a ||P| < 1. Comme Pey = ey et |leg] = |ler|| = 1, il vient
1Pl = 1.

10
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b. D’apres le théoreme de WEIERSTRASS, I'ensemble des fonctions polynomiales sur [0;1] est dense

dans E pour la norme ||-||. Comme B, et —
sin(ra)

coincident sur les fonctions polynomiales, elles sont égales, i.e.

P sont deux applications continues sur E et

B,

sin(ma)

™

P.

c. Comme toute primitive d’une fonction continue est de classe C!, pour f dans E, Pf est de classe

C' et donc B, f aussi d’aprés ce qui précede. Il en résulte que
| Do B, est bien défini. |

De plus Do P = Idg d’apres le théoréme de LEIBNIZ-NEWTON et donc la question précédente donne

aussi| Do B, = Idg.

sin(ma)

d. Il en résulte que Do A;_, 0 A, est injectif, puisque Idg I'est et qu’on a — T

A, est injectif.

11

——— # 0. Par conséquent
sin(ra)



